ALGEBRES DE LIE AFFINES ET OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS D’ORDRE INFINI

(AFFINE LIE ALGEBRAS AND
PSEUDO-DIFFERENTIAL OPERATORS
OF INFINITE ORDER)

A. LESFARI

In this paper we make a careful study of some connection between pseudo-
differential operators, Kadomtsev-Petviashvili (KP) hierarchy and tau functions
based on the Sato-Date-Jimbo-Miwa-Kashiwara theory. A few other connections
and ideas concerning the Korteweg-de Vries (KdV) and Boussinesq equations, the
Gelfand-Dickey flows, the Heisenberg and Virasoro algebras are given. The study
of the KP and KdV hierarchies, the use of tau functions related to infinite di-
mensional Grassmannians, vertex operators and the Hirota’s bilinear formalism
led to obtaining remarkable properties concerning these algebras as for exam-
ple the existence of an infinite family of first integrals functionally independent
and in involution. The paper is supported by an appendix which contains some
information about coadjoint orbits in Kac-Moody algebras and a proof of the
Adler-Kostant-Symes theorem.
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1. INTRODUCTION

Dans ce travail, on étudie quelques généralités sur I’algebre des opérateurs
différentiels d’ordre infini. Les algebres de Virasoro, de Heisenberg, les équ-
ations d’évolution non-linéaires telles que les équations de Korteweg-de Vries
(KdV), de Boussinesq ainsi que celle de Kadomtsev-Petviashvili (KP) jouent
un role crucial dans cette étude. L’étude des hiérarchies Korteweg-de Vries
et Kadomtsev-Petviashvili, 1'utilisation des fonctions tau liées aux variétés
grassmanniennes de dimension infinie, des opérateurs de vertex ainsi que le
formalisme bilinéaire de Hirota ont conduit a I’obtention de propriétés remar-
quables concernant ces algebres, comme par exemple ’existence d’une famille
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infinie d’intégrales premieres fonctionnellement indépendantes et en involu-
tion. Récemment, ’élaboration de méthodes puissantes et la découverte de
leurs structures algébriques communes ont conduit a des développements im-
portants concernant ’étude des problémes non-linéaires (voir par exemple [27,
28, 29] pour une vue d’ensemble).

Les fonctions 7(t) sont des fonctions spécifiques du temps, construites a
partir de sections d’un fibré déterminant sur une variété grassmannienne de
dimension infinie. Ces fonctions “généralisent” les fonctions théta de Riemann
et ce sont des solutions de la hiérarchie Kadomtsev-Petviashvili (KP), i.e., so-
lutions d’une suite infinie d’équations aux dérivées partielles non-linéaires [8]
reliant une infinité de fonctions en une infinité de variables. Les fonctions 7(t)
peuvent étre des polynémes de Schur, relevant de la théorie des représentations
des groupes ou des déterminants de Fredholm. La premiere fonction tau a été
introduite par Sato, Miwa et Jimbo en relation avec la théorie de déformations
isomonodromiques. Elle a été définie comme une fonction de corrélation de
certains champs quantiques, associés aux poles d’un systeme fuchsien sur la
spheére de Riemann. Ces fonctions donnent des informations sur la topologie
des espaces de modules des surfaces de Riemann et sont étroitement liées a
la théorie des représentations des algebres de Virasoro et des W-algebres. Les
fonctions 7(t) jouent un réle important dans un grand nombre de branches des
mathématiques et de la physique théorique, comme les systemes intégrables,
les théories de cordes, les théories de jauge quantique, les déformations isomon-
odromiques, les modeles matriciels (gravité quantique), les intégrales ma-
tricielles associées ont des développements en séries perturbatrices dont les
termes comptent les triangulations sur des surfaces (graphes de Feynman),
les problemes de modules et dans bien d’autres domaines. En fait au cours
de ces dernieres années (voir [29]), de nombreux problemes se rattachant a la
géométrie algébrique, la combinatoire, les probabilités et la théorie de jauge
quantique, ..., ont été résolus explicitement par des méthodes inspirées des
techniques issues de I’étude des systemes intégrables. En particulier I’étude
des matrices aléatoires, domaine qui établit des liens avec plusieurs problemes,
par exemple avec la combinatoire, les probabilités, la théorie des nombres, les
modeles de croissances et de pavages aléatoires et les questions de technolo-
gie de la communication. Les fonctions 7(¢) sont la source d’inspiration pour
bon nombre de mathématiciens et physiciens en quéte de nouvelles structures
algébriques apparaissant en mathématique et en physique.

2. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
ET STRUCTURES SYMPLECTIQUES

Soit L un opérateur pseudo-différentiel a coeflicients holomorphes. L’en-
semble de ces opérateurs forme une algebre de Lie que 'on note A. L’algebre
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A se décompose en deux sous-algebres A, et A_: A=A, & A_, ou A, est
I’algebre des opérateurs différentiels de la forme

¢= Zuk ., somme finie, 9= aax,

et A_ est algebre des opérateurs strictement pseudo-différentiels de la forme

n= Z“fk(x)a_k =0 +0 2+, 0= (%
k>0

L’algebre A peut-étre vue comme étant une algebre associative pour le produit
de deux opérateurs pseudo-différentiels L et L',

oo

LI = o aa(L).a’;(L’):,
k=0

oud = 8% et le symbole : : désigne I'ordre normal, i.e., il signifie que les dérivées
figurent toujours a droite indépendamment des relations de commutation.

Ezemple 2.1. Pour m,n € N*, on a pour toutes fonctions u, v,

k=0 k=0

et

(2) O Mu=ud"' =0+ 4 ()PP

o0

:05(071).0% (w):,
k=0

ol 7! est un inverse formel de 0, i.e., 071.0 =0.0"' = 1.
On peut définir un couplage entre A et A_ comme suit: Soit Rés((n)
le coefficient de 9~ dans ¢n. On a

n) = <Zuk8k,2uka_k> = (upd® + w0t -+ ;0 g + 0 20y )

k>0 k>0

:/_ Rés(¢n) dx—/ > upvpda,

X k>0
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Des lors, le groupe de Volterre (I + A_) agit sur A_ par l'action adjointe et
sur A, par 'action coadjointe. Soit ¢ € A4 et nx € A_, d’out [1]

<ad;k;1(<),772> = <C,adm (n2)) = (¢, [, m2]) =
— / (8*1—terme de (C”1772—C772771)) de —

- / (8_1 — terme de (({my — 771C)+772) dz = ([¢,m] ,m2).

Donc, I'ensemble Of4+(L) des opérateurs différentiels de la forme

N-2
(3) L=0"+> up(z)d*, N fixé,
k=0
est une orbite coadjointe dans A .
Soit f une fonction de classe C*° en x et dépendant d’un nombre fini de

()

dérivées u;’ des coefficients uy de L. Soit

N7177 d laf Nﬁlf?(sH
:Zak 12(_1)l(dx> 7228[’6 1@7

l
8() prt

le gradient de la fonctionnelle (définie sur A, ),

/ f(z uk ,...)dx,
et tel que:

00 N Ls N
k —
dH = / mduk = <Z duy.d ,VH> = (dL,VH),

0 k=1 k=0

oudL = Z,]Lo duy.0%. On rappelle que le produit scalaire entre deux opérateurs
pseudo-différentiels L et L’ est défini par

(L,L') = —/Oo (LL)_da = /OO (L'L)_dz).

—00 —00
D’apres le théoréeme d’Adler-Kostant-Symes (voir appendice), les champs de
vecteurs hamiltoniens sur l'orbite coadjointe Oj4+’ définissent des flots com-
mutatifs et sont donnés par

dL .
(4) T ads g (L) =[L,VH(L)],
ou H(L) est I'hamiltonien sur A;. Notons que l'opérateur L ne contient pas
le coefficient un_;. Comme le champ de vecteurs (4) appliqué a l'opérateur L
(3) impose la condition
Rés|L, VH(L)] =0,
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0H
dpN-—1
satisfaisant a cette condition. Des lors un premier crochet (de Poisson) est

donné par

on peut donc remplacer le gradient par n’importe quelle expression

(5) {H,F}, = (L,[VF,VH]) = / Rés (VH[L, VF],)dz =

_ / Rés (VH(L, VF]) dz — / Rés ([VH, L]VF) dz.
Considérons les hamiltoniens
Hyn — /(R’ L%)d ke N*
BN Z N €s x, .

On a @ .

VH v = (LV)_,
et les champs de vecteurs (4) appliqués & ces hamiltoniens, fournissent les
équations intégrables; N-réduction de Gel’fand Dickey de la hiérarchie KP

(voir plus loin pour la définition) suivantes:

(6) % = [L,VHn (L)), = =[(L¥)_, L], = [(L¥), L],

Notons que puisque

[(L3)4, L], = [LF = (LN)- L] = =[(L¥)_, L] € A",

alors les équations (6) déterminent un nombre infini de champs de vecteurs
commutants (voir plus loin) sur AT + A~.

Nous allons maintenant étudier [1, 13, 10, 11, 12] 'existence d’une se-
conde structure symplectique. Soit L = L+z ou L est un opérateur différentiel
d’ordre n. On a

dL ~ ~ ~
(7) T (LVH), L —L(VHL)_.
Notons que (7) est un champ de vecteurs hamiltonien (généralisant ainsi (4)).
En effet, soit
J:A_JA_oN-1 — DoN-1,

la fonction définie par

J(Q) = (L¢), L—L(¢L), = —(L¢) L+ L(CL) , C€A /A on1.
D’ou dL
7 = Y0L) = (IO L - LKD),

ce qui montre qu’il s’agit bien d’'un champ de vecteurs sur les opérateurs
différentiels L d’ordre n. De méme, on a
dL

4 = (LVH)_L+L(VHL)_,
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et la méme conclusion reste valable. En outre, on a aussi la relation

dL
o= (LVH),L—L(VHL), +z[VH,L],,

qui montre que ce champ de vecteurs est une interpolation entre (4) pour
z = 0o et un nouveau champ de vecteurs pour z = (. Considérons la 2-forme
différentielle

& (0116 050) = (T(C)on) = [ Rés(I (i,

On montre que cette forme est fermée (dw = 0), qu’elle est anti-symétrique
(<J(C),7]> = —(C, J(n))) et qu’en outre [8]((),8](77)] = 8J(£), ou

&= (~C(Tn), + (L)) _(=n(Z), + (L) _C)_+0sqm— Do

Définition 2.2. L’algebre des fonctionnelles sur ’espace des opérateurs de
la forme (3) pour cette forme symplectique s’appelle algebre W.

PROPOSITION 2.3. Les hamiltoniens Hy, Hy4 N, Hi+on, - - ., définis en (6)
sont tous en involution pour le crochet (5).

Démonstration. En effet, soit

| J1 siz=00
J_{ Jo siz=0,

ou les crochets de Poisson {-,-}1, {-, }2 sont donnés par
(Hy Hihy = [ Rés(VH,A(VHL),
et
(H;, Hyyo = (VH, Jo(VEF)) = / Rés(VH((LVF), L — L(VFL)+))dz
- / Rés(LVH(LVF), — VHL(VFL),)dz.
On déduit de la relation
(La ), L-r (i) r)
I’expression

{Hj,Hk}l :/Rés (VHjJQVHk_N).
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La forme w étant anti-symétrique, on a donc
{Hj,Hk}l = —/RéS (VHk_NJQ(VHj)) = —/Rés (ka_NJ]_(ijJrN))

= —/Rés (VHj_:,_NJl(VHk,N)) = {Hj—i-N;kaN}l .

Par conséquent, on a {H;, Hy} = {Hjion, Hy—an}. Pour o suffisammant
grand avec J1 (VHi_on) = 0, i.e., Hi_qn est triviale pour « suffisamment
grand et on obtient {H;, H,} = 0, donc Hj, Hy, sont en involution. [

3. EQUATION DE KDV, ALGEBRE DE HEISENBERG
ET ALGEBRE DE VIRASORO

PropPOSITION 3.1. L’opérateur
L=08%+q,

correspondant au cas N = 2 avec q = ug, est lié¢ a I’équation de Korteweg-de
Vries (KdV) et le crochet de Poisson est fourni dans ce cas par

{a(e).alp)h = -5z — ).

Démonstration. En effet, comme
§H YA
HL) =0'—+0722 | —
VH(L) bq 02 <5q> ’

alors les champs de vecteurs appliqués a ’hamiltonien

1
H = / <q3 — 2q/2> dl‘,

fournissent I’équation de Korteweg-de Vries

dg dL 1 d §H 93¢ dq
8 B ) 0 vJ - S
8) dt dt 2[  VH de 6g O3 + Tou
Le crochet (de Poisson) est dans ce cas

0H d 0F
HF} = [ ——"—
{7}1 5qu5qa
d’ou
{a(e).a()}r = 550z )
a\r),q\y l_da: r—Y),

ce qui acheve la démonstration. [
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Remarque 3.2. De méme, en prenant N = 3, u = ug, v = us,

2
L=08+ud+v, L3 :83—|—§u,

alors le flot (8) prend la forme

ou 0%u ov ov 0%v  20% 2 Ou

=55 1t2—, =5 U—.
Oty 0z? ox’ Oty O0x? 30x3 3 Ox
En éliminant v de ce systeme, on obtient I’équation de Boussinesq

ou\> 02 [(0*u _

PROPOSITION 3.3. En remplacant dans la proposition précédente q(x)
par la série de Fourier

(9) g@)=a Y M, + 8, —ia =1,

n=—oo

ot (p)kez sont de nouvelles coordonnées (coefficients de Fourier), on obtient
lalgébre de Heisenberg et le crochet de Poisson est fourni par

{‘P?u Spm}l - n6m+n,0-

Démonstration. Soit M I'ensemble des matrices (ag;), k,l € Z, & coeffi-
cients complexes et A/ la C-algebre définie par

N = {(ag) € M : 3r tel que ag, = 0 pour |k — 1| > r},

i.e., 'ensemble des matrices infinies & support dans une bande autour de la
diagonale. Le produit de deux matrices appartenant respectivement a A et
M se définit de la maniere usuelle. Notons que N est une algebre de Lie et

M est un N-module. Leurs extensions N et M sont définies par
0—Cc—N—>N =0, 0—>CC—>M\/—>MHO,
avec N =N ®Ccet M =M@ Cc, ol ¢ est un élément centrale, i.e.,
[c,A]=|c,B] =0, VAeN, VBe M.

On note €; j = (0;.015) k1 les matrices élémentaires, i.e., les matrices dont tous
les coefficients sont nuls sauf celui de la ligne i et de la colonne j qui vaut 1.
Une matrice de Jacobi n’ayant pas de trace, on considere la matrice A[J, B]
o Ae N, Be M et J est la matrice définie par

J= Z e(i)esis

€7
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oune(i)=+4+1sii<0et —1sii>0. Les éléments de la matrice A[J, B] sont
nuls a P'exception d’un nombre fini, donc il s’agit bien d’'une matrice finie et
on peut définir le cocycle de A € N et B € M & laide de la formule

p(A, B) = STH(ALL, B]) = £ 37 () — ()it

,L‘?j

Des lors, le crochet [ | de A€ N et B € M est définit par

—_—

[A,B] = [A+ ac, B+ Ac] = [A, B] + p(A, B)c.

On note que lalgebre N est une extension centrale non triviale de N tandis
que la sous-algebre

va = M; @ Ce,
est une extension centrale triviale de
My = {(aij) € M : (i,7) — (a;j) & support fini}.

Posons

E; = § En,n+is

nez

ol €;; = (0;.0i5)k sont les matrices élémentaires définies ci-dessus. Le sous-

espace
E=pCE,
1€EZ
est une sous-algebre commutative de N. La sous-algebre de A/ définie en posant
E = FE & Cc s’appelle sous-algebre de Heisenberg. On a
(10) [El', Ej] = idi,,jc.
On reprend maintenant ’exemple précédent et on remplace g(x) par la série

de Fourier (9). Soit H une fonctionnelle de g. Sa dérivée de Fréchet en termes
des coordonnées gy, s’écrit

o0

(11) _Z O 00k o Z a% '

I

On substitue (10) et (11) dans I’équation (8) et on spécifie les coefficients de
Fourier; on obtient la relation
Oon ., OH

- n

“or T Bon”
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Par ailleurs, la structure symplectique étant donnée par la matrice des crochets
(de Poisson), on a aussi

Oon OH
ot _m;oo{(pm@m}lasom'

Deés lors
{90717 (Pm}l = _2‘047277/57;14_”70.
En posant —ia~? = 1, on obtient I'algebre de Heisenberg (ot {,} joue le role

ici du crochet [,] (2.3) ci-dessus). O
PROPOSITION 3.4. Dans le cas N = 2 (proposition 3.1) on obtient l’algé-
bre de Virasoro et sa structure est donnée par

C
{‘pm) Son}Q = (m - n)SOm-t,-n + ﬁ(mg - m)ém—&-n,o'

Démonstration. Soit Diff(S?) le groupe des difféomorphismes du cercle
unité: S = {z € C: |z| = 1}. Soit

P {f(z)(i, f(z) eC [z j } 7

lensemble des champs de vecteurs (polynomes de Laurent). Notons que F
peut-étre vu comme étant 'espace tangent Diff(S!) en son point unité, donc

F est une algebre de Lie par rapport au crochet [,]. En posant
d
— _,m+l =
Pm z a4z’
on obtient
d
[oms n] = ((n+ 1)z — (m + 1)m et P
d
=—(m+ ")ZmMH& = (m = n)Pmin-

On montre que H?(F,C) = C et

1
p(Pm, on) = E(mS - m)ém,,n,

L’espace vectoriel F' @ Cc s’appelle algebre de Virasoro, c’est une extension
centrale de l'algebre des champs de vecteurs complexes du cercle. Le crochet
est donné par la formule

c

(12) [‘Pm’ (Pn] - (m - n)SOm-&-n + ﬁ(m3 - m)dm,—n-

Reprenons maintenant ’exemple de 1’équation de K-dV. Ona N =2 et
dg dL

§H
. . _ 3 P
Gt = ar = (IVH) = L(VHL); = (9° +2(0a +49)) 5
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Le crochet (de Poisson) s’écrit dans ce cas

0H

oF
S (0° +2(9q + q0)) —

H F}o =
{a}Z 5(]

et on a
{q(z),q(y)}2 = (° + 2(9q + q0)) 6(x — y).

En utilisant un raisonnement similaire a celui fait dans la proposition précé-
dente, on obtient

0H

8 m O0H i

2a

ou (g )kez sont les coefficients de Fourier de q. En posant 45 =1, a = % et
en tenant compte de la série de Fourier (10), on obtient

L
ot | *m
—m®™e colonne n®™e colonne :
- l l ;i ,
m™e ligne — 1—C2(m3 -—m) ... (M—=n)Pmin @m
et par conséquent
{om, ent2 = (M —n)omin + - 12 (m3 - m)5m+n,07
e., la structure de Virasoro [14] (ou {, }2 joue le role ici du crochet [,] (12)

ci-dessus). O

4. HIERARCHIE KP, FONCTIONS 7 (t), IDENTITES DE FAY,
OPERATEUR VERTEX ET EQUATIONS BILINEAIRES D’HIROTA.

Considérons I'opérateur pseudo-différentiel d’ordre infini

0
(13) L=04ud '4+ud 2+, 9=—,
Ox
ou uy,us, ... sont des fonctions de classe C*° dépendant d’une infinité de vari-

ables indépendantes x = t1,t9,... . L’opérateur composé L™ se calcule selon
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les regles (1) et (2). On obtient
L"=9" +pn,28"‘2 + -+ DPon +pn7n+18_1 +
n . o .
=0" + an,jan_] + an,n+ja_Ju
3=2 J=1

ou les p, j sont des polynomes en les u; et leurs dérivées par rapport a x. La
partie différentielle L7} de L™ étant égale a

n
L:l_ =0" + an’jan—]7
=2

on en déduit que
1
L, =0,
(14) L2 = 9%+ 2uy,
L3 = 0° + 3u0 + 3(u3 + Ouz),

La dépendance entre les fonctions uq,uo, ... et les variables © = t1,%9,... est
fournie par le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant:

oL
(15) — =[L},L], neN".

oty

L’ensemble de ces équations s’appelle hiérarchie de Kadomtsev-Petviashvili
(en abrégé: hiérarchie KP). C’est une hiérarchie de déformations isospectrales
de Popérateur pseudo-différentiel (13). On démontre [9] le résultat suivant:

PROPOSITION 4.1. Il y’a une équivalence entre (15) et les équations

8 m 8 n n m
(16) 8tn + _atimL_i_:[L_,'_’L_,’_]?
ainsi qu’a leurs formes duales

0 0
1 —L" - —L" =—[L", L™
(17 ot, ~— Oty L2, L7,

ou L™ = L"—L" . Les équations (15) déterminent un nombre infini de champs
de vecteurs commutants sur l'algébre A = A, © A_.

Démonstration. Notons que puisque L" = L} + L™, alors

oL

871671 = [L+,L] = —[L_,L] (S A_,
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Péquation (15) défini un nombre infini de champs de vecteurs sur A. Comme
% et [L7, ] sont des dérivations, alors

aLm n m n m n m n m
aT = [L—&-?L—l-] + [L—l-vL—] = _[L—aL—l-] - [L—vL—}
1 n m n m 1 n m n m
= 5 ([L+7L+] - [LfaLJr]) + 5 (_[LfaLf] + [LJraLf])
1 n m n m 1 m n m n
= 5 ([L+7L+] - [L—aL—]) + 5 ([L—i-’L—] - [L—uL—i-]) .
De méme, on a (il suffit d’échanger n et m)
8T = 5 ([LJrvLJr] - [L77L7D + 5 ([L+7L7] - [LfaLJr]) :
ot oL™ oL™
8tn - % = [LivLT] - [szLT—n]
Or
oL™ oL™ 0 0 0 0
_ - m —rm_ _Zn __Zn
Otn  Otm Ot Ot T Ot Ot
0 0 0 0
- m_ _Z n R O
o, v Oty T * otn, —  Otm
donc
@Lnt - %LJF — L}, LY = _87tnL_ + %L— - [L%, L™

Puisque D'expression a gauche appartient a A, et celle a droite appartient
a A_, alors le résultat découle de la décomposition A = A, & A_ puisque
évidemment A, N A_ = (). Pour montrer que les champs de vecteurs définis
par ces équations commutent, on pose X (L) = [L}, L] et Y/(L) = [L", L]. D’ou

X, Y)(L) = (XY ~ YX)(L) = X ([, L)) — Y (I, L)
= [X(L}) -Y(L), L] + [L}, X(L)] = [L7, Y (L)]
= [X(LY) - Y (L), L] + [L%, [L7}, L)] — [L7, (LY, L]
= [X(L3) - Y (L) - (L, L2, L)
en vertu de I'identité de Jacobi et d’apres (16), on en déduit que les champs
de vecteurs en question commutent. [

En spécifiant les quantificateurs de 9¥ dans (16), on obtient une infinité
d’équations aux dérivées partielles non-linéaires [8] formant I’hiérarchie de
Kadomtsev-Petviashvili. Ces équations relient une infinité de fonctions u; en
une infinité de variables t;. Par exemple, pour m = 2, n = 3, les relations
(16) et (14) déterminent deux expressions en fonction de ug et uz. Apres avoir
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éliminé ug, on obtient immédiatement ’équation non-linéaire de Kadomtsev-
Petviashvili (équation KP):

82’&2 8 <4 82@ aUQ 83U2>

e (422 19— —
o2 o 2

(18) 3 Ots ot o3

On peut obtenir évidemment des solutions particulieres de cette équation en
résolvant le systeme
8U2 8U2 811,2 831@

=0, 4=—2 —12up—= —

e — =0.
Oto Ots otq 82‘%

Notons que cette derniere équation n’est autre que ’équation de Korteweg-

de Vries (équation K-dV). L’équation KP est donc une généralisation de

I’équation K-dV, a laquelle elle se réduit lorsque 88—7;22 =

Les équations (15) et (16) impliquent 'existence de l'opérateur pseudo-
différentiel de degré 0 (opérateur des ondes) W € 7 + A_ suivant:

(19) W=1+ wl(t)a_l + w2(t)8_2 NE

avect = (t1,t2,...) € C*®. L'inverse W~! de W est aussi un opérateur pseudo-
différentiel de la forme

W =1401()0" +va(t)0 2+ -+,
et peut se calculer terme & terme. En effet, par définition, on a WW 1 = 1.
Des lors, en utilisant le fait que

m,. - m! k u\ gm—=k man __ qgm+n
o u_kzok!(mk)!(aua Yok, gmon = ot

ainsi que les formules décrites dans ’exemple 2.1, on spécifie les quantificateurs
de 071,072, ... dans ’équation WW ! = 1 et on détermine des relations entre
Wi et Uy. On obtient finalement pour W1 'expression suivante:

W =1-wd™" + (—ws +w})0 2 + (w3 + 2wiwy — w1wy — W)™ + -+

En terme de W, l'opérateur L (13) peut s’écrire sous la forme

(20) L=wWow L
D’apres (13) et (19), on tire les relations
ug = Owsg, uz = —O0ws — w10wy,
ug = —0ws + wi0wsy + (Owy)wy — w%@wl - (8w1)2.

On a le résultat suivant:
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PROPOSITION 4.2. Les équations (15) ou ce qui revient au méme (d’apreés
la proposition 3.1) les équations (16) sont équivalentes a 'existence de ['opé-
rateur des ondes W (19) tel que le systeme d’équations différentiels

(21) LW =Wo,
ow
22 — =-L"W,
(22) Oty -
posséde une solution (que l’on peut obtenir de maniére inductive).
Soit

£(t,z) = thzj, zeC
j=1

la fonction de phase avec

amé'(t’ Z) = Zm, (9me§(t’z) = zmef(t7z).

PROPOSITION 4.3. Il y’a une équivalence entre (18), (22) et le probléeme
suivant: Il existe une fonction d’onde v (fonction de Baker-Akhiezer)
(23) W(t,z) = (1+ wy ()2~ +wa(t) 272 4 - ) B2 e C=Wet®?),
ou W est identifiée en tant que (19) et telle que:
ov

24 LU =¥, 22 _ny.
(24) =G, T

Démonstration. En effet, on a d’apres (23),
ov W
o Y7,
ot,  Ot,
= —L"Weth?) 4 nWweft2) - dapres (20)
=—L"VU + 2"V, dapres (21)
=—L"V 4 L"V, d’apres (22) = L} V.

t,z) + Wznef(t,z)

Autrement dit, dire que ¥ satisfait a (23) et (24) est équivalent de dire que
W satisfait a (19) et (22). O

Introduisons la conjugaison 9* = —0 et soient
L* =1+ (-0) " ug + (—0) 2ug + -+,
W* =14 (=9) twy + (=0) 2wa + - -+,
les adjoints de L et W tels que:
L* = —(Ww*)Low*.
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PROPOSITION 4.4. La fonction d’onde adjointe
UH(t,z) = (W*(t,8)) " e ¢03),
satisfait auz relations
ov*

LA =,
TS

= (),
Démonstration. 11 suffit d’utiliser un raisonnement similaire a celui de la
proposition précédente. [

Des lors, la connaissance de ¥ implique celle de W et donc celle de W*
et de L.
Définissons les résidus suivants:

RzésZakzk =a_1, Raész ad® = a_q,
et considérons le lemme [12] suivant, simple mais tres utile.
LEMME 4.5. Soient P et QQ deux opérateurs pseudo-différentiels. Alors
Rés((Pe™).(Qe %)) = Rg’s PQ",
z
ou Q* est l'adjoint de Q.
Démonstration. En effet, on a
7 Tz —xz\\ _ D4 k A YA T 1)\
Rés((Pe™).(Qe™")) = Rés (Zpkz > a(-2) ) = Y (-'pras
k+l=—1
et
Ré * _ R4 ke o\l _ _ 1\
¢ PQ =Rés ) pd' (=0 a= ), (-1)'mar
kl k+l=-1
d’ou le résultat. [

Par ailleurs, on a [9, 12]:
Rés (9F0). 0" =Rés (0¥ Wes2)) (W) ~Le 82 = Rés (9" W e ) (W) ~le ™2
z z z
=Rés 'WW ™ =Rés 0" =0, w=t-1.

Cette identité bilinéaire peut s’écrire sous la forme symbolique suivante:
Rés (U(t,2).¥*(t',2)) =0 V¢t
Z2=00

Par conséquent on a

PROPOSITION 4.6. ¥(t,2) est une fonction d’onde pour la hiérarchie KP
st et seulement si 'identité des résidus est satisfaite:

(25) Rés (U(t,2).0*(t',2)) =0 Vi,
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ou ce qui revient au méme si et seulement si

(26)

*(t',2)dz = 0,
27r\/ %)

avec v un chemin fermé autour de z = oo (tel que f7 27:;_—1 =1).

Définition 4.7. Une fonction 7(t) est définie par I'identité différentielle
de Fay (voir proposition suivante):

{r(t=[ya)), T(t=ly2])}+(y1 ' = D (T (=[] 7 (t=[e]) =7 (D)7 (t=[y1] = [32])) =0,

ol y1,y2 € C* et {u,v} désigne ici le wronskien u'v — uv’.

52 3

PROPOSITION 4.8. Posons [s] = (s, ERE L ) La fonction T satisfait
aux identités suivantes:
(i) Identité de Fay:
F(t,y0,y1,y2,93) = (Yo — y1)(y2 — y3)7( + [vo] + [y1)7(t + [y2] + [ys])+
+(yo — y2)(ys — y1)7(t + [yo] + [y2])7(t + [y2] + [y ])
+(yo — y3)(y1 — y2)7(t + [vol + [ys])7(t + [y1] + [12]) =

(ii) Identité différentielle de Fay:
{7(t=[ya)), 7(t=[y2]) (g1 =y (T (=[] 7 (t=[yo]) =7 ()7 (t=[31] ~[y2])) =0,

ot y1,y2 € C* et {u,v} désigne ici le wronskien u'v —uv'. Cette identité peut
encore s’écrire sous la forme

1 . B S et O Rl I S S WA O
L’équation

- X(tv )‘7 :U‘)Ta

détermine un champ de vecteurs sur la variété de dimension infinie des fonc-
tions 7 ou X (t,\, ) est Uopérateur vertex (de Date-Jimbo-Kashiwara-Miwa)
pour l’équation KP.

Démonstration. Selon la théorie de Sato [23, 24], les fonctions ¥ et U*
peuvent s’exprimer en termes d’une fonction tau 7 comme suit:

-1
\Ij(t, Z) — Weé(t,z) — T(t — [Z ]) eg(t,z)7
7(t)

) = ()L et — TEFETD) e
W (t2) = (W) O -
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En remplacant ces expressions dans la formule des résidus (25) ou (26), on ob-
tient une relation bilinéaire pour les fonctions 7. En effet, ’équation (26) s’écrit

/eé(tt/’z)T(t — [2’71])7'(15/ — [271])dz =0.
.
En utilisant le changement suivant: ¢ < ¢ + s et ¢ < ¢ + s, on obtient
/ €2 (1 g ) (t + 5 + [21])dz = 0.
g

En utilisant & nouveau la transformation: s « ¢ + 3([yo] + [y1] + [y2] + [y3]),

— 2 ([yo] — [11] = [v2] — [y3]) et en tenant compte du fait que:

XTI — gp !,

on obtient via le théoreme des résidus

/H L2205~ et 4 s+ [ )de

— 2Y;)

1-=2
= 2%\/—712 - 1;2657113 1 (H?:1(1 _yozyj)T(t —s— [Pt +s+ [21])>
27/ —1

= ft7y07y7y27y37
(Y1 —y2)(y2 — y3)(y3 — y1) ( ! )

F(t, 90, y1,Y2,93) = (Yo — y1)(y2 — y3)7(t + [yo] + [y1])7(t + [y2] + [y3])+
+(yo — y2)(ys — y1)7(t + [yo] + [y2]) T(t + [yo] + [y1])+
+(yo — y3)(y1 — y2)7(t + [yo] + [y3])7(t + [y1] + [42])-

La relation F(t, yo, y1,y2,y3) = 0 est I'identité de Fay. En outre, en faisant la
transformation dans 1’expression (ylyg)_lg—g]yozy:,):g et en remplagant ¢ par
t — [y1] — [y2], on obtient I'identité différentielle de Fay qui permet de définir
les fonctions 7:

{7(t =), 7(t = [y2])} +
iyt = e ) (7t = )Tt = [ye]) = T(@)7(t = [y1] = [y2])) =0,

ol y1,y2 € C* et {u,v} désigne ici le wronskien u'v —uv’. Reprenons I'identité
différentielle de Fay ci-dessus et remplacons ¢ par ¢t + [y1]. On obtient

{r@), (t+ly)=lye)) }+ (i =92 ) (F(@)7 (¢ + [y1] = [y2]) = T(O)7 (¢ = [12])) =0,
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En posant A = y; Loy = Yy ! on obtient apres avoir multiplié expression
obtenue par —L< e21 %W =M) g formule suivante:

7(t)

T(t) 7(t)

_ 19 (ez o o G L [/fl])>
w— A\ Ox 7(t) ’

Soit
1 00 4 (i i) i i T AT —pTI) G
X(t7)‘7u):7621 J('LL )6 ' 8t]7 )‘75/1’7
w—A
lopérateur vertex (de Date-Jimbo-Kashiwara-Miwa) pour I’équation KP, alors
X(t, A\, )7 et 7+ X (£, A\, )7 sont aussi des fonctions 7. Par conséquent, 7 =

X (t, A\, u)7 détermine un champ de vecteurs sur la variété de dimension infinie
des fonctions 7. On en déduit, selon [4], que

o7 (W (LWL ) = o5 X (A ) 7(0),

et la démonstration est complete. [
Remarque 4.9. Soit
-1 -1
A(s1,...,80) = H (s; =55 ),
1<j<i<n

le déterminant de Vandermonde. Les identités de Fay (proposition 4.8) se
généralisent comme suit. La fonction 7 satisfait aux identités:

n—1

T<t _ Zn: [yj])A(yl, e Un) (t — Zn: [w])A(xh oy ) =

Jj=1 Jj=1

= det (t - Z (k] + [z4] — [yl]>A(:1c1, T Yy Ty - - Tp) ,

J=1 1<j,1<n
et
-1 1y _
{T/J(talh P aw(t,yn } -
S N Y
:ezgzltj(y17+...+yn3) =) AW, Yn),
ou {ui,...,u,} désigne le wronskien det ((a%)j*luj) .
1<i,j<n
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Nous allons voir que les fonctions 7 caractérisent la hiérarchie KP. Dési-
gnons par s;(t) les polynomes de Schur élémentaires, i.e., des polynomes
tels que

o

6§(taz) — 62]0'11 tjzj = Z S](t)zj
7=1

1 1
=1+tiz+ (2t%+t2) 22+ (6t§+t1t2+t3> A SRR

j ~
avec s;j(t) = % + -+ 4+ 1t,. En posant 9 = (%,%%,%%,...), on obtient
B U S S
PR R SURS SRR

7()

ou
(27) Wi =3 2D
est I'opérateur des ondes (19). De méme, on a
A si(0)T(t)
W=\ o927
207

En outre, il résulte de (20) que L™ = W.0".W ! et par conséquent L™ s’ex-
prime en termes de la fonction T,

[e.9]

n 8,‘(—8)7’ n—i—j 53 (a)
oy MO i@,
1,7=0

En développant cette expression, on obtient

L"=0"+n(logr) 9" 2+ + Z 5i0)7s;(Z0)T

i+j=n+1

T2

La formule (22) s’écrit en tenant compte de cette derniere expression de L™ et
de la relation (27) comme suit:

0 T
atn(l_Ta _|_...)_

:<_ 3 Si(_g);ij(_aﬁ@_l*‘“) (1_7;@—1+...>,

i+j=n+1
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En utilisant le symbole d’Hirota, i.e.,

p(0)F(1).9(t) = p ((f o ) £t + s)glt — s)

ou p est un polynéme quelconque, f(t) et g(t) sont deux fonctions différentiables,

)

s=0

on obtient N N )
Z (5:(0)7) (54(=0)T) = sp41(9) 7.,
i+j=n+1
i,j>0
et
, 02 1 P) P 0 N
g oeT— D si@)rsi(-0)r =0, neN"
i

Ces relations s’appellent équations bilinéaires d’Hirota. Elles montrent que
toutes les fonctions w;(t), j > 2, peuvent s’exprimer en termes de la fonction
7. Par exemple,

62

uy = —5 log T,
2T o %7

u—1 a—g—kii log 7
ST 9\a oot ) BT

1 /0% 3 0% 0 49 0o 0 | 0? )
Uy =—-\|=—3 —3=—5—— —— | logT — | =5 logT

176\t Yoo, Cotot) BT \a2 %)
En particulier, ces équations fournissent ’équation KP sous la forme bilinéaire
suivante:

1 orr 0*r 0*r 10r (0%t  oOr

T\ a7 453 t352) 55\ a3 | T

12 ot} Ot10t3 ot 30t oty Ots

LI (% ony (P ory
4\ 0t Oty) \ot2  oty)

Par conséquent, on a
PROPOSITION 4.10. Les fonctions T caractérisent la hiérarchie KP.

Signalons enfin que les équations de la théorie des solitons jouent un role
important dans la caractérisation des variétés jacobiennes. Soient
Hy={Z € M,(C):Q=0Q", ImQ > 0},

le demi-espace de Siegel, A = Z9 @ ZZ9 un réseau dans C9 et T' = C9/A une
variété abélienne principalement polarisée. On montre [25, 6], que les trois
conditions suivantes sont équivalentes:
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(i) Il existe des champs de vecteurs vy, vg, v3 sur CY et une forme quadra-
tique

3
a(t) = > qu(t)tts,

k=1
tels que: pour tout z € CY, la fonction

3
7(t) = e’ <Ztkvk + z) ,

k=1
satisfait a I’équation KP. Le diviseur théta ne contient pas une sous-variété
abélienne de T pour laquelle le vecteur v; est tangent.
(ii) T est isomorphe a la variété jacobienne d’une courbe complete non-
singuliere réduite de genre g.
(iii) Il existe une matrice V = (v, ve,...) d’ordre g x oo, v € C9, de
rang g et une forme quadratique

Q)= > qu(t)trt,

=1
telles que: pour tout z € CY,
7(t) = Mo (Vi + 2),

est une fonction 7 pour la hiérarchie KP.

5. APPENDICE: ORBITES COADJOINTES DANS DES ALGEBRES
DE KAC-MOODY ET LE THEOREME D’ADLER-KOSTANT-SYMES

Afin de ne pas alourdir ’exposé, nous renvoyons a [5] pour les différentes
notions liées aux représentations adjointes et coadjointes d’un groupe de Lie.
Ainsi que les orbites adjointes et orbites coadjointes (ou orbites de Kostant-
Kirillov). On y trouvera aussi plusieurs informations liées aux systémes hamil-
toniens intégrables et des résultats précis obtenus pour une classe intéressante
d’orbites que ce soit dans le cas d’algebres de Lie de dimension finie ou infinie.

Le théoréeme d’Adler-Kostant-Symes [1, 2, 5, 18] ci-dessous, donne une
construction de grandes familles de fonctions en involution basée sur des
décompositions d’algebres de Lie. Ce théoreme fournit des systemes intégrables
comme déformations isospectrales sur des orbites coadjointes dans des algebres
de Kac-Moody (extensions formelles de dimensions infinies d’algebres de Lie
semi-simples). Ces systémes ont suffisamment d’intégrales premiéres en invo-
lution. Appliqué a des algebres de dimension finie, ce théoréme fournit des
systemes hamiltoniens & surfaces invariantes non-compactes tandis que la di-
mension infinie fournit des systemes compacts.
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THEOREME 5.1. Soit L = K ® N une algébre de Lie, somme directe
de deur sous algebres K et N, munie d’une forme bilinéaire non-dégénérée
Ad-invariante { , ). Soient K+ et Nt 'orthogonal de K et N respectivement.
Alors, la projection £ — K+ munit Kt de la structure coadjointe pour N'. En
outre, on a

L=Lr=KtaNt,
et K+ = N* (dual de N) est munie avec N' d’une forme induite héritant
de la structure de Kostant-Kirillov. Soit V. C N* une variété invariante sous
Uaction coadjointe de N sur N* et notons A(V') lalgebre des fonctions définies
sur un voisinage de V', invariante sous laction coadjointe de L (ce qui est
distinct de laction de N'— N™). Alors les fonctions H dans A(V) ménent &
des champs de vecteurs commutants et ayant la forme de Lazx suivante:

a=la,prc(VH)],
ou pric désigne la projection sur IKC.

Démonstration. Rappelons que le gradient VH d’une fonction H sur un
espace vectoriel E est défini par

dH = (VH,dv), ,

onv € E, VH € E* (dual de E) et (-,-)y la forme entre E, E*. Soit H €
L* ~ L. Notons que

VicitH =pra(VH), Vi H =pri(VH).

Soit V' C K une variété invariante sous ’action coadjointe de N sur K+ ~ N*.
De l'identité

d
&H (Adg(t)(a)) o == 0,

oug(t)=1+bt+o(t),be L, acV, on déduit la relation
[VH(a),a] =0, a€cV
ou ce qui revient au méme
(28) la, VL H] = —[a,pri(VH)].
Le crochet de Poisson entre deux fonctions H; et Hy sur N* s’écrit
{Hy, H2} (a) = ({a, [V n«H1,Va+Hl)) , a€N*

ou ((-,-)) est la forme induite héritant de la structure de Kostant-Kirillov et
Va+Hi € N est le gradient défini par

dH(X) = ((dX,Va+Hy,)).
Comme K+~ N* et ((-,-)) = (-, )L« alors
(29) {Hl, HQ}(CL) = <a, [VKL_Hl, VKLHQD .
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Supposons maintenant que Hq, Hy € A(V) et satisfaisant a la relation (28).
Alors, en vertu des relations (28) et (29) et le fait que (-,-) est ad-invariante,
on obtient

{Hi,H>} = ([a, V1 Hi|,ViiLHy) =
= —([a,pricH1], Vi1 Ha) = —(a, [prcH1, Vic1L Ha)).
En utilisant un raisonnement similaire pour Hs, on obtient
{Hl, Hz} = <a, [pTKHh V,CLHQD.
Puisque K est une algebre de Lie et a € K+, on obtient {Hy, Hy} = 0. Le
champ de vecteurs hamiltonien s’écrit
XHI(HQ) = {Hl,HQ} = <[V’CLH1,CL],VICLH2>7
et on a
XPH1 (a) = PriL [VKLHl, CL].

Des lors, le flot hamiltonien correspondant est

a=pries|VieoHyyal, Hye AV)
et d’apres (28),

a= PrL [a, V,@_Hl].
Or [K+, K] ¢ K+, donc
d = [CL, VK:LHl],

d’ou le résultat. [

Pour toute algebre de Lie £ de dimension finie munie du crochet [,] et
de la forme de Killing (, ), il existe une extension formelle (dimension infinie)
sous forme de série de Laurent:

N
L= {Z At A, e LNeET arbitraire} ,
[e.e]

munie du crochet

> An > B | = 3 1A B H

Z?]
et des formes symétriques ad-invariantes
<Z A Zthj>k _ ';: k (A, B)), ke
i+j=—

Si (,) est non-dégénérée, alors il en est de méme des formes (,),. Soit £,
(p < q) Vespace vectoriel des puissances de h compris entre p et g. Une classe
intéressante de problemes s’obtient en prenant £ = Gl(n,R) et en choisissant la
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forme (), sur 'extension de Kac-Moody. Alors nous avons la décomposition
en sous algebres de Lie

EZEO,oo@ﬁ—co,—l :K@N7

avec K =K+, N =Nt et K=N*. Considérons la variété invariante V,,
m > 1 dans K = N*, définie par

m—1
Vin = {A = Z A;h' 4 ah™, o = diag(ay, ..., o) ﬁxé} ,
i=1
avec diag (A;,—1) = 0. On montre [2, 3], que la variété V,,, possede une struc-
ture symplectique naturelle, les fonctions H = < f(AR), hk>l sur V,, (f étant
réguliere) menent a des systémes complétement intégrables ayant la forme
m—1
A= [A,pr,c(f'(Ah—i)h’f—j)} . A=Y Al +ah.
i=0
Ces systemes se linéarisent sur la variété jacobienne d’une courbe algébrique
d’équation affine
P(z,h) =det (A —2zI) =0,
et de genre (n — 1) (nm — 2) /2. Les coefficients de ce polynéme fournissent les
invariants d’orbite de V,,, et un ensemble d’intégrales premieres indépendantes.
En particulier, pour j = m, k = m + 1, les flots s’écrivent sous la forme

A=A, adgady'Ay_1 + Bh],
avec 5; = [ (o).

Une autre classe intéressante s’obtient en choisissant une algebre de Lie
L semi-simple quelconque. Alors pour 'extension de Kac-Moody £ munie de
la forme (,) = (,),, on a

L= ZLZ, [Lz’LJ] C Li+j7 [Lo, Lo] =0, L;k =L_;
1€Z
Soit

B*=Y"L;, B =) L.
i(0

i>0
Alors le produit £ x £ avec
(o) (0, 1)) = (1, B~ 14]) s (o), (B, 1)) = (0, 15) — (U, ),
admet la décomposition en K + N avec
K={(-l):1eL}, Kt={Wl):1eL},
N ={(-.14):1- € B, Iy € B, pro(l-) = pro(l4)},
Nt ={(_,14):1-€ B, Iy € BY, pro(l4 +1-) =0},
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ou pro désigne la projection sur Lg. Dés lors, en vertu du théoreme précédent,
les orbites dans N* = K+ possédent un ensemble de champs de vecteurs ha-
miltoniens commutatifs. Plus précisément [2, 3, 30], la variété N-invariante
définie par

Vojk = Z L CL~K*

—j<i<k

possede une structure symplectique naturelle et les fonctions H(l1,1l2) = f(l1)
sur V_; meénent a des champs de vecteurs commutants et ayant la forme de
Lax suivante:

. 1
= [l, (pr+ — 2pr0) VH} , prt projection sur B*.

La linéarisation s’effectue sur la variété jacobienne d’une courbe définie par le
polynéme caractéristique d’éléments dans V_ .

Remerciements. Je remercie le referee pour ses remarques et suggestions construc-
tives.
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