EQUATIONS D’ETAT BIEN POSEES
EN CONTROLE BILINEAIRE

(WELL-POSED STATE EQUATIONS
IN BILINEAR CONTROL)
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Nous considérons une classe de systémes non linéaires: les équations d’état de
probléemes de contrdles dont le type est bilinéaire. Dans une telle équation, un
opérateur est bilinéaire relativement au controle u et a 1’état z. Nous portons plus
particulierement notre attention sur les opérateurs bilinéaires de la forme u - v.
Le controle est donné et nous établissons que, sous des hypotheses adéquates, ces
problémes sont bien posés.

We consider a class of nonlinear systems: the state equations of bilinear control
problems. In such an equation, an operator is bilinear in the control v and in the
state z. We focus on the bilinear operators of the form u - v. The control is given
and we prove, under suitable assumptions, that such problems are well-posed.
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1. INTRODUCTION

Nous étudions des équations différentielles qui modélisent une large classe
de problemes d’évolutions. Ce sont des équations d’état qui gouvernent des
problemes de controle de type bilinéaire.

L’inconnue est 1’état que ’on note z ; distribué sur une partie bornée de
Pespace, il évolue durant l'intervalle de temps [0,7]. Il y a trois parametres:
état initial 2°, le contréle u et la perturbation f. Notons
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une telle équation. En toute généralité, ’opérateur A est non linéaire et ’'opéra-
teur B est bilinéaire relativement au controle et a 1’état. Plus particulierement,
dans cet article, nous nous attachons a étudier la classe des équations d’état
pour lesquelles opérateur bilinéaire est du type B(u,v) = u - v. (Le cas des
opérateurs bilinéaires du type B(u,v) = (u- V)v est abordé dans [8].)
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Les progres de la recherche dans des champs aussi variés que la mécanique,
la physique, la biologie et 1’économie ont stimulé 1’étude des modeles non
linéaires. Nous portons notre attention sur la classe des systemes de dimen-
sion infinie de type parabolique et bilinéaire en suivant la terminologie intro-
duite par C. Bruni, G. Di Pillo et G. Koch dans [7]: la bilinéarité est relative
a Pétat et au controle (voir des exemples chez [12], [5] et [1]). Les modeles
mathématiques qui nous intéressent sont des équations aux dérivées partielles
(EDP). Mais au lieu de travailler directement sur ces EDP d’évolution, le
choix d’un triplet de Gelfand (cf. [11]) adapté aux ordres de dérivation et aux
contraintes de bord permet de se ramener a une équation différentielle dont
I'inconnue ne dépend plus que du temps. Par contre les solutions éventuelles
de (E,o, r) sont a valeurs dans un espace fonctionnel. (Ces solutions sont
habituellement appelées les solutions faibles de 'EDP correspondante.)

Dans cet article, le résultat principal que nous établissons peut s’énoncer
de la fagon suivante (cf. Théoréeme 5.1):

L’équation d’état (E,o,, ;) est un probléme bien posé au sens de Hada-
mard. Autrement dit, (E,o ,, ;) admet une solution notée z,0 ,, s, cette solution
est unique et dépend continiment des paramétres 2°, u et f.

Bien entendu, la formulation précise de ce résultat nécessite d’introduire
au préalable le concept méme de solution, des hypotheses spécifiques appro-
priées et des notations diverses. A notre connaissance, le résultat d’existence
et d’unicité que nous établissons n’est pas un cas particulier de résultats
classiques. Par exemple, en comparant avec un théoreme général de J.-L.
Lions (Théoréme 1.2., Chapitre 2, page 162, [13]), on constate que la somme
A(+,z) — B(-,u,z) peut étre considérée comme une seule partie non linéaire en
z. Cependant, les hypotheses qui sont adaptées a nos exemples et que nous
détaillons ci-dessous ne permettent pas de vérifier celles du théoreme de J.-L.
Lions. Dans les démonstrations, chacune des parties non linéaire et bilinéaire
sera estimée séparément. (Nous préciserons ce point dans la remarque 2 qui
suit I’énoncé du Théoreme 5.1.) Il est & noter que nous établissons la régularité
des états relativement aux parametres a I’aide du lemme de Willett et Wong
(voir [14] et [9]) qui s’avere un meilleur outil que le lemme de Gronwall-Bellman
dans notre cas bilinéaire.

2. CADRE FONCTIONNEL
2.1. Solutions faibles

Les modeles mathématiques dont sont issues les équations d’état (E,o0 ,, r)
sont des équations aux dérivées partielles (EDP). La variable de temps appar-
tient au segment |0,7'] ou T est un nombre réel positif. La variable d’espace
appartient quant & elle & un domaine borné de R™ (n est un entier naturel
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non nul) qui est localement d’un seul c6té de sa frontiere. Dans la suite nous
noterons €2 ce domaine et 92 sa frontiere. Soit I’état du systéme z et les trois
parametres que sont I’état initial 20, le controle u la perturbation f, ces EDP
ont la forme ci-dessous.

zt(t,x) + Az(t,x) = B(t,u(t),z(t)) + f(t,x) dans |0,T[x€Q,
(EDPy ) z(t,x) =0 sur ]0,T[x 09,
2(0,7) = 2°(x) dans .

Le controle u agit de fagon multiplicative sur ’état z qui est 'inconnue. Ici,
il y a trois parametres: I’état initial 20 qui est de classe C* sur Q, le controle
u et une perturbation f qui traduit l'action de forces externes (e.g., la gra-
vité ou des forces électromagnétiques). L’étude d’une telle EDP peut débuter
par la construction d’une solution dite faible. En effet, soit z une solution de
(EDP,o,, ), alors, pour toute fonction ¢ de classe C°° a support compact
dans €2 on vérifie que

// 2Py dtdx—// A(t,z(t))py dtda =

10, T[xQ 10,T[x

// B(t,u(t), ()godtd:n—l—// fedtde.
10,T[xQ 0,T[x

Cette égalité a du sens pour z € L2(]0,T[xQ) et f € Ll(]O,T[xQ) tandis que
(EDP,o, s) est vérifiée pour z de classe C?. Le choix du triplet de Gelfand
adapté aux ordres de dérivation et aux contraintes au bord du domaine per-
met de se ramener a 1'équation différentielle (£,0, ¢) dont I'inconnue (notée
encore z) ne dépend que du temps. Le comportement de 1’état a la frontiere
du domaine € est pris en compte dans le choix de I'espace V. Par exemple,
sous des conditions de nullité au bord: V := VVO1 P(Q). La suite de I’étude du
modele sous forme d’EDP consisterait alors a démontrer qu’une telle solution
faible est effectivement une solution de 'EDP. Nous ne le ferons pas ici, et,
dans toute la suite, nous nommerons solution une telle solution faible.

2.2. Triplet de Gelfand

Les états, notés z, sont définis sur U'intervalle de temps [0,7] et prennent
leurs valeurs dans des espaces fonctionnels adaptés aux conditions au bord
ainsi qu’a la régularité des solutions. Soit H un espace de Hilbert séparable
et V un sous-espace dense dans H qui est muni d’une structure d’espace de
Banach réflexif et séparable. On convient d’identifier H avec son dual H* (c’est
Pespace-pivot) et les injections ci-dessous sont supposées continues et denses

Ve H<— V"
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Un tel triplet est appelé triplet d’évolution (voir [11]) ou triplet de Gelfand.
Les normes sur H, V et V* étant notées respectivement |- |, || - || et || - ||+, il
existe deux constantes positives C' et C* telles que

1
— <1< .
Sl lscl

Le produit scalaire sur H est noté (-,-) et le crochet de dualité (- ,-)y«xy est
abrégé en (-,-). On impose la compatibilité entre les deux produits

()= < a'>|H><V-

Pour p appartenant a [1,00[, nous notons LP(0,7;V) (ou méme LP(V') pour
ne pas alourdir les écritures) I’ensemble des classes d’applications fortement
mesurables v : [0,7] — V, intégrables au sens de Bochner (voir [4], page 49),
et telles que

T
/ lo(t)[[Pdt < +oc.
0

C’est un espace de Banach muni de la norme

et = ([ T||v<t>||ﬁdt> "

En cas d’ambigiiité sur la norme nous serons amenés a préciser les notations;
par exemple, |- || z»(gr)- Dans I'équation (E,o ,, ¢) nous avons utilisé la notation
Z pour exprimer la dérivée de z par rapport au temps. En effet, 'intégrale au
sens de Bochner d’un élément w de LP(0,7;V) est f}oj[w € V. L’espace des

états dans lequel nous cherchons d’éventuelles solutions & (0, ) est

Wp= Z:{ZELP(O,T; V)| 3welP” (0,T;V*): z(t):zo-i-/

w p.p. t€ [O,T]},
10,¢]

ou p* = p/(p—1). Ainsi, toute solution est absolument continue et la condition
initiale de (E,o,, ;) s’écrit w(0) = 2°. L'unique élément w de (LP(0,T;V))* as-
socié a z est noté de fagon usuelle Z. Le controle u appartient a I'espace L"(Y),
our = p/(p—2) (on pose r = oo lorsque p = 2). A moins de signaler ex-
pressément le contraire, Y est un espace de Banach réflexif et séparable. Cette
contrainte sur les controles nous conduira & imposer p € [2,00]. On pourra
alors identifier le dual de LP(0,7; V') avec (LP(0,17;V))* (cf. [4], Théoreme 3.1
de la page 50). Ainsi, 'ensemble des états

Wi (0.T) = {z € LP(0,T; V) | £ € IV (0,3 V*)},

muni de la norme

I2llw,, = (=[5 + [12115+) "/,
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est un espace de Banach réflexif et séparable qui s’injecte continiment dans
C([0,T); H). Autrement dit, tout élément de Wp,«(0,7") a un unique représen-
tant continu.

3. EXEMPLES
3.1. Modéele non linéaire de déformation mécanique de la glace

Dans le domaine de la mécanique des milieux continus, une déformation
élastique se caractérise par sa réversibilité. L’élasticité linéaire concerne des
petites déformations ou les étirements et les torsions sont proportionnels, res-
pectivement, a la force et au couple exercés. Mais, pour des déformations
plus importantes, ce sont des modeles d’élasticité non linéaires qui sont plus
adaptés. Nous prenons ’exemple de la déformation mécanique d’une fine plaque
de glace ou 'on utilise 'opérateur p-Laplacien, fortement non linéaire pour
p > 2 (voir [3]). Le contrdle est distribué sur le domaine d’espace €2 qui
est une partie bornée de R?. La déformation (déplacement, angle) est I’état
du systéme que nous notons z. Les trois parametres sont I’état initial 2°, le
controle mécanique u qui s’exerce sur tout ou partie de la surface et le terme
de perturbation f résultant de forces externes (e.g. la gravité). L'EDP qui
modélise ce probleme est

z(tay) — div(|Va(tz,y) P2 Va(tz,y))
2

(EDP ) - 231 Ui(t)zi(ta-r:y) + f(t,l',y) dans ]O?T[XQ7
20u, f =
z(t,z,y) =0 sur ]0,7[x 09,
2(0,2,y) = 2°(x,y) dans Q.

Le controle u agit de facon multiplicative sur ’état z qui est 'inconnue. Les
positions z appartiennent & la partie bornée de R? que nous notons 2 et la
durée T de la réaction est strictement positive. Ici, il y a trois parametres:
I’état initial 20 qui est de classe C™ sur €2, le controle u et une perturba-
tion f qui traduit l'action de forces externes (e.g., la gravité ou des forces
électromagnétiques). Le choix du triplet de Gelfand VVO1 P(Q) — L) —
W=LP(Q) adapté aux ordres de dérivation et aux contraintes au bord du
domaine permet de se ramener a une équation différentielle dont 'inconnue
(notée encore z) ne dépend que du temps. Ici, I'ensemble WP (Q) est constitué
des éléments de L?(£2) dont les dérivées partielles appartiennent également &
L2(), et, V := Wol’p(Q) peut étre identifié & 'ensemble des éléments de
WLP(Q) qui s’annulent presque partout sur la frontiere 9.
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Le comportement de 1’état a la frontiere du domaine §2 est pris en compte
dans le choix de l’espace V. Pour tout v € V lopérateur p-Laplacien est
défini par

Apv = —div(|Vo[P~2Vo)

et nous sommes donc conduits, dans ce cadre fonctionnel, a étudier les condi-
tions de stabilité de I’équation différentielle ci-dessous.

5(t) — Aya(t) = u(t)=(t) + £(t) .t € 0.T],
2(0) = 20 € L2(Q).

3.2. Modéle de réaction en chaine avec diffusion

Soit un modele de réaction ou le controle agit de facon multiplicative
sur ’état. Il est associé a des processus de réaction, diffusion et convection
qui sont controlés par 'introduction de réactifs chimiques jouant le réle de
catalyseurs ou au contraire qui ralentissent une réaction en chane (voir [12]).
C’est également un modele d’échanges thermiques; le controle est alors la
vitesse du fluide. (On peut encore penser & des échanges de masse lors de
processus de diffusion.)

Soit 2 une partie bornée de R", n € {1,2,3}. L’équation d’état est

zi(t,x) — Az(t,x) = u(t,z)z(t,xz) + f(t,x) dans ]0,7[x€,
(ERC) z(tyx,y) =0 sur ]0,7[x 09,
2(0,1) = zo(z) € L*(9).
Dans le cas de la seule diffusion, le controle u et la perturbation f sont nuls.
Pour la seule réaction, I’équation (ERC') s’écrit

z(t,x) = u(t,x)z(t,x) dans ]0,7[x€,

z(t,x,y) =0 sur ]0,7[x 09,

2(0,2) = 20(x) € L3(Q).
Le choix du triplet de Gelfand HZ(Q) — L?(Q) — H~2(Q2) adapté aux ordres
de dérivation et aux contraintes au bord du domaine permet de se ramener

a une équation différentielle dont I'inconnue (notée encore z) ne dépend que
du temps.

2(t) — Az(t) = u(t)z(t) + f(t) p.p-t€]0T].

La condition initiale s’écrit, dans L?(),

2(0) = 2°.
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4. HYPOTHESES (H)

Nous regroupons ici les hypotheses qui permettent de démontrer que
(E.0,,¢) est un probleme bien posé dans le cadre fonctionnel décrit ci-dessus.

(Hy) p € [2,00].

( Zo) Ve H.

(Hy) f € LP" (H).

(Ha) A: [0 T xV = V*

(1) Yv € V,A(-,v) : [0,T] — V* est mesurable.
(2) A(t,s) : V. — V* est bornée pour presque tout ¢ € [0,7]. Plus préci-

sément, en notant s := —F—
p—l—a

Ja € [0,p — 1], 3ag € L*(0,T;R"), Jap € L*(0,T;R™)
tels que
|A(t0)]« < ai(t) + ax(t)||v]|® p.p.te€]0,T], VveV.
(On ne peut pas choisir « strictement supérieur a p — 1 sinon s serait
négatif.)
(3) L’opérateur A(t,) est p-coercif pour presque tout ¢t € [0,77,

dK > 0:Yv eV, (A(t,w),v) > K|v|.
(4) L’opérateur A(t, ) est monotone, pour presque tout ¢t € [0,77],
(A(tv1) — A(twe), v —va) >0, Youi,ve € V.

(5) Pour tous v; et ve appartenant a V, pour presque tout t € [0,77],
l'opérateur A est hémicontinu, A € RT — (A(t,u1 + Avg),v2) est conti-
nue.

(Hy) ue L™(Y)our =p/(p—2) et Y est un Banach réflexif séparable.

(Hg) B:[0,T|xY xV — H

1) VueY,YveV, B(-,uw) : [0,7] — H est mesurable.

2) Yv eV, B(t, - ,v) € L(Y,V) pour presque tout t € [0,T].

3) Yu €Y, B(t,u,) € L(V) pour presque tout ¢ € [0,7].

4) 3b > 0, Yu € Y, Yo € V, |B(t,u,v)| < bllully|v| pour presque tout
t € 10,7

(5) On suppose ’hémicontinuité de B(t,u,-). Pour tous v; et vy apparte-

nant & V, pour tout u appartenant a Y et pour presque tout ¢ appar-
tenant & [0,7] A € RT +— (B(t,u,v1 + Ava),v2) est continue.

(
(
(
(



122 Jean-Marc Clérin 8

Remarque 1. L’hypothese (Hp) est liée a (H,) car nous sommes te-
nus d’imposer la positivité de r. La monotonie ainsi que les hémicontinuités
(H4)(4-5) et (Hp)(5) sont utiles dans la méthode de Galerkin pour assurer
la continuité des restrictions de ces opérateurs a des espaces de dimensions
finies. La coercivité (H4)(3) permet d’établir des estimations a priori. Dans
cet article, nous imposons a 'opérateur B d’étre a valeurs dans H au lieu
de V. Cette hypothese (Hp)(4) est vérifiée sur nos exemples, mais pas dans
un cadre plus général. (Par exemple, nous renvoyons pour des opérateurs bi-
linéaires du type (u-V)z a ([8]) ol une autre hypothese est employée.) Enfin,
les hypotheses (H,o), (Hy), (Ha)(1-2) et (Hp)(1-4) permettent de donner du
sens au probleme (E,0,, ;) dans des espaces fonctionnels adaptés.

Les deux propositions qui suivent justifient les choix des espaces de la
section 2.2. L’équation différentielle de (FE,o, ) est ainsi une égalité dans

LP"(V*) et I’état initial appartient & H d’apres 'hypothese (Ho).

PROPOSITION 4.1. Sous les hypothéses (Hy), (Ha) (1-2), pour tout v
appartenant a LP(V'),

A(-w() € LP(V¥).

Démonstration. Commencons par le cas ou « appartient a ]0,p — 1[. Sa-
chant que

[AC (D < ar() + aa()llv ()%

et en utilisant le fait que a1 (+) est p*-intégable au sens de Lebesgue nous devons
seulement montrer que (ax(-)||v(-)||*) est intégrable. Appliquons 'inégalité de
Young

*

(az () [l <a2()s+f|v(-)llp,

ou az(-)® et ||v(-)||P sont supposées intégrables. Si « est nul alors s est égal
a p* et si a est égal a p — 1 alors s est infini. Dans ces deux cas on obtient
évidemment le résultat attendu.

PROPOSITION 4.2. Sous les hypothéses (H,), (Hp) (1-4), pour tout u
appartenant a L™(Y') et pour tout v appartenant a LP(V),

B(-u(-)v(-)) € L (H).

Démontration.

T £
/0|< a0 dr< [ o) dt.
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Soit ¢ le conjugué de p— 1, on vérifie que p*q = r et p*(p—1) = p. On applique
I'inégalité de Holder a w € L"(Y) et v € LP(V),

T
/0 IB(tu(t).0()l dt <

X T . 1/q T I 1/(p—1)
< by ( / Hu(t)\\%t) ( [ o >dt) .

[BCu() (e ) < bCullr[[ollp- O

Donc

Définition. L’état initial 2° et le controle u étant fixés respectivement
dans les espaces H et L"(Y'), nous appellerons solution de (E,o,, ) tout état
z appartenant a Wy« (0,T') tel que (E,o , ) soit satisfaite.

5. PROBLEME BIEN POSE

Nous démontrons que I"équation d’état (F,0, ) est un probleme bien
posé au sens de Hadamard. Autrement dit, cette équation admet une solution

2,0 4, f, cette solution est unique et dépend contintiment des parametres 20 u

et f.

THEOREME 5.1. Sous les hypothéses (H), si linjection de V' dans H est
compacte alors il existe une fonction et une seule appartenant a Wyy«(0,T) N
L>°(0,T; H) qui est solution de (Eo, f).

De plus, en notant z,0,, ¢ le représentant continu a valeurs dans H qui
prolonge la solution de (E.o , ;) a[0,T], la fonction

HxL"(Y)x LP(V*) — C([0,T]; H)
(Zovuaf) = 220 u,f

est localement lipschitzienne.

Remarque 2. Le théoréme ci-dessus, en ce qui concerne l'existence et
I'unicité d’une solution, est une variante d’un théoréme de J.-L. Lions (Théo-
reme 1.2, Chapitre 2, page 162, [13]). Ici, I'on tire avantage de la structure
de I'équation d’état (Eo , r) dans laquelle la partie principale non linéaire est
estimée séparément de la partie bilinéaire contenant le controéle. Le résultat de
J.-L. Lions ne peut pas étre appliqué a (Eo , r). En effet, pour tout controle
u € L"(Y), notons

F( 7') = A( 7') - B(7u7)
D’une part, si p > 2 alors I'hypothese (Hp)(4) ne permet d’assurer, pour
z € V, ni de majoration de type ||[F(-,2)|+ < c[|z]|P7}, ni la p-coercivité de F
(respectivement, les hypotheses (1.34) et (1.36) chez J.-L. Lions). D’autre part,
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méme dans le cas o p = 2, c’est encore 'hypothese (Hp)(4) qui n’autorise
pas la 2-coercivité de F' sans hypothese supplémentaire sur le controle wu.

Le probleme (Eo , ) est posé dans un espace de dimension infinie. On
commence par montrer 'unicité de la solution afin de mettre en oeuvre la
méthode d’approximation de Galerkin. Cette méthode consiste a résoudre
des problemes approchés dans une suite croissante (au sens de l'inclusion) de
sous-espaces de dimensions finies. Chaque probléme approché est plus facile a
résoudre que le probleme initial et admet une unique solution. On construit
ainsi une suite de solutions notée (z,)men+ dont on montre la convergence
quand la dimension des espaces d’approximation tend vers l'infini. (Cette
convergence se démontre a ’aide d’estimations a priori.) La derniere étape de
cette démonstration d’existence est la preuve que cette limite est la solution
du probleme (Eo,, ;). Le résultat de régularité lipschitzienne des solutions
repose quant a lui sur une inégalité qui généralise le lemme de Gronwall. On
utilise le résultat ci-dessous qui est une conséquence d’un résultat de Willett
et Wong (cf. [14] et [9]).

LEMME 5.2. Soit T >0,c>0eth>0,z:[0,T] — [0,00] ety:[0,T] —
[0,00[ deuz fonctions intégrables. Soit F : [0,T] — [0,00[ et h € [0,1] tels que
(1) F" et yF sont intégrables sur [0,T),
(2) F(t) < c+ [faF"+ [JyF p.p. t € [0,T).
Alors, pour presque tout t appartenant a [0,T7],

(5.1) F(t) <elvln (cl—h+(1—h) /0 t:c(s) exp [(h—l) /0 sy(@) de] ds>1/(1h).

6. DEMONSTRATIONS
6.1. Unicité

Commengons par démontrer 'unicité d'une solution au probleme (Eo ,, r).
Supposons 'existence de deux solutions z1 et z5. Leur différence z1 — z9 notée
z vérifie

{ (1) + A(t,z1(t)) — A(t,22(t)) = B(tu(t),z(t)) p.p.t €[0T,
z(0) = 0.

Pour presque tout ¢t appartenant & [0,7], z(¢) appartient & V. Intégrons sur
[0,¢] le produit de dualité ci-dessous

/ ((7),5(r)) dr + / (A(r20(7)) — A(ro2a(7)),21 (7) — 20(7)) dr =
0 0
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- /0 (B(ru(r),2(r)) (7)) dr,
(1) + /0 (A(r,21(r)) — A(r,25(7)) 21 (7) — (7)) d =
:/0 (B(Tyu(1),2(1)),2(1)) dT.

La monotonie (H4)(4) et 'hypothese (Hg)(4) fournissent la majoration

=) < 26/0 lu(r)lly|2()[? dr.

Le lemme de Gronwall permet de conclure a la nullité de z pour presque tout
t appartenant a [0,77].

6.2. Existence de solutions approchées

L’espace V étant séparable, il existe une suite (€,,)men+ d’éléments de
V telle que:
(1) pour tout m € N*| les premiers termes eq,es, .. .,e,, sont linéairement
indépendants et,

(2) 'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de cette suite est
dense dans V' (et donc dans H et V*).

Considérons le probleme (P,,) ci-dessous posé dans l'espace engendré par
Vin := Vect{ey,eq,...,en}. Les solutions de ces systemes d’équations différen-
tielles ordinaires sont notées (2, )men+-

() zm(t) + A(tzm(t) = B(tu(t),zm(t) + fm(t) p.p. t €011,
" Zm(0>:ZOm I1<j<m

ot fin () =271, (f()e5) €j et zom = 7L, (%) €;.

PROPOSITION 6.1. Sous les hypothéses (H) du Théoréme 1, pour tout
m > 1, le probléeme (P,,) admet une unique solution z,, qui appartient V.

Démonstration. Nous appliquons le théoreme d’existence de Carathéodory
(cf. [10], Théoreme 14) & la fonction F, : [0,T] x V,, — R™ qui est définie
ci-dessous. Pour tout ¢ € [0,T] et tout v € V;;,, m étant fixé, 'on pose

Fin(t0) 7= D[~ Alt2m(0) + Bltu(t) 0(6),65) + fn(0)]
j=1
La mesurabilité de F,,,(-,v), pour tout v € V;,, découle des hypotheses (H4)(1),
(Hp)(1-3) et (Hy). Sa continuité en v se déduit du fait que, pour presque tout
t € [0,77, les opérateurs A(t, ) et B(t,u,(t)-) sont monotones et hémicontinus.



126 Jean-Marc Clérin 12

Donc leurs restrictions aux sous-espaces vectoriels de dimensions finies sont
continues (cf. [6], Proposition 9, page 123). Enfin, la condition de minoration
sur tout compact de V;,, est assurée par les hypotheses (H4)(2) et (Hp)(4).

6.3. Estimations a priori

Le lemme ci-dessous est utile pour démontrer la convergence dans
Wyp=(0,T) de la suite des solutions approchées (2, )men-.

LEMME 6.2. Sous les hypothéses (H), il existe des constantes my, mao et
mg telles que, pour toute solution z de (Ezo’%f), on a les estimations sutvantes

(6.1) 1Zlloqorymy < ma
(6.2) I2llp < ma,
(6.3) 2]+ < ms.

Démonstration. Pour presque tout ¢ appartenant a [0,7],

(2(1),2(1)) + (A(L,2(1)),2(1)) = (B(tu(t),2()),2()) + (f(1),2(1)) -

La compatibilité (-,-) = (-,-)|zxy et la contrainte imposée a 'opérateur B
d’étre a valeurs dans H permettent d’obtenir la majoration ci-dessous.

64) 2SO + K@ < blu®lly =P + | £Ol=0)] pp. t € 0.T]

On applique deux fois I'inégalité généralisée de Young. (Pour tout € > 0, a > 0
etb>0,onaab< %—F o

P Pl

que le conjugué de r est p/2, pour presque tout t appartenant a [0,7],

) Pour tous € et v strictement positifs, sachant

1d o (€ 2P
- < b = r i P
il OF + K@l < o( Sl + S =01P) +
VP «  CP
p p
e MOl = EOTS

Rappelons que 1'on note C' la constante d’injection de V dans H: |-| < C|| - ||.
On peut choisir € et v tels que

2b 1 pK
/2 T yp T Cp
Ainsi
i <b— 4 " pop. .
5527 OF VIOl + 21 pe. te 0]
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En intégrant sur [0,t] inclus dans [0, T]

2be”
2O < 12717 + == [lullz + ||f||Lp an PP te[0T].
On obtient la premiere estimation (6.1)

Izlleo,m;my < ma,
ou

2be” 2w 1/2
my = <\z0]2 + - w4+ r (H)> )

La seconde estimation (6.2) se déduit de (6.4) en intégrant sur [0,77].
T

T
K/ )P dt < = z0|2+bm§/ Hu(t)“ydt—l—ml/ |f(t)|dt.
0

0
Donc
2l < m,
ol
1 1 02 2 e
e (1 + by a7 )

La troisiéme estimation s’obtient en utilisant les deux estimations ci-dessus.
Dans I’équation d’état, pour presque tout ¢ appartenant a [0,77],

2@ < [AG2@)[l« + [[BEu®),2(0)]« + 1 F@O]« p-p.
1201« < ar(t) + aa(®)|z(O1* + CIB(Eu(®),z(0)) + [ £ D)« p-p-
Notons a3(t) := a1(t) + bCmallu(®)|ly +[If(#)]]«

1212 < 27" (ah (1) + a2 |2(0)|*") pop.

T
12][5- gzp*—1</ dt+/ ab (t)]|°r" dt>
0

D’apres les hypotheses (Ha)(2), (Hy) et (Hy), a3 appartient a LP" (V*) et
vérifie

mo =

ay (£) < 27" M(aa (6) + (@)1 + GCma [[u(®)[y)?"].
aly (£) < 272 () + 1 F@OIE) + (0Cma|[u(®) |y ).
Or p* €]1;2] ainsi a; € LP" (R*) et u € LP"(Y).

T * * % * * *
/O G (1) dt < 2P Y (a4 £ + (b ffut)]lp )]

De plus (ax(t)]|z(t)]|*)?" est sommable (voir la démonstration de la Proposi-
tion 4.2).

T * *
* * p ap
[ & @l at < Zjaal; + L o,
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On en déduit la troisieme estimation (6.3),

2]l < m3
ol
* * * * * * sk p*
m = 2 (2 2 a4+ £ + (6O [l V] + e l3) +
+0zp mb. O
p

6.3.1. Estimations a priori dans le cas ot p = 2

Ici p = 2 et r est infini. On applique une seule fois I'inégalité généralisée
de Young. Pour tout v strictement positif,

1d 2 2 2,V 2, C° 2
3 qp PO+ KON < bllullool )"+ 5 If Ol A5 51z pp-t € [0T].
(Rappelons que 'on note C' la constante telle que |- | < C|| - ||.) Choisissons
R el
2K
1d

2
2 < 2 v 2 pp.
5% 2()|° < bllulloo|2(B)]° + 5 1fOIx pp

On integre sur [0,¢] inclus dans [0,77].

T
2(0)1? < |2°P + 22| fll L2 ve) + 2bHuHoo/0 z(®)Pdt p.p.
Le lemme de Gronwall permet d’obtenir la premiere estimation
2O < (2°1 + VI Fll2qvey)e = pop.
Ainsi

zlleo,m)m) <
ou

mi = /(120 + 12 fll gy 1.
Les deux estimations suivantes s’obtiennent comme dans le cas ot p > 2.
Izllp < ma2 et 2]l < ms

ou

1
mo :

1 1/2
-:Km<ﬁﬂ”ﬂwwﬂww+mmmﬂ

et

. . s 1/2
ma = 2(202(aa [+ [ FIE) + GTCmyullso)?] + (1~ )llall3) + am3)
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6.4. Passage a la limite

Montrons a présent la convergence de la suite (2, )men+ de solutions des
problemes (P,,) vers une fonction z dans Wp,«(0,T"). Il nous restera a établir
que z est la solution de (E,o,, f).

6.4.1. Convergence des états
Par construction, la suite des états initiaux (zom)men+ converge vers 29
dans H. L’estimation a priori (6.1) montre que les termes de la suite des
approximations (2, )men+ sont dans un borné de LP(V') qui est un espace de
Banach réflexif. On peut donc extraire de cette suite une sous-suite faiblement
convergente au sens de o(LP(V),LP" (V*)). 1l existe ¢ : N — N strictement
croissante et 21 € L°(H) telles que

Zg(n) — 21 faiblement dans LP(V).

Dans la suite, I’on notera directement n au lieu de ¢(n). D’apres 'estimation a
priori (6.2) la suite (2, )men+ est bornée dans L>°(H) qui est le dual de I’espace
séparable L'(H). Donc il existe une sous-suite faiblement étoile convergente
(i.e., au sens de o(L>®(H),L'(H))) vers z3 € L=(V) telle que

zn, — 22 faiblement étoile dans L>(V).

La proposition ci-dessous va nous permettre de démontrer que ces limites sont
égales. Nous noterons
Z =z = 2o.

L’estimation a priori (6.3) assure 'existence de la limite faible o € LP" (V*)
pour Z,,

n — C faiblement dans LP" (V*).
Les estimations a priori permettent de démontrer la convergence faible des
dérivées (Z,)nen+. Il nous reste a vérifier que cette limite est 2.

PROPOSITION 6.3. Supposons que l'injection de V dans H est compacte.
Soit une suite d applicatz'ons zn 2 [0,T] = V telles que

(i) zp(t) = 2 —I—fo Zn(s)ds, 2, € LP"(V*),

(ii) 3My > 0 tel que supy>y [|2nll L) < M,

(ili) 3M2 > 0 tel que supy>q [|2nll por (o) < Mo,
il existe alors z : [0,T] — H et ¢ : N — N strictement croissante, telle que

(0) z(t) = 2° —l—fo s)ds, 2 € LP"(V*),

(1) 20 —zHLoo WO’
(2) Hz zlle(V) -0,
(3) Zpny — € faiblement dans LV (V*),
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et
(=2

Remarque 3. Le (2) est une conséquence immédiate du (1) car les inté-
grations s’effectuent sur le segment [0,7]. L’item (3) permet de démontrer
que la limite faible des 2, est Z. Une conséquence de (2) est l'existence d’une
sous-suite extraite notée encore (z,) telle que pour presque tout ¢ appartenant
a [0,T] (z,(t))n+ converge fortement vers z(t). En considérant le représentant
continu z on obtient la convergence forte de (z,,(0))n+ vers z(0) et de (z,,(T") )+
vers z(T).

Démonstration. L’injection de V dans H étant compacte, on a
Vt € [0,T], {zn(t) : n > 1} est relativement compacte dans H.

Montrons que {z, : n > 1} est équicontinue dans C([0,T]; H). Soit 0 < t <
t<T,

za(t) — 2n(t)] < / 2l ()ds,

t T
/t ln(s)lluds = /0 Lo (s) ds,

ot 1y ) est la fonction caractéristique qui vaut 1 sur [t,t']. L’inégalité de Holder
fournit la majoration

T
/O 1011 n(8)l1ds < g1l llpe-

L’hypothese (iii) permet de conclure

t/
[ lnts)lds < e~ 01
t

On déduit du théoreme d’Ascoli-Arzela ([2]) que la suite (z;,) est relativement
compacte dans C([0,7],H) pour la norme uniforme. On peut extraire une
sous-suite (z,(,)) qui converge uniformément vers une limite 2. De plus la
suite (Z,(,)) admet une limite faible ¢ dans LP"(V*). En particulier, pour
I'application caractéristique 1jg 4 qui appartient a LP(V') pour tout ¢t de [0,7]
et pour tout v appartenant a V on peut écrire

T T
/ <1[0,t}%2¢(n)(3)> ds — / <1[0’t}v,C(s)> ds.
0 0

<v, /0 t z¢(n)(t)ds> - <v, /0 tC(s)ds>.

Ainsi
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Quand n tend vers 'infini, I’égalité (i) donne

(0,2(1)) = (0,20) + <v, /O t C(s)ds> |

Donc ( est égal a z et 2z est absolument continue.

6.4.2. Limite des termes B(-,un(+),zn ("))
LEMME 6.4. Soit une suite d’applications zy : [0,T] — V qui vérifient les
hypothéses de la Proposition 6.3. Supposons (Hp)(1-5), alors
B(-u(-),2n(-)) = B(-u(-),2()) fortement dans LP" (V*).

Démonstration. L’application v € LP(V) + B(-u(-),v(-)) € LP"(V*) est
continue, ainsi
I1B(u(-),2n(-) = B(-u(-),2(-))

La Proposition 6.3 nous permet d’extraire de (z,)pen+ une sous-suite qui
converge fortement vers z dans LP(V).

p < bllullrllzn = zlp-

LEMME 6.5. Soit une suite d’applications zy : [0,T] — V qui vérifient les
hypothéses de la Proposition 6.3. Supposons (Hg)(1-5), alors

T T
/(ﬂW@M@MN»&H/<WWWﬂmMW&
0 0

faiblement dans LP" (V*).

Démonstration. Rappelons que la suite (z,)nen+ converge fortement dans
LP(H) vers z et que pour tout ¢ € [0,T] la suite (2, (t))nen+ converge fortement
dans H vers z(t). Ainsi

T T
/<mmw%wmm»a=/<mmm@w—%wmm»&—
0 0
T
A (B(tu(t) 2(t)) 2n(8)) dt.

D’une part
T

T
A<wam%m—aﬁ»%a»a<bArwwmwaw—%mwamw<
< a2 () — 20 (Ol oy 20 () o

ol le majorant tend vers 0 quand z, tend vers z au sens fort. D’autre part,
sachant que B(-,u(-),z(-)) € LP" (V*) et que z, tend faiblement vers z on en
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déduit que
T T
(6.5) /<MW@WMMM&H/<MM@AWMW&-D
0 0

6.4.3. Limite des termes non linéaires

L’hypothese (H4)(2) et la seconde estimation a priori permettent de
borner A(-,z,(-)) dans LP"(V*) ainsi on peut en extraire une sous-suite qui
converge faiblement dans LP (V*) vers une application notée A. Il reste &
montrer que cette limite est égale a A(-,z(+)).

PROPOSITION 6.6. Soit une suite d’applications z, : [0,T] — V qui
vérifient les hypothéses de la Proposition 6.3. On note encore z sa limite au
sens de (0)—~(3) de cette méme proposition. Soit une sous-suite extraite de
A(-2n()) € LP"(V*) qui converge faiblement dans LP"(V*) vers une applica-
tion notée A(z). On a

Démonstration. Par monotonie de A, pour tout v appartenant a LP(V),

T
(6.6) /0 (At (1)) — A(E0(E)) 20 () — v(t)) dt > 0.

La solution de (P,) étant z,,

T

! A 1 2 1 2
[ A0 200 = Slaon? = Sl + [ (1020 (0) s
T
+/ <B(tau(t)’zn(t)),zn(t)> dt.
0

On peut donc décomposer

T 1 1
/0 (A(t,zn(t)) — A(t0(t)),2n(t) —v(t)) dt = §|me|2 - len(T)|2+

T T
[ UEOz0) At [ Bale)n(0).20(0) -
T T
- / (At 2n(8))0(8)) dt — / CA(0(8)) 20 () — v(2)) d.
0 0
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Quand n tend vers +o0o nous avons les convergences des différents termes
2 2
|20n|” — |20]

[zn(T)? = [=(T)?

[ w0 a- [ .
/T (A(t,zn(t ) dt — / ) dt

/0 (At0()) 2nlt) — 0(8)) dt — / 5 — o(t)) dt.

On déduit du Lemme 6.5 la minoration ci-dessous.

T T
(60) 3l = 5D+ [ ra0) dt+ [ (Bl 20)2(0) di-

T T
- [ Atta)em) de - [ A0 - o) de =0
0 0
Rappelons que le probleme s’écrit

{ 24+ A(z) = B(-u,2) + f
2(0) = 2°.

En intégrant par parties sur [0,7]

T T
(6.8) /0<A(z(t)>,z(t)> dt:;zo|2—;]z(T)]2+/o ) .2(0)) it
T
+/ (B(tu(t),z(t)),z(t)) dt.
0

On déduit de (6.6), (6.7) et (6.8),
T
/0 (A(2(t)) — A(t,o(t)),2(t) — v(t)) dt > 0.

Pour A strictement positif et w appartenant a LP(V) tels que v = z — Aw,
I’hémicontinuité de A donne

T
/0 (AG(8)) — A(t2(t) — Mo(t))w(®)) dt > 0.

Quand A tend vers 0,

T
/0 (AG(8)) — A(t()) (b)) dt > 0.
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Mais en échangeant w en —w on obtient la nullité du terme de gauche. Donc

6.4.4. Solution de (E,o , r)

Soit j € N fixé, pour tout m € N, en notant z,, I'unique solution de P,
et en faisant tendre m vers +oo,

(At,zm(t)) — Btu(l),zm(t) — fm(l).€5) —
(A(t,zm(t)) — B(tu(t),z(t)) — f(t).e5) -
Ainsi
(Zm(t).e5) — (£(t).€;) -

La famille {e;,j € N} est dense dans V' donc
() + A(t,2(t) — B(tu(t),2(t)) — f(t), p.p.-t€[0,T].

Une des conséquences de la Proposition 6.3 est ’existence d’une sous-suite
extraite notée encore (z,) telle que pour presque tout ¢ appartenant a [0,7]
(zn(t))n+ converge fortement vers z(t). En considérant le représentant continu
a valeurs dans H qui prolonge z & [0,7], I'on obtient la convergence forte de
(2n(0))n+ vers z(0) et 'unique solution de (Eo ,, f).

6.5. Démonstration de la régularité de la fonction d’état

Démonstration. Considérons 2° et ¢ appartenant & H, u et v a L"(Y)
ainsi que f et g & LP (V*). Nous avons démontré ci-dessus que les équations
(Es0.4,1) et (Eyo04¢yto,f+g) admettent des solutions uniques. Nous les notons
respectivement z et zZ + w. On peut vérifier aisément que w est la solution de

w(t) + A(t,(2+w)(t)) — A(t,2(t) =
= B(tu(t),w(t)) + B(t(t),(z + w)(t)) + 9(t) p-p.
w(0) = (.

Soit [0,¢] inclus dans [0,77], on integre les produits de dualités avec w(-) pour
obtenir 1’égalité ci-dessous

Fl0OF = 51+ [ (Al +0)(5) = Als.2(5). (2 + w)(s) = 5(s)) ds =
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:/ <B(S,u(s),w(s)),w(s)>ds+/ (B(s,v(s),(z+w)(s)),w(s)) ds+
0 0
+/0 (g9(s),w(s)) ds.

L’hypothese (H4)(3) (monotonie de A) nous permet d’établir la minoration

/0 (A(s,(Z + w)(s) — A(s,2(s)),w(s)) ds > 0.

La majoration ci-dessous découle de I'hypothese (Hp)(4)
t t
[ Blsutsiwe) ) ds+ [ (Bl +w)s)(s) ds <
0 0

< b/o (lu() Iy lw(s)* + [v(s)]ly (2 + w)(s)] [w(s)]) ds.
En notant Cy(s) := 2(bllo(s) [y [[(z + w)(s)]| + llg(s)[l+) et Ca(s) = 2b[[u(s)]ly,

nous déduisons la majoration

w(t)? < ICI2+/0 CI(S)|w(5)|d5+/O Ca(s)|w(s)| ds.

L’inégalité de Willett-Wong (5.1) nous apprend que

1t t S
it < 0w [+ 1 [ aen (-3 [ catmar)as.

Utilisons a présent la premiere estimation a priori (6.1) de Z + w qui est la
solution de (E,o4¢ y+y, f4¢)- 1l existe une constante Mc , 4 telle que, si [C], [[v]|-
et ||g||p= sont majorées, alors

1z +w)(B)llp < Mg

Comme r et p* sont supérieurs & un, nous avons les inclusions L"(Y') C L(Y)
et LP"(H) C L*(H). En outre, p > 2, ainsi I'inégalité de Holder donne

lully < TV ally, ol < TY2)follr, gl < T

9||p*-
On en déduit la nouvelle majoration ci-dessous
1-1/r _ _ _ *
w(t)] < T IIeTIC) 4 6T P M 4 gl1Z + wllp + ST gllpe ]

Notons
A= Tl pax {l,le_l/pMQU,g,%Tl_l/p* },
pour conclure
[w(®)] < AUCT+ N[vllr + llgllp+)-
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