HOMOGENEISATION ET CONTROLABILITE
EXACTE DE STRUCTURES MINCES
EN QUINCONCE

NADIA AIB

Let Q.. be a lattice-type plate of thickness €, e-periodically perforated by stag-
gered holes. The material is concentrated on layers of thickness eu. We are
interested in the exact internal controllability of the wave equation posed in .,
with a homogeneous Neumann boundary condition on the boundary of the holes.
First, an exact internal control ve, is built by the HUM method introduced by
J.L. Lions. Then we study the asymptotic behaviour of the system and of the
sequence of controls v.,, as first ¢ — 0 and afterwards p — 0. The first passage to
the limit is a classical homogenization process. We show that v, converge weakly
to a function v, which is an exact internal control for the homogenized system.
This stability property with respect to the small parameter ¢, also occurs with
respect to the second small parameter p. Indeed, we show that v, converges to a
function v, an exact control for the limit system obtained by letting © — 0 in the
homogenized problem.
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INTRODUCTION

La premiere partie de ce travail a été motivée par les travaux de D.
Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [7], [8] concernant ’homogénéisation de
problemes posés dans des ouverts bornés perforés périodiquement.

Dans une premiere étape, nous faisons ici la méme étude pour I’équation
des ondes dans une plaque mince avec des trous disposés en quinconce. Tout
d’abord, on étudie par la méthode HUM de J.L. Lions [11] (voir aussi[10]) la
controlabilité exacte de ce probleme en imposant une condition de Neumann
homogene sur les bords des trous. On montre 'existence d’un controle ex-
act. On homogénéise ensuite et on montre que le systéme homogénéisé est
exactement controlable par la limite du controle exact obtenu par HUM.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, motivée par les travaux de D. Cio-
ranescu et P. Donato [6] et de L.R. Tcheugoué Tébou [15], on montre tout
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d’abord que le systeme homogéneisé est exactement controlable par la méthode
HUM. On s’intéresse ensuite au comportement du systeme et du controle
lorsque I’épaisseur p du matériau tend vers zéro. Cette étude est réalisée par
la technique de structures réticulées de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin
[8] (voir aussi Aib [1]). On prouve, comme dans la premiere partie, qu’on a
stabilité du probleme par rapport au petit parametre pu, le contréle exact du
systeme homogéneisé converge vers le controle exact du systeme obtenu en
passant a la limite avec pu — 0.

Le plan du travail est le suivant. La géométrie de la plaque preforée €1,
d’épaisseur ¢ est décrite dans le paragraphe 1.1 du Chapitre 1, u représantant
ici I’épaisseur des couches de matériau dont la plaque est consituée. Nous
écrivons 'équation des ondes dans €).,. Par un changement des variables
(technique des domaines minces, voir Ciarlet [4], Ciarlet et Destuynder [5]),
(), est transformé dans un domaine d’épaisseur fixe, le parametre ¢ appa-
raissant alors explicitement dans 1’équation transformée. On prouve ensuite
I’existence et I'unicité d’une solution de cette équation. Dans le paragraphe 2.1
nous donnons un premier résultat d’homogénéisation. En utilisant des pro-
longements, nous établissons des estimations a priori des solutions, permettant
de faire ¢ — 0 dans I’équation homogénéisée et d’obtenir une équation des on-
des homogénéisée posée sur la section droite (pleine) de la plaque (on perd ainsi
une dimension de l'espace). Dans cette équation les coefficients dépendent du
parametre .

Dans le Chapitre 2, dans les paragraphes 2.1 et 2.2, nous étudions la
controlabilité exacte interne de I'équation de départ. Par la méthode HUM
introduite par J.L. Lions [11], nous construisons un contréle exact interne
pour lequel une estimation a priori est établie. Dans le paragraphe 2.3, en se
basant sur les résultats du Chapitre 1, nous passons a ’homogénéisation du
systeme. Nous prouvons que le controle exact converge vers le controle exact
du probleme homogénéisé dont les coefficients dépendent du parametre p.

Dans le Chapitre 3, on s’intéresse au comportement asymptotique du
systeme homogénéisé et de son controle lorsque p — 0. Par la technique de
structures réticulées de [8], on détermine un systeéme limite. Enfin, on prouve
que la limite des controles est encore un controle exact du systeme limite.

1. HOMOGENEISATION
1.1. Position du probléme
On consiére le domaine perforé décrit par la Figure 1; il est contenu dans

Pouvert w. =]0,[x]0,£[x]0, L[, ou € designe I’épaisseur de la plaque ainsi que
la période. La périodicité n’a lieu que dans les directions x5 et 3.
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Fig. 1. Le domaine en quinconce.

On pose L = me et | = ne et on recouvre w, par mn cellules €Y', ou
Y =]0,1[x]0, 2[x]0, 2]

est la cellule de référence (voir Figure 2).

Fig. 2. La cellule de référence.

On note Y;*(resp. w,) la partie de Y (resp. ws) occupée par le matériau
ou i est un petit parametre qui designe ’épaisseur des couches. On introduit
enfin les notations

w:;? =10,e[x]0,£[x {0}, yep = Ow;, \ w:l’?.

Notation. Dans toute la suite, les indices 7, j prennent leurs valeurs dans
{1, 2, 3}, alors que k, ¢ varient dans {2,3}. Les indices répétés sont sommés.
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On considere le systeme

0 5}
v — A <a~ Ua"‘) =0 dans wf,x]0,T7,

e 9xy Y Oz
Vey =0 sur w:pox]O,T[,
1.1 v,
(1.1) aij(‘?Tl'AVi =0 sur 7., %0, T,
Veu(0) = Ugu dans w7,
v;M(O) = U;u dans wf,,

o v = (y; 1 < i < 3) est la normale unitaire extérieure a dwy,, T est un
nombre réel arbitraire strictement positif. Les coefficients a;;, 1 < 4,5 < 3,

sont des constantes indépendantes de ¢ et u et vérifient

o Qij = Qji,
(1.2) Im > 0 tel que ;&€ > mé&i&i, V€= (&) € R®.

Pour travailler dans un domaine fixe, on fait le changement de variable
x
(13) Z1 = —1, Z9 = X9, 23 = X3.
€

Toute fonction ¢ définie sur w, est ainsi transformée en une fonction définie
sur le domaine fixe Q =10, 1[x]0, £[x]0, L[.

On pose uey (21, 22, 23) = Veu(21, 22,€23). Alors la premiere équation du
systéme (1,1) devient

2 2 2 2
% o OTuey oy Ougy 1 OTugy 1 OTuey
ep g “al i

— & Q4 — & Qg1 — & Qg =0
022 " 02107 02,021 02,07 ’

que nous écrirons, pour simplifier la présentation, sous la forme
" o
(1.4) Uey, + Aeuuau =0

(avec une signification évidente pour A.,). Le systeme transformé de (1.1)
par le changement (1.3) est alors

ug, + Acpticy, = 0 dans Q7 ,x]0,T7,
Ugy =0 sur QZBX]O,T[,
(1.5) (s_laﬂ ey + a; 8%”)0@- =0 surI'.;,x]0,T[
071 0z polma b
uey (0) = ugu dans €,
u;u (0) = u;u dans €,

N , . .0
ou €7, ng et I';,, sont les transformées respectives de wg‘u,wgu et Ve



5 Homogénéisation et controlabilité exacte de structures minces en quinconce 93

Le résultat suivant est classique, voir [6] ou [11] pour sa démonstration,
Pour une appplication de la méthode de Hille et Yosida, voir [3], [9] et [12].
Pour plus de détails, voir aussi V. Komornik [10].

0

THEOREME 1.1. Supposons que les données initiales ug,

(1.1) vérifient
(1.6) ugu €Vou et ul, € LQ(Q:M).

1 \
et ug, du systeme

Alors (1.5) posséde une et une seule solution ue,, et cette solution est telle que

(1.7) ey € C(0.T], Vi) 1 CH10, T Z2(22,)).

1.2. Premier résultat de convergence: Homogénéisation

Dans ce paragraphe, nous allons faire tendre ¢ vers zéro et nous étudierons
la stabilité par rapport a ce passage du probléeme limite obtenu. Pour ce faire,
nous aurons besoin des résultats suivants:

LEMME 1.2 ([7]). Pour tout ¢ > 0, u > 0, il existe un opérateur de
prolongement Q. € E(Hk(Q:M), H*(Q)), k= 0,1, vérifiant
(i)  Qeptey = uey dans QZH;
(ii) HQEMUEMHLQ(Q) < CHUEMHLQ(Q;H);
(iii) HeruUsuH[p(Q)p <C ||vu€,uH[L2(Q;H)]3 )
ou C' est une constante positive indépendante de € et .

LEMME 1.3 ([6]). Pour tout € > 0, p > 0, il existe un opérateur de
prolongement

Pey € L(L(0,T; HY(Q,), L=(0,T, H*(Q))), k=0,1,
tel que pour tout o € L>=(0,T, H*(Q,)) avec ¢’ € L>(0,T; L*(Q%,)) on ait

(1) Pepp = ¢ dans Q7 x]0,T';

(i) Py’ = (Pup)’ dans QF,x]0,T7;

(i) NPl oo o2y < C Il .1:02(0z,)) 5

(iv) IV Eepll oo o.y1220013) < CIVOl Lo 0.1L2(02,09) 5
(v) HPEWIHLoo(o,T;m(Q)) <C HSO,HL*(O,T;LQ(QQH)) ’

ou C' est une constante positive indépendante de € et .

Nous sommes maintenant en mesure de formuler le résultat principal de
ce paragraphe.
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THEOREME 1.4. On suppose que les données initiales dans (1.5) vérifient
c .
Hugu‘ Ve, < " et ud, — ug faiblement dans L*(S2),
(1.8)

Hu <cet @ - uL faiblement dans L*(2),

;MHLQ(Q;M)

ou C est une constante positive indépendante de € et u, et ~ désigne le pro-
longement par zéro a §) de toute fonction définie dans €27,
Alors, lorsque € — 0 (avec p fize), on a les convergences

P.yu,, — uy faible x dans L>(0,T; HY(Q)),
Pul, — u, faible x dans L>(0,T; L*(Q)),

ot la fonction limite u, est indépendante de z1 et vérifie le systéme ho-
mMogeénéisé

(1.9)

ve|ull — a% <aﬁl%—QZ> — 0 dans ]0,£]x]0, L[x]0, T},
uy, =0 sur 9(]0, £[x]0, L[) x]0, T,
0
(1.10) 1 (0) = 2 dans 10, £x]0, L],
et
1,
W, (0) = % dans 0, ¢[x]0, L],
“w
avec

1
1% 1
(On —/0 uudzl.

Les coefficients homogénéisés q/]jl sont donnés par

Kl ”8(_X5 + Yk) 8(_XL + 1) d
q, = Qi E B Y,
Y* Yi Yy

©w

(1.11)

ot les fonctions Xff sont solutions du systeme

Y dyidy; "
=X} +yp) .
(1.12) aij 6—%71Z =0 surdnY,,
Xllf est périodique en 1y et ys,
1
kN _ k _
oW

\



7 Homogénéisation et controlabilité exacte de structures minces en quinconce 95

Preuve. On commence par montrer qu’il y a conservation de ’énergie du
systeme (1.5). Multiplions (1.5) par ug, et intégrons par parties sur Q7,x]0, 7.
Il vient

T 1d, , T O, Ou. Oue,, Ou.
1d dz ) dt -2 ep Y Vep -1 ep YV
/0 (/Qj;“ 2dt(u€u) Z) +/0 |:/Q§u <€ @ 8z1 621 te a 8z1 8zl
Ou,,, Oul ou,.,, Ou!
—1 ep Yep ep Yep
dz|dt = 0.
ek 0z, 0z . 0z, 0z > z}

Le terme sur le bord est nul grace a (1.5). La symétrie (1.2) des a;; donne

714 9 _9 Ougy,\ 2
/0 m{/g* [+ all(azl) *
ep

+%]aémwaw“+aémwa%qd4@hza

1 82’1 azl M azk 82’1

ie.,
T14d

(1.13) / L4 Bat = 0= B(T) = E(0),
o 2dt

ou

(1.14)

2
Ve |’

0 2
[u’Q +€72a11( u€“> —|—2€*1a15
621

1
BO) =5 [l e, + 19

gy, Ougy, Ougy, Ougy,
8z1 621 i 6Zk aZl ]dZ

De (1.13) et (1.14) on déduit les estimations

| o

< -,

c
(1.15) HUIEMHB(Q;H) < uw’ Hua"”(ﬂ(ﬁéu)

w =

ou ¢ est une constante indépendante de € et . Grace a (1.3)—(1.5), on aboutit &

2 2 2

Oy,

aZQ

Oy,

<
823

C
L2(9z,) W

ou
—1OUep
He 021

C
S ™ H
1%

C
S ™ H
1%

L2(9z,,) L2(9z,,)

d’ou
C
;7

qui, par l'inégalité de Poincaré (avec une constante ne dépendant que du
diametre de €2), donne

HvuélAH(L%Q;;H))? =

<=,

c
”ueuuyl(g;“) I
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Alors, de (1.15) on a finalement

£ < <

tlm

c
- u i
o el o @,
Ceci permet d’appliquer le Lemme 2.2 pour avoir, a une sous-suite pres, les
convergences

EHH(L (0,T3L2(92,,))

(1.16)

P, uey — uy,  faible x dans L™°(0,T; H'(Q)),
faible * dans L°°(0,T; L*(Q)),

/ /
Pwuw — Uy,

ou u, est indépendante de z; (voir [4] et [5]).
Il nous reste a montrer que u, vérifie les autres équations de (1.10).
Posons

iy Glen
é.s‘u, il 821 + ik aZk; )
En vertu de (1.15),
i
1€20ll e 071202, )
de sorte qu’a une sous-suite pres on a
— . . 9
L, — &, faible x dans L>(0,T; L*(£2)),
avec §§M vérifiant le systeme

o¢l, ok, a¢
—1Y6e € € *
ug, — € 8z1M — az: — 62;5 =0 dans QZ,x]0,T],

gaunl = feung = feung =0 sur FEMX]O, T[7

soit encore, avec la notation XQ* pour la fonction caractéristique de QEW
oel ag2,  oed,

(PEMUEM)” Y i 571 feu N geu o gau

(117) qu 821 82’2 82’3
£, m1 =82, me =3, m3 =0 sur 9Q\ (]0,1[x {0}) x]0, TT.

Soient maintenant ¢ € D(]0,¢[x]0,L[) et v € D(]0,T]), et multiplions
(1.17); par ¢v. En intégrant par parties le premier terme par rapport a ¢ et
le second par rapport a z, on obtient

0p & 9¢
(1.18) /0 (/ Pouc o0 Xo:, dz dt+/ / 6“6 - 6“8 )vdzdt—O

En se rappelant (voir, par exemple, [2]) la convergence

Xaz, — !Y:‘ faible % dans L*°(2),

=0 dans Qx]0,T7,
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le passage a la limite pour € — 0 dans (1.18) donne

/OT</Quu<PU//‘Y:|dz>dt+/OT[/ (5/@22 5232) }dtzo,
dol

ou
80 3 Oy _
/ / / / ”822 )dzlede;g] vdt =
T L 0 1
= — |Y:‘/ / / / u, v’ dzde,
0 0 0 JO

avec u, dépendant seulement de z3 et z3. Le systeme limite s’écrit alors sous
la forme

) ! ) ! "
(1.19) 7% </0 gﬁdz1> + 92 (/O fidzl) = |Y;| ).

Maintenant, nous allons identifier les termes fol fidzl et fol §2d21 en fonc-
tion de u,. Posons

wf () = ~XE W)+ et wk(x) = eQut (20,2, 7

ou X l’f est définie par (1.12) et @ est le prolongement a Y donné par le
Lemme 1.2 pour le domaine Y7 (voir [7] pour plus de détails). Par des calculs
simples, on montre (voir, par exemple [6], et [7]) que 'on a l'estimation

HXSHHl(Y;) s¢

avec ¢ une constante indépendante de €. On a alors ||w”|| vy < cet

waH HL(Y) < ¢. On peut donc extraire une sous-suite telle que

(1.20) wh — 2z, faiblement dans H' (Q).

On introduit les fonctions
Owk 29 %
k k k 2 23

T; (y) = a’ji ayj B MNie (Z) =1 (zlv ;7 _> )

définies respectivement par

k
—% =0 dansY',
y; a

nfn; =0 sur ONY);

nf périodique en ys et ys,
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et (obtenu par une une mise a ’échelle)

1 Oni Ons. Onf

=0 sur QF |
821 822 82’3 e
nﬁinz =0 sur I,

En utilisant la méme technique de prolongement que celle pour &%, on en déduit

—8_1 anlfs - 877]55 - 877§5
(1.21) 8z1 622 623

nEn; =0 sur 00\ (]0, 1[x]0, £[x {0}).

=0 dans €,

On vérifie sans peine que l'on a les estimations anHLQ(YJ) <cet H?}EHLQ(Q) <

¢, indépendamment de £. On a donc la convergence (& une sous-suite pres)
(1.22) nk — My (nf) faiblement dans L?(Q).

Soient v € D(]0,T]) et ¢ € D(]0,£[x]0,L[)). Multiplions la premiere
équation de (1.18) par v o wk et intégrons par parties sur Qx]0, T[. 1l vient

T
" k z—:
/0 (/QPEMU’E#XQ* vgpwsdz)dt—i—/ v /ﬁw 821 dz dt+
—~  wk
+/ v /gszu@awadz>dt+/ v /553}1308 Edz)dt-f—
/ / gw kdz dt + / / &, wk dz dt = 0.

Multiplions (1.21); par vgP:,u., et intégrons par parties sur Qx]0, 7.
Il vient

T T
T P, ~ 0P,
/0 U<51/Qn/f€¢857ﬁjwdz)dt+/o v( 9771295@ 5Z:€“dz)dt+
T — P T ~ 8
+/ v( 77]:;5 © 78 g‘uwdz)dt+/ v(/ 1725 a(p Pwusudz>dt+
0 Q 23 0

T ~ 9
+ / U( 77§5 2 8—80 PEMUE/L dZ)dt = 0.
0 Q Z3
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Par soustraction on a alors

/ /56“6—22“] dz dt—i—/ /§€M—w dz)dt—
k 880 = 8@
T
= —/ (/ Xqs v P ugy, gowfdz)dt,
0 Q e
d’ou, en passant a la limite avec € — 0, on obtient
/ /5"822de dt-l—/ /ﬁuagzkdz dt—
M udzdt/v/./\/l kY —Z,dz ) dt =
/ / v 772 a ) 0 9] Y(n?’)aZg " )
= —/ / ‘Yﬂv"uu © 21, dzdt.
0 Q

Intégrant par parties dans cette égalité donne

/E) Oy
82’3 ’

T e 5y O
fudzl-f— 5# dzy :My(ﬁg)a—-f—./\/(y(n?,
0 0 22
ce qui, remplacé dans (1.19) permet d’écrire
0 0\ Ouy
. 7 — Y* //.
0z (MY (771 ) 0z ) ‘ H ‘ Yp
On pose alors

O(=XE+yp) o0(-X! +y
C],]ilZ/*mkdyZ/ ajj ( 8;; d (8;]- l)dy,

"
W Yy

ce qui est la formule (1.11). On retrouve ainsi la premiere équation de (1.10).
Pour terminer la preuve du théoreme, il reste a montrer que les deux dernieres
équations de (1.10) sont vérifiées.

Soient ¢ € D(]0,¢[x]0,L[), v € D(]0,T[) avec v(T) = 0. Multiplions
la premiére équation de (1.17) par v et intégrons par parties sur 2x]0, 7.
Il vient
(1.23)

T . T - asp
_/ ( e @dz)dt —/ ul, (0) v (0) pdz —|—/ ( §£—Udz> dt =0,
0 o0 Q 0o \Ja 0z
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ol on va passer a la limite. Pour ce faire, on aura besoin de la limite de 1;’;
qui existe grace aux hypotheses (1.8). Sip € D(Q2), h € D(]0,T]) on a

/OT (/* ugu¢hdz) dt = /OT (/* Usuﬂ)h"dz)dt
ep e
T 1
_ /0 ( /Q Payey Xg, ¥h dz)dt

(1.24)

Par ailleurs,
(1.25)

/OT(/;;L u’s’uwhd2>dt — /OT(/Q@wdz)dt _ _/OT (/Q@wh'dz>dt.

De (1.24) et (1.25) on a

/OT (/QP.euuau.XQ;Mwh"dz)dt: _/OT (Aaéuwh/d2>dt

ce qui donne a la limite

/0T</Q|Y;\ uuzph”dz>dt:—/0T</Qu;¢h’dz)dt

Une intégration par parties implique que l'on a

_/OT(/Q\Y,;W u;wh’dz>dt:—/0T</Qu;¢h’dz>dt

= Y|, faible « dans (0.7 L2).

Passant alors a la limite dans (1.23), il vient

T
— Y| v pdz dt—/ulv 0 dz+/ / —vdz =0,
/0</Q|u‘u ¥ ) Qu()‘P 5“8@

d’ou, en intégrant par parties sur Qx]0, 77,

/ /‘Y*|u"v <pdzdt+/|Y*‘u @dz—/uiv()godz—
/ / / ™ /gédzl gpdzgdzg)dt—o
l

En vertu de (1.25), on a alors

/‘Y*‘u @dz—/uLU(O) pdz =0,
Q

d’ou
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’o)—i/1 Lq
_‘YJ| o uu 21

Il reste & prouver que la derniére équation de (1.10) est verifiée. Pour
cela, soient ¢ € D(]0,¢[x]0, L[) et v € D(]0,T[) avec v' (T') = 0 et v’ (0) # 0.
Multiplions (1.12) par ¢ v et intégrons deux fois par parties par rapport a t.
On obtient

T T - 890
/ / Uzy V" pdzdt +/ uz,(0) v/ (0) pdz +/ / £t %, vdzdt =0,
0 Jo Q 0o Jo o2

ou bien

d’ou1 on déduit aisement

T
/ /XQ* Pwuwv"godzdt—i—/xm P ue,, (0) gpv’(O) dz+
o Ja o Hu

T ,va(p
LT pdz ) dt =
+/0 </Q€E 0z " Z>

Pour y passer a la limite, on remarque que Fju,, (0) = Qeuugw ou @, est le

(1.26)

prolongement donné par le Lemme 2.1. Or X Qeuugu = ugu. Alors, par le
ep

Théoreme 2.3, on a la convergence

ugu — u), faiblement dans L*(9).

Par conséquent,
0
0 uu . 2
Qepu. — faiblement dans L~ (2) .
“ vl

En passant a la limite dans (1.26), on obtient
0

/T(/\Yﬂ " d)dt+/|Y*\ " "(0) de+
; Quuuvgoz Quhﬁ‘(pv z
/ /fuazlvdz dt—O

En procédant comme auparavant, on a

(1.27) / |V, (0 )pdz+ /ng e v (0)dz =0,

avec ug dépendant uniquement de z5 et z3. De méme, on a les estimations

[|u

@y se v

e |5

() 0z1
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et, par conséquent,

67;6“ g ou?
ﬁ - 3—;1 faiblement dans L? (Q) avec 8—; -0

Finalement, (1.27) donne u, (0) = ug / |Y/j‘ |, ce qui termine la preuve. [

2. CONTROLABILITE EXACTE ET CONVERGENCE
DES CONTROLES LORSQUE ¢ — 0

2.1. Position du probléeme

Avec les mémes notations qu’au premier chapitre et dans le méme cadre
géométrique, on considere le systeme

(uz, + Acpticy = vy dans QF, x 10,77,
Uy =0 sur Q:MO x 10,77,
0 0
(2.1) (6 ‘ay aii” + age ;;“)W =0 surl, x]0,T7,
ue,(0) = ugu dans QF
u;M(O) = uéu dans QF,,

ou vg, est le controle que nous nous proposons de déterminer de maniere a avoir

Uep (T) = u;u

(T) =0 dans Q,.

Nous allons tout d’abord montrer qu’un tel controle existe et ensuite nous
allons étudier son comportement lorsque € et p tendent vers zéro.

2.2. Controlabité exacte par HUM

Cette étude est guidée par la méthode HUM, introduite par J.L. Lions
[11]. Prenons {ugwuéu} dans V. x L? (QZM), ou V¢, est 'espace
Vep = {uw e H! (Q:M) i Ugy = 0, sur OQ:M} ,

muni de la norme [[¢lly,, = [V9lz2(0z, 2 » Y5 € Ve
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Considérons le couple {@z;, Ve, }, ot ¢, satisfait le systeme
(@l 4 Acppep =0 dans QF, x ]0,T7,
Yep =0 dans QZf x 10,7,

Opep

(2.2) s
ep

=0 surl¢, x]0,T7,

0eu(0) = gogu dans QF

@;M(O) = SO;M dans Q:w

alors que v, vérifie
é’u + Aeuweu = —Pep Q:M X ]07T[7
ey =0  dans QZf x 10,77,

0
(2.3) QVLAZ =0 surT., x]0,7],
Yeu (T) =0 dans Q

YL, (T)=0 dans Q.

La solution ¢, de (2.2) est caractérisée par le lemme suivant de [11] (voir
aussi [10]).

LEMME 2.2. Lorsque {(pgu, %0%”} appartient a L? (Q:M) X VE’W la solution
ey de (2.2) est telle que

pep€ C([0,77,L% (Q2,)) NC([0,T];VL,).

De plus, il existe deux constantes strictement positives ci et co, independantes
de € avec

2 2
VE’H> < H(tOEMHLQ(O,T,LQ(Q;‘H) =

2
Cl( H(‘OSMHLQ(Q;H) + H‘P;A
< o W8l aga ) + Ieully,, )

On peut maintenant formuler le résultat de controlabilité exacte.
THEOREME 2.3. Pour tout T > 0 et pour tout couple de données initiales
du systeme (2.1) vérifiant
0o 1 2
{ueu’uw} € VEZ x L (Q:u) )
il existe un controle interne ve,, € L?(0,T, L? (qu) tel que siug, est la solution
de (2.1), alors ue, vérifie

(2.4) ey (T) = !

o (T) =0 dans Q.
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Preuve. Posons F.,, = L? (qu) xV., F, = L? (qu) x V,, et définissons
lapplication A, : F., — F., par

(2.5) Acy {‘Pgw ‘P;u} = {wéu(o)v —1eu(0)}

olt 9, est la solution de (2.2).
Multipliant la premiere equation de (2.2) par ¢g,, intégrant par parties
sur €7, x 0,77 et utilisant (2.5), il vient

T
<A6M (()02/,17 Qp}:lu,) 9 ((pgu,v QO;H)> - A (A* @?udz> dt,
ep

ol g, est la solution de (2.1). On a alors, en appliquant le Lemme 2.2,

€1 H{SOSM’SO;MH Fep B HAEM (Spgu’@;u)‘

)
€ FEN«‘T

o, S a1 24

d’ou on déduit que A, est un isomorphisme de F, sur FE’M, uniformément

par rapport a €. Comme {ugwuéu} € FE’M, I’équation
0 1 1 0
AEM ((Ps,uv 90:—:;) = {usuv - us,u}
possede une et une seule solution dans F;,. De la définition de A,,, on a
1 0
1%;1(0) = Ugy, Yeu(0) = Ug -

Si l'on pose ve, = —@eu, on voit que 1), est la solution du systeme (2.1).
Ce systeme n’admettant qu'une solution unique, a savoir u.,, on doit avoir
ey = Uey, A0l (2.4), ce qui acheve la preuve du Théoreme 2.3. O

2.3. Limite pour ¢ — 0

Dans ce paragraphe, on fait tendre e vers zéro. Nous allons montrer que
la suite des controles converge vers une fonction qui est le controle exact du
systeme homogénéisé.

THEOREME 2.4.  On suppose que les donnés initiales de (2.1) vérifient

<cet Jg — ug faiblement dans L*(2),

leully.,,

[|u <cet ugl — uL faiblement dans L*(S2),

;MHLQ(Q;H)

ot le ~ désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie dans )7,
et ¢ est une constante positive indépendante de €. Soit v, le contréle evact
donné par HUM du systéme (2.1). Alors, lorsque € tend vers zéro, on a

Vep — v, faiblement dans L*(0,T[, L* (Q),



17 Homogénéisation et controlabilité exacte de structures minces en quinconce 105

ot v, est le controle exact du systéme homogénéisé

w| 1 i k@% _
|Yu | u, oo ay, 92 ) v, dans ]0,£[x]0, L[x]0,T7,
u, =0 surd(]0,4] x]0,L[ x]0,T]),
0
27) wa(0) = 2 dans 10,6 x )0, I,

||
/ 1 ! 1
u,,(0) = W/o u,dz1  dans 10,0 x |0, L[.

De plus, si Py, est l'opérateur de prolongement du Lemme 2.1, on a

(2.8) {Pu ~ o, faible * dans L(0,T[, H3 (),

Pyul, = u,  faible x dans L>(0,T[, L*(Q)).

Preuve. Observons qu’en fait on doit étudier la convergence de ¢, car
Vey = — ey Dans une premiere étape, nous obtenons des estimations a priori.
En vertu de (2.2), (2.3), du Lemme 2.3 et de (2.6), on a lexistence d’une

constante positive C, indépendante de ¢, telle que

(2.9)

2l 20z, < € Nlezullyy, <€ Mleaullizs, oy < ©

ce qui implique les convergences

— ‘ .
(2.10) {@gu ©, faiblement dans L“(£2),

@; — ¢, faiblement dans LQ(O,T; LQ(Q))-

Pour monter que ¢,, vérifie le probleme limite, on va régulariser le systéme
(2.2). Pour cela, introduisons 7., € V., solution du systeme

AcyTey = _‘P;u dans €,
(2.11) ;VLZ; =0 sur 905, \ Q5
Tep =0 sur Q:l?,
et posons

¢
(2.12) Veu (2,1) = / ey (2,8)ds + T2y
0
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On vérifie maintenant que ., est solution du probleme

( Yoy 4 AcpYep =0 dans QF, x 10,77,

Yep =0 sur Q:/’?,
87 * *,0
(2.13) ﬁ =0 sur (09%,\Q5)),
ep

Ve (0) = 7, dans QF

’y;M(O) = gogu dans Q:M.

Ceci est assuré par le résultat suivant demontré dans I"appendice.

LEMME 2.5. Soit Q. un domaine perforé par des trous e-périodiques.
Soit f- € V!. On suppose qu’il existe une constante ¢, positive et indépendante
de ¢, telle que | f:|,, < c. Soit 7. € ve la solution du probléme

Ao = fo dans .,

=0 sur la frontiére des trous,

Te = sur le bord exérieur de €.,

ot A. est un opérateur dont la matrice des coefficients vérifie (1.2). Alors,
il eviste f* € H™1(Q) et une sous-suite extraite de €, encore notée ¢, telle
que si Q. est lopérateur de prolongement du Lemme 2.1, on a Q7. — T
faiblement dans H} (Q), avec T vérifiant At = f* dans Q, ou A est l'operateur
homogénéisé correspondant a A..

Grace au Lemme 2.5, on sait que si 7., est solution de (2.11) alors
QepTepy — 7, faiblement dans H& (Q),

et il existe go,lj* € H1(Q) tel que

9 1t 0Ty _ 1,%
_6—%(%‘ 8—,@) = —p, " dans ]0,¢[ x]0,L][.

Par (2.12) et comme par hypothese, 7., est indépendant de ¢, on a

{ ’Yé,u (zv t) = Pep (zv t) s

(2.14)
Ve (2:8) = @y (2,1) -

D’autre part

t
Aau’)/eu (Z7 t) = / Aau‘Peu (27 3) ds + Ae;ﬂ’a;u
0
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et en utilisant (2.11); et (2.13)2 on a

t
Aau’)’au (Za t) = /0 @gu (z, 8) ds — (P;;u

d’ott AgyYey + 7L, = 0. De plus, (2.1)2 et (2.12)3 donnent 7, = 0 sur Q0.
Enfin, grace a (2.1)3 et & (2.13)2, il vient

9, £\ O
(2.15) ﬁ =0 sur 90, \ Q5

ep
Alors, de (2.11) et (2.12) on obtient

’Yz—:u(o) = Teu, ’Y;M(O) = Sogw
ce qui montre que ., est solution du systeme (2.13).

Appliquons le Théoreme 1.4 au systéme (2.13). Pour ce faire, on aura
besoin des assertions suivantes:

HTW”VE# < c et 7., converge faiblement dans L?(1).

Pour les montrer, on multiplie (2.11); par 7., € V,. En intégrant par parties,
on obtient

2 1
HTélLH = <_¢5M776M>V6/H,V5u )

d’ou
1
HTE“HVW S H905u| Vs/,u, N
Ensuite, grace a (2.9)2, on a
(2.16) ||7_5,u||vw sc

La coercivité des coefficients a;; donne 'estimation
V. <c
197l z2(e, < e
d’ou, par l'inégalité de Poincaré, on a

[ 7wl L2(9z,,) <c
Alors, par le Lemme 2.1, on a la convergence

QepTey — T, faiblement dans H ().
Puisque

PeuTenXqy, = Tepw
on a immédiatement
(2.17) Tep — |Y;| 7, faiblement dans L*(1).
En utilisant (2.9), (2.10), (2.16), (2.17) et le Théoreme 2.3, on a
P Yey — v faiblement dans L>°(0, T, H'(Q)),
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ou 7, est indépendante de z; et vérifie

y* " kl [ - / [
| I g c‘?zk (qu E)zl ) 0 dans ]0,5[ X ]07 [ x ]07 [’

Y =0 sur0(]0,¢[ x]0,L]),

(2.18) 7u(0) = 7 dans J0,¢] x J0, I,
1
7,(0) = |Y:|/ gog dz; dans ]0,¢[ x]0,L][.
0
Comme
ul, — |Yi|u), faible x dans L>(0,T, L*(2)),
il vient

Pon = Vo = e[|
et par (2.10)2 on a ¢-, — ¢,, d'ol
1
o= Y70 0u(0) = |Y,]7,(0) :/0 ¢ dz1.
De la méme maniere, on a aussi

/ o x| N _ 0 kéa’m(o) _ 0 kéaTu
(PM(O) - |YM ‘ f)/u(o) - a—Zk(qM 82’[ ) - 6—2]{(qu 6—2:Z>’

et, par conséquent,

(2.19) 0, (0) = p*.
De plus,
( 0 0
v~ — kCZ T\ 0
‘ nl 0z, (q" 625) ’
B A A kea_%@) o
H 8Zk K aZg H azk K 82’( ’
* 0 k€a¢M
Y| ) — a—zk<qu 6—25) =0,
d’ou, grace a (2.19), (2.20) et (2.18), on a
0 o
L PP .10 o R
¥2l e - 5 (a5 azg) 0 dans ]0,£[ x J0, L[ x ]0, 7T,

0, =0 sur0(]0,¢[ x]0,L]),
(2.20)

1
on0) = [ dans 10.6(x 10, LI,
0

1,%
{ ©,(0) = @,*  dans ]0,£[ x ]0, L[.
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D’apres le Théoreme 3.4, il s’ensuit que v, = —¢,. Montrons que le systeme
homogénéisé (2.7) est exactement controlable avec v,. De (2.3), (2.8), (2.21),
on a

P.ytbey — 4, faible * dans L™ (0,T; Hj (Q)),

Pl — 4, faible x dans L (0,T; L* (2)) .

Par le raisonnement de la preuve du Théoreme 2.3, on aboutit au systeme

limite
il v - o (1 5) = -
10,
I x
I[x

dans ]0,![ x ]0,L[ x ]0,T7,
L[) <10, TT,

0z T 0z,
=0 surd(]0,1] x
¥, (T) =0 dans ]0,1[ x ]0, L[,
1% (T)=0 dans |0, 10, L]
avec u,, = 1y, et u, (T) = uy, (T) = 0, et ceci conclut la preuve du théoreme. [J

Remarque 2.6. Une application de la méthode HUM au systéme (2.7)
permet de construire I'isomorphisme

A, L2(J0,1] x ]0, L]) x H~*(]0,1[ x ]0, L)
— L*(]0,1] x )0, L) x H} (]0,1[ x ]0, L[),
A s () = (@Y ]~V -

En effectuant les mémes calculs que ceux du paragraphe précédent, on obtient

Ll Ll
i [ 000 =000 () dzaten= [ [z

et A, est défini par
Ay (2h o) = (,(0), =,(0) ,
d’ou
<A’u, (@2’ Spllj) SOM’ SO/,L |Y*‘ / / SOM dZQdZB

Alors, le Lemme 2.2 donne

e (Ie2ll” + llehl) < %] (A (e ih) - (5 00))
On en déduit
1) | < 1V A (e 20l
et, finalement,
18, (& ) | < el (e )]
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Il s’ensuit que A, est un isomorphisme. Alors, I’équation

ul ul
(‘Y—i’ - |Yi‘> = Ay (302’30;11) - (1%(0)’ —¢u(0))

a une unique solution dans L2 (]0,1[ x |0, L[) x H~1(]0,1[ x ]0, L[). Par consé-
quent,

Uep — v, faiblement dans L?(0,T; L*(Q))

avec v, controle exact du systeme (2.7).

3. CONVERGENCE DES CONTROLES LORSQUE 1 — 0
3.1. Limite de u,
Nous allons étudier le comportement asymptotique de u, lorsque p tend
vers zéro, ainsi que la stabilité des controles par rapport a ce passage a la limite.
PROPOSITION 3.1. L’énergie E du systéeme (2.7) vérifie
(3.1) E,T)=E,0), VT >0,
1.e., on a conservation de l’énergie.

Preuve. En multipliant la premiere équation de (2.7) par uL et en intégrant
par parties sur € x ]0,7[, on trouve

L pl T
_ ron _
/0/0/0 2 (3 — p) wyuy,dzodzsdt — q /// ”8zk 8Z£)d22d23dt 0,

ce qui implique

8uM8uM B
(3 — u/ // = 2 qtds + - Sd /// = 8zeazk>dtdz—

Par conséquent,

L L T L Z .. Ou
y* ! 2‘ dzod / / kY% © ‘ dzodza =
/0 /0 ‘ u‘ ‘uu| 0022 Z3 + o Jo 9y Dz 8Zk> z2dzz = 0.

Si l'on note

ouy, (t) Ouy, (t
/ / ‘Y Hu ‘ d22d2’3+/ / (M %MZZ Qg;}i )> dzodzs,

l'identité (3.2) dit qu’on a conservation de ’énergie, i.e. (3.1). O

Le comportement asymptotique de w,,, solution de (1.10) lorsque j tend
vers zéro, est donné par le résultat suivant.
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THEOREME 3.2. [l existe une sous-suite extraite de {u}, notée encore
{u}, telle que

(3.3) {ug —u®  faiblement dans H}(]0,¢] x 0, L[),
u}j* — ! faiblement dans L*()0,4] x |0, L[),
et
(3.4) {uu —u  faible x dans L>(0,T, Hy (]0,4] x |0, L[)),
u, —u'  faible x dans L>(0, T, L% (]0, 4] x ]0, L])),

ou u est la solution du systeme

( " kl &*u
bu” = qu 62;4321
u=0 surd(]0,¢]x]0,L[x]0,T[),
(3.5) e
u,(0) = 5 dans 10,¢[ x |0, L],

/
W(0) = % dans 10, €[ x 0, L.

=0 dans ]0,¢[ x]0,L] x]0,T7,

Les coefficients ql’j‘l sont donnés par

* *
Qa3 = 432 = 0,
(3.6) " 4A " 2A
o= —————— 433=
41103313031 aj1a22—a12a21

ou A est le déterminant de la matrice (a;;) .

Preuve. On remarque tout d’abord que

B0 =515 I L e
— * 2 -
2|y T RERORARED Ty 2] 02 ] 2o, guo,p | 92 Il L2qo.eix10.z0
Par ailleurs, les estimations

ou?
3.7 ub|? 5/ ul 2dz§cu2, '—” <cp
BD "o 0,20 Q‘ i 9z [ L2(0,61x10,L()

impliquent alors que l'on a
(3.8) E,(0) < cp.
Par la conservation de 1'énergie (Proposition 3.1), il vient alors

(3.9 E,(T) < cp.
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On pose ,uflq/]jl = qﬁl + Hﬁl avec Hfjl — 0 dans R, ainsi ,uflq/]jl — qz;, Ol
q;; sont donnés par (3.6). On peut alors écrire

“1 g | Ot Ouy _
Bkt 0z 0z N
k11L2(0,1[x]0,L]) L 1122(10,1[x]0,L])
. ou ou
“k lL2(0,1[xJ0,L]) 1| @21 11 L2 (jo,1[x]0,L])
* u duy, ?
= ((Iu + ‘%) sy .
2111 £2(10,1[x]0,L[)
On choisit maintenant p tel que 95 q” . I vient alors gj; + 9” %l*l Par
conséquent,
2
© H“uHL2(]Ol[x]o Ly S ' O < cfi.
T 9z L2(]0,1[x]0,L[)
Alors de la coercivité évidente des cofficients g, et de (3.7), (3.8) et (3.9),
on a
||uu||L<>o(o,T,Hg(]o,z[x]o,L[)) <¢ Hulc||Loo(o,T,L2(]o,z[X]o,L[)) s

ce qui implique les convergences
{uu —wu  faible x dans L™ (0,7, Hg (J0,¢[ x ]0, L[))

w, = faible * dans L™ (0,7, L*(]0,£[ x ]0, L[)) .

(3.10)

D’autre part, les estimations (3.7) nous donnent
,u_lug — Y faiblement dans H3(]0,¢[ x |0, L[),
,u_lullj* — ! faiblement dans L?(]0, [ x ]0, L[),
d’ou les convergences (3.3) et (3.4).
Il reste & montrer que (3.5) a lieu. Soient ¢ € D (]0,¢[ x]0,L]), v €
D (]0, 7). Multiplions la premiere équation de (1.10) par v et intégrons par

parties sur (]0,¢] x ]0, L[) x ]0,T"[, on obtient alors
(3.11)

ou
-1 kﬁ H
—QH///UHQOU dz2d23dt+/// 4 6Zgazk vdzdt =0,

ou l'on passe a limite pour trouver

/ / / LU szdZ3dt—|—/ / / gg: —(pvdzdt—O
Z
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En intégrant une deuxiéme fois par parties, on déduit la premiere équation de
(3.5). Grace a la deuxieme équation de (1.10) et & la premiére convergence de
(3.4), la deuxieme équation de (3.5) est aussi satisfaite.

Montrons maintenant que les deux dernieres équations de (3.5) sont
aussi satisfaites. Pour ce faire, multiplions la premieére équation de (1.10) par
v avec

¢ € D (]0,£[x]0, L]) x]0,T]) et v € D(0,T[), v (T)=0, v (T)=0,

et intégrons par parties deux fois par rapport a t. Il vient alors

T (L ot Lt
/ / / (6 — 2u)u,pv” dzgdzsdt + / / (6 — 2)u,, (0)v'(0) pdzodzz—
o Jo Jo
bt 1 ke Oy 00
— -2 dzod B vdzdt = 0.
[ 6 mionopazaz+ [ [ [ it G 0=
Le passage a la limite donne
T L b L e
/ / / 6uv” pdzedzsdt + / / u® v’ (0) dzodzz—
L Ou Oy
u ov(0)dzodzg + —wvdzdt = 0.
6,2@ 2k
En intégrant par parties et en utilisant (3.5);, (3.10) et (3.11), on trouve
T L 4 L e .
/ / / 6u” v dzodzgdt + 6/ / (uv')|0 pdzadzz—
o Jo Jo o Jo
L pt T L ot
- 6/ / (u'v)], ¢ dzadzs + / / u® v'(0) ¢ dzodzz—
o Jo o Jo
Lot T (L ot 92w
— u v(0 dzdz—/ / / ; vdzdt = 0.
/0 /0 (0) pdzadzs s o Lo kaazgazkw
Grace a (3.5)1, il vient
L L L L
v'(O)/ (/ u0g0d22>dz3—v(0)/ (/ ulgod22>dz3+
0 0 0 0
L, ot L, pt
—|—6v(0)/ (/ u’(O)adeQ)d23 — 60 (0)/ (/ u(O)gpsz>dZ3 =0.
0 0 0 0

En choisissant v tel que v(0) # 0 et v/(0) = 0, on a v/(0) = u! /6. Ensuite avec
v tel que v(0) = 0 et v'(0) # 0, on obtient u(0) = v°/6. O




114 Nadia Aib 26

3.2. Convergence des controles

Maintenant, nous allons étudier la convergence du controle v, = —¢,, du
systeme (2.7) avec ¢, donné par (2.20). Pour ce faire, nous aurons besoin du
lemme suivant.

LEMME 3.3. On suppose que les données initiales @27%15* du systeme
(3.28) wérifient

@) € L2 (10,4 x]0,L[), ., € H(]0,4[x]0,L]).

Alors il existe deux constantes ¢y et co, positives et indépendantes de u, telles que
02 —21], 1,%][2 2
Cl{H‘%ngo,e[x]o,u)ﬂ‘ [ HH*l(]O,E[x}O,L[)} = H(pﬂHLQ(O,T;LQ(]O,E[X}O,L[)) =

< c{ H(p?lHiQ(]O,E[X}O,L[) + 'u’72H(‘Olll’*H?f—l(]O,E[X}O,L[)}'

Preuve. On commence par régulariser le systeme (2.20). Introduisons 7,
solution du systeme

a kl 87—“ _
(3.12) EPn (qﬂ azl> Y

};* dans (]0,¢[ x ]0,L][),
7, =0 sur0(]0,¢[ x]0,L]),

et soit 7, la fonction définie par

¢
Yu (2, 1) :/0 o (2,8) ds+ 7.

On vérifie comme dans le paragraphe précédent que v, est solution de
0 o
x| N keY Ty
|Yu ! ’yua—% <qu 8—@) =0 dans J0,¢[ x]0,L[ x]0,TT,
(3.13) =0 surd(]0,¢[ x]0,L]),
VM(O) = Tu dans ]076[ x ]07 L[v
7,(0) = @2 dans ]0,¢[ x ]0, L][.

Par (3.5), pour tout ¢t € [0,7] on a

1 [l k|| On Ll _

(3.14) |Yﬂ| HV/LHB(]O,E[x}O,LD t H 0z ‘ L2(}o,e[x}o,L[)H Oz, lz2(001xj0,L])
_ * 012 kl % % _

- ‘YM H(P”HH(]O,E[X]QLD t H 0z LQ(}O,Z[X]O,L[)H Oz lL2qoexjo,Ly
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ou C est une constante positive. Grace a (3.12), il vient

/ / -1 kl 87—” T“ dZQng— <90;1/*’TH>'

En appliquant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient
(3.15)

1 kl aTM
dzodzg <
/ / 821 22023 > d 2c

D’autre part, en utilisant (3.8) et (3.9), on obtient

|97 ||
HE(10,£[x]0,L])

’ 2

H=1(]0,£[x]0,L])

/ / ,u_lqllje( “) dzodzz > ¢ 87—“ .
L2(]0,£[x]0,L])
Si on choisit 4 tel que ¢ = Z4, I'inégalité (3.15) devient
Caft %‘ ? <
(8.16) 5 ooy = o 18 Mot

Combinant (3.14) et (3.16), il vient

X . 2 112
Y] H%HB(M [x]0,L]) = (‘Y | H‘P;OLHL%]O,Z[X]O,L[) + m H‘P;IL HH*l(]O,Z[x]O,LD )’
car 7, = ¢y Alors,

2 _ )
lelFagoiozn < © (12 2ago.tuio.n + 7 1k s goaeion)-

Montrons maintenant 'inégalité inverse

2 _ w112
@ (H‘PgHm(}o,e[x]o,L[) +p? H@i HH*H]O,E[X]O,LD) = H‘PuHi2(]o,e[x]o,L[)-

Pour cela, soit p(t) = t2(T —t)*. En multipliant la premiére équation de
(3.13) par p -y, et en intégrant par parties, on obtient

« O 8'y
d dzzdt =
/ / / ey Dz 1205
|Y* / / / ’Yu szdzgdt+/ / / ’Yu’Y;/L dzodzsdt|.

Compte tenu de (3.14) et (3.15) on a

C/ dt—2|Y*|/ // )% dzodzgdt+
| / / / 1) 2y dzadzgdt,

(3.17)



116 Nadia Aib 28

Appliquant l'inégalité de Young au second terme du membre de droite de
(3.17), on obtient

T rL pL
/ / / ’YM’YL dzodzgdt < Oé/ / / p(t)’yi dzodzzdt+
(3.18) o Jo Jo
2

+ () /0 ! /O ' /O Z (7.)? dzedzsdt,
cla) = — v

4all p ‘Loo(]o,T[)'
D’autre part, si ¢, désigne la constante de Poincaré, alors on a

2
(3.19) /// ’deZQdZ3dt<c/ // aZ: Dl 2zl

Compte tenu de (3.14) et (3.15), de (3.19) on déduit

50 [ [ [ sorgaenta <

2 2 qi; 1 0T, or
<c{l4 M5 |52 -
- Cpc{ H%‘HLQGWMQLD 0z 1L2(j0,¢[x]0,L]) Il Oz, LQ(]O,Z[X]O,L[)}
Ensuite, en reportant (3.18) et (3.20) dans (3.17), on obtient

" pmarkd vl — 260 [v2| |

; p(t) | H"PHHB(]o,e[x}o,L[) . o HH“PuHL%]o,e[X]o,LD"'

Ham

821
qM 0T,

‘Ga—Ha—zl(

< { vy oMl Lo 0,77 + () b } HVLHi%o,T;L?(}O,Z[x}&LD) ’

Grace a la convergence de p 1qul vers qy,;, on en déduit

ou
1

o7y
0z,

L2(]0,¢[x]0,L[)

£2(]0,£[x]0, LD‘
H%
L2(]0,¢[x]0,L]) Il Oz,

<
LQ(]O,E[X]O,L[)} o

0T,

aTM‘ L2(]0,¢[x]0,L[) H 0z,

2
\\‘P%’L?(]o,e[xloi[) i

L2(10,4[x]0,L[) —

< HSO/L”L%}O,@[x}O,L[) :
D’autre part, la formulation (3.12) donne l'estimation
H%
12(10,¢[x]0,L]) 1| Oz,

1, %
[{ou™ )] < C“H 0z ‘ L2(10,¢[x]0,.L]) —

0Ty
< capt [|ull g3 g0,e0x70,L0) Ha—zl

£2(]0,¢[x]0,L[)
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Par conséquent,

w12
lew HH—l(}O,E[x}O,L[) <C”HVTHHL2 (10,[x]0,L[)’

ce qui reporté dans (3.21) donne

2 _ w112
C2{H¢2HL2(}o,e[x]o,L[) +u 2“90/%5 HH—I(}O,Z[X}O,L[)} < HSOHH%Q(]O,E[X]O,L[)’
qui acheve la preuve. [

THEOREME 3.4. Soit ¢, solution du probléme (4.3). On a alors les con-
vergences

(3.22) {/flgog — % faiblement dans L*(]0,£[ x 10, L),

1 1(,0}11* — pb*  faiblement dans H~1(]0, /[ x ]0, L|),
et
(3.23) p e, — ¢ faiblement dans L*()0,¢] x |0, L),

ou @ est la solution du systeme

0 [0y
n_ox Y LYYN
6" ~ i (8%) 0 dans 10,¢[ x 0, L[ x ]0, T,

=0 surd(]0,¢ x]0,L[),

©(0) = ¢°  dans 10,¢] x )0, L],

1,%
¢'(0) = % dans 10,¢[ x 10, L[.

Preuve. Tout d’abord, on a les estimations

6o 2w < e YA (s )

ek < el + Tk <

ce qui, par le Lemme 3.1, donne

2 — * *
H‘Pgum(]o,z[x]o,u)"'” *Jleow HH l(og[ <|Yr ] (Aen (9 007), (o 07))
< [Vl Aeu (s )\F (oM < err®,

et alors on a

2
H(‘OHHLQ (10,6[x]0,L]) = {H‘puHIﬁ( 0.0xj0,Lp) T H “len HH*(]O,E[X]O,LD} <o’
et aussi

||SOHHL2(]O,E[X}O,LD = cp-
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Par conséquent,

Hﬂfl@gum(}o,e[x]o,u) +le"e HH 1o,x]0,L) T I %HL? (10,¢[x]0,L[) =

On en déduit les convergences (3.22) et (3.23).
Comme les données initiales sont peu régulieres, avant de passer a la
limite dans le systéme (2.20), on régularise le probléeme en posant

2 1% < ec.

(3.24) Yu (z,t) = /0 ou(z,8)ds + 7, (22, 23) ,

ou 7, est solution de
9 ke 87—# 1,%
T — ) =—p; d 0,4] x 10, L[,
0z, (q” 8Zg) P ans |0, £ x | [
7, =0 surd(]0,¢] x]0,L]).
En procédant comme dans la preuve du Théoreme 3.1, on vérifie sans peine
que 7y, est solution du systeme

V|~ - azk< ﬁ’»’gz;) 0 dans ]0,¢] x ]0, L] x ]0, T},
(3.25) Yu=0 sur d(]0,£[ x ]0,L[),
Yu(0) =7, dans ]0,¢[ x ]0, L[,

7,(0) = g02 dans 0, 4] x 0, L][.
On a facilement 'estimation
17l 21 0,0,y < s
de sorte que
ptr, — 7 faiblement dans H'(]0,¢[ x |0, L).
On en déduit I'estimation
H’YH||§{1(}O,£[><}O,L[) < op?
et les convergences
p~ 'y, =~ faible * dans L™ (0,7, H*(]0,¢[ x |0, L[)),
ptyl, =+ faible x dans L™ (0,7, L*(]0,£[ x ]0, L)) .
En passant ensuite a la limite dans (3.25), on obtient
6y — q,jga%(g—;) — 0 dans ]0,¢[ x 0, L[ x 10, 7],
(3.26) v = sur 0 (]0,¢[ x |0, L]),
v(0) =7 dans]0,¢[ x |0, L[,
7'(0) = ¢°  dans ]0,£[ x ]0, L[,
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ou 7 est solution du systeme
0 , OT N
o (g ) = = dans J0flx 0.2,
7, =0 surd(]0,¢[ x]0,L[).

Comme
v €C ([0,T]; Hy(]0, £ x 10, L)) nC* ([0, T7, L*(J0, €[ x 0, L)) N
NC? ([0, 7], H'(]0,¢[ x ]0, L[)) ,

on vérifie sans peine que ’yL = ¢, 7 = ¢ et (3.26) n’est autre que le systéme
de 'ennoncé du théoreme. Ceci acheve la démonstration. [

Appendice. Preuve du Lemme 2.5

Notre preuve, basée sur le théoreme de compacité par compensation
de Murat [13], utilise essentiellement des idées de lappendice de J. Saint
Jean Paulin et L.R. Tcheugoué Tébou [14]. Dans tout ce qui suit, ¢ désigne
différentes constantes positives indépendantes de ¢.

Introduisant p., solution de

2 2 2
_*1ap€_8p5_8p2€:feu danSQ*

023 023 023 H
(A1) pe =0 sur Q:l?’
8;5 =0 surly,,
v
Iéquation Ag, 7, = fep s’écrit
_10A1 04 .
(A.2) — [5 18—,21 + a—zz} = fep  dans Q7.

En soustrayant (A.2) de (A.1), on obtient
_, 0 op 0 dp
L= (4 -5 — A — =) =0
c 82’1 ( ! 821> + aZg ( ¢ 8Zg> 0

ol — A pe — 1 aTau ‘ 87'5“ Ope

— = A1 —=— + Qi .
ep 0z 0z 0z 0z

On vérifie facilement que

Posons
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Comme on a Hffu”vg“ < ¢, on en déduit

I7eull e IVPellpaas s < € IFeullpa@ype < e
Alors, apres extraction éventuelle d’une sous-suite on a

{ ©eTep — T, faiblement dans Hj (Q),

Gep — 0, faiblement dans [L?(Q))?,

ou o, vérifie

(A.3) %(/01 Jﬁdzl) =0.

Soit h € D (), on introduit n., définie par

_ 5! (5718(quweu)) . (a(quWw))’

Men = o 821 M 8Zg
avec
A Wey =h  dans QZH,
We =0 sur Q:l?’
aw,
HE =0 sur |
dva,,
En remarquant que
877€u 8(Qs,uW€u) _ 8(@57—Eu) 8Wz—:u Vi,j=1,2,3

azi aZj 82’@' azj ’

et aussi que

Nep :Al (6—18(Q5W5u)> +A€8(Q€W€u)
(A.4) 071 0z
_ 6_ﬁ€<€—16(Q€MW€M)) 0 9(QepWey)
0z 0z ) 0z ’
il vient
—8(QW ) 8(Q5W5) —17 a(Qz—: Ts) Py a(Qs Tz—:)
1 eWen m _ 171 pTep 7 uTep
A (5 0% ) + A Oz £ Sew 021 e 0z
ou
. oW, Wey oW, oW,
1 _ -1 |
en =€ a1 8;” +a 627’ en =€ dn—g £+ ag, 8z;“-
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Soit ¢ € D (), ¢ indépendante de z1, on a alors

/(61 1 0(QepTen) +€1z 8(QspTeu)>S@dZ

B Oz

(A.5)

oel, ol - D
- _ —1 7Hep Ep dz — l 2 dz.
/Q<5 02, + D2 )Qs;ﬂ—z—:u%@ < /95311 (Qs;ﬂ’z—:u) P z
Le terme de droite converge vers
‘ O
I:/ |Y | hT,u,SO) /<€MTH8—Z£)dZ.
Par ailleurs, on a successivement
Dy
/fu Tug, dz—/ / 8z@ / fudzl dzodzs
oW,
ke
/ / ”82@ T Oz )ddeZg
87 ow, w0 O°W,
[ B e [ oo e

l
0 8W

/ T“ M )@ dzodzz — / / !Y*‘ © 7, hdzadzs.
8Zg

Alors

or,
J = M
/ / 8z@ ) pdzodzs.

Par conséquent,

A, (gfla(QeuTau)) +A£<8(Q6/ﬂau)) N

(A.6) or 35[1/ oz
— gt 6;; 62; faiblement dans D’ (£2).

On s’intéresse maintenant au deuxieme terme de (A.5). La méthode des
échelles multiples utilisées dans [2] donne

W =Wy +2( = X, 8W)+e2aW“

W) GE) FE W
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ou W, = liH(l) Weps Xu est la fonction correcteur donnée par le systeme (1.12),
E—

tandis que 0, (le correcteur du deuxieme ordre) est solution du systeme

¢ 0 8«9 ¢ 0 Bl < 0 (Xu k) .
tij 6yl (8y X“’u3> = ‘Yu‘ - asz dans Y,
ol
@ij (a—; - XH,UJ>VZ =0 sur aNy:,
J

Hf; périodique en 7.

On vérifie aisement 'estimation
9@

u‘ sy =€ (avec ¢ une constante indépendante de ¢).
[L2(Y;0)]

On a aussi

We ___ N (y) OW,

_ 2 pl 1 < e
071 Oyr Oz TeBe(z)  avee HREHHl(Qﬁu) =
8/‘/175” 355,[; (y) 8Wp ) ‘
_ _— < .
0zp (1 Yy ) 0zp + eRE (Z) avee HRE Hl(Q;M) =¢

Ensuite, on a successivement

Op: 0 (QEWEM) o % 8fw7€u B pe (671 0 (QEWEM)) % aws,u

azi 82’@' N 82’@' azi N 8z1 8z1 8Zg 8Zg
0p [ OXp\OW, | Ope ¢, OX\ OWep
= - ) —= 1— R.
0z1 ( 8y1) 0z * 0z ( 8yg) 0z + R (2)
- OxX.,\ W,
T 0z ( Hie = Oy; ) Oz R (2).
Posons
X!\ Op-
Gen = (Mie - 6yi>621'

Il est clair qu’on a la convergence
gep — g;, faiblement dans D' (Q).

Soit maintenant ¢ € D (), ¢ indépendante de z;. Il vient

_10(QeWey) 9 (QeWep)
_ 1 1 errep l 1
/an(de—/Qaw<€ — 0 )¢d2+/§20€”782g pdz

ol Ao )
_ —1Y%%p ep _ ’ o
— /Q (E Dor + A >W5M pdz /QUW (Q:Wep) o dz.
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On a alors

/angodzé/ﬂa W”@Zd // 6,2@ / Jﬁdz1>WMszdZ3+
L ) B
et, grace a (A.3),

/nw gpdz—>/ / o dz1> aaz”

1
(A.7) Ney — (/0 Uﬁ dz1> 882/: faiblement dans D’ (Q).

Combinant alors (A.4), (A.6) et (A.7), on obtient
ot oW, ow, ! ow,

ke 9Tp [ t ¢ 1

qu 82’( 82’( gu aZg (/0 7 Zl) aZg

Comme le choix de W, est arbitraire, on en déduit

1
keaﬂt . ¢
-9, = ; o,dz

ie.,

u Oz
et, par (A.3),
ke 62TH _ agu
m0z2 0z’
avec 5
99
€ H™ (]0,4] x ]0,¢
e 17 0.0 % 10.0)
car gy € L2 (]0,£[ x ]0,4[). T1 suffit maintenant de choisir
. _ 9
=2t
&7

pour que la preuve du Lemme 3.2 soit terminée. [
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