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Convoluţii


Algebra măsurilor cu semn pe (,B(()

Teorema 1. Algebra (M((,B(()),+,(,() a măsurilor cu semn mărginite de pe dreapta reală este o algebră Banach comutativă. Această algebră are divizori ai lui 0, deci nu este un inel integru.

Demonstraţie. Într-adevăr, completitudinea se ştie de la teoria măsurii. Repetăm, totuşi raţionamentul. Dacă ((n)n este un şir Cauchy de  măsuri cu semn atunci 

(1.1) ( ( ( 0 există n( ca n ( n( ( ║(n+k - (n║( ( ( k ( 1 

Arătăm că atunci acest şir este convergent. Demonstraţia se bazează pe tehnica de accelerare.


Fie k(1) ( k(2) ( …. un subşir cu proprietatea că  ║(k(n)+j - (k(n)║ ( 2-n ( j ( 1.  Fie (n =  (k(n+1) - (k(n) şi (0 = (k(1) . Fie ( = 
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n . Cum ║(║ = ║(0 + (1 + (2 + …║ ( ║(0║+║(1║+║(2║ + … ( ║(0║+ 2-1 + 2-2 + … = ║(0║ + 1 rezultă că ( este o măsură cu semn. Arătăm că ║( - (n║ ( 0. Într-adevăr, fie ( ( 0 şi N ca 3(2-N ( (. Fie n ( k(N). Atunci ║( - (n║ ( ║( - (k(N)║+║(n - (k(N)║ ( ║(N + (N+1 + …║ + 2-N ( (2-N + 2-N-1 +…) + 2-N  = 2-N+1 + 2-N  = 3(2-N ( (. Deci şirul este convergent. 


Unitatea în M((,B(()) este (0. Proprietăţile de distributivitate ale convoluţiei în raport cu adunarea precum şi faptul că dacă a,b ( ( , ( ( M((,B(())  ( a(b() = (ab)(  sunt evidente, la fel ca şi comutativitatea. 


Mai avem de arătat că ║(((║ ( ║(║(║(║. 


Dar ║(((║ = sup ( (
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Fie f : ( ( ( ca ║f║ = 1. Atunci  (
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(x+y)d((y)d((x)( . Să considerăm funcţia g(x) = 
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(x+y)d((y) = 
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xd( unde fx(y) = f(x+y). Cum ║fx║= ║f║=1 rezultă că (
[image: image7.wmf]ò

f

xd(( ( ║(║ ( x ( (. Deci ║g║ ( ║(║ ( (
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d(( ( ║g║(║(║ ( ║(║(║(║.


Arătăm acum că această algebră are divizori ai lui 0. 


Vom construi un exemplu în care (  este o repartiţie iar ( este diferenţa a două repartiţii şi ((( = 0. 


Ceea ce revine la a construi două probabilităţi (1, (2 ca (((1 = (((2 şi totuşi (1 ( (2. 


Vom pleca de la următoarea observaţie: 


Fie ((x) = (1 - (x()+ şi T =U(0,1)(U(0,1). Atunci ( este densitatea repartiţiei T – aşa numita repartiţie triunghiulară standard. Obţinută din convolutarea uniformei standard cu ea însăşi. Funcţia sa caracteristică este, evident,  ((t) = 
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. Această funcţie este evident integrabilă deci teorema de inversiune spune că ((x) = 
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(1.2)

((x) = 
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adică ( este transformata Fourier a măsurii ( avînd densitatea f =
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Cum ((0) = ((() = 1, această măsură este chiar o probabilitate.

Fie X o variabilă aleatoare ca P(X-1 = f((. Atunci variabila aleatoare aX , a ( 0, va avea densitatea 
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(1.2) fa(x) = 
[image: image15.wmf])
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, (a = fa(( şi (a (t) = (aX(t) = EeitaX = (X(at) = ((ax) = (1 -a(x()+ 

Construim acum exemplul nostru. ( va fi cel de sus, adică (1; (1 va fi (1/2 iar (2 = ((+2(1/4)/3 . Cum (1 are densitatea 

(1.3)

g1 (x) = 
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şi (2 are densitatea

(1.4)

g2(x) =  
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 rezultă că (1((2. 

Totuşi, (((1 = (((2. 

Într-adevăr, funcţia caracteristică a primei repartiţii este 

(1.5)

(1(t) = ((1(1/2)(t) = (1-(x()(1-(x(/2)1(x;(x((1(

Funcţia caracteristică a lui (2 este 

(1.6)
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 deci pe intervalul (-1,1) coincide cu 1 - (x(/2  .


Urmează că funcţia caracteristică a lui (2, notată  (2(t) coincide cu (1(t), deoarece în afara intervalului (-1,1) cele două funcţii se anulează. 


Din teorema de unicitate a funcţiilor caracteristice rezultă că (((1 = (((2 sau, altfel spus, că ((((1-(2) = 0 deşi (1-(2 ( 0 şi ( ( 0. 


Ca o consecinţă, dacă notăm

(1.7)

 f(x) = 
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obţinem că f ( 0, g ( 0 şi f(g = 0. (

Observaţie. Ceea ce am folosit în demonstrarea existenţei divizorilor lui 0 a fost teorema Polya, (vezi Tudor 1983) care afirmă că orice ( funcţie continuă pară, convexă pe (0,() cu proprietatea că ((0) = 1 şi ((() = 0 este o funcţie caracteristică a unei repartiţii simetrice pe dreaptă. Demonstraţia ei se bazează pe observaţia că orice funcţie convexă pe (0,() , descrescătoare,  cu ((0) = 1 este o limită  de combinaţii convexe de  funcţii de tipul (a de la (1.2).

Această teoremă furnizează o metodă de a construi diverse repartiţii (e drept, simetrice) ale căror funcţii caracteristice coincid pe (-a,a( dar ele sunt diferite.  .


Totuşi, dacă ( este discretă , o patologie de tipul celei de mai sus nu se poate întîmpla.

Propoziţia 2. Fie ((0 o măsură cu semn discretă cu suport finit. Dacă ((( = 0 , atunci ( = 0.

Demonstraţie.  Fie ( = 
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(1.8)

((t) = 
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Presupunem x1 ( x2 ( …(xk şi pj ( 0 ( j. Aceasta nu este o restricţie, căci în definirea lui ( oricum nu intră acei j pentru care pj = 0.

Fie O = (t ( ((t) = 0(. Vom arăta că Oc este densă în ( sau, ceea ce este echivalent, vom arăta că O nu conţine nici un interval.
Să presupunem contrariul. Adică există a ( b ca

(1.9) a ( t ( b ( ((t) = 0

Funcţia ( este indefinit derivabilă pe (a,b). dacă ( = 0, ar trebui ca şi derivatele să se anuleze. Derivînd (1.8) de n ori ajungem la egalitatea

(1.10)

a ( t ( b ( 
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Fie j0 ca (xj0( = max ((xj(; 1 ( j ( k(. Este adevărat că j0 ( (1,k(, dar acest lucru nu ne interesează. Fie yj = 
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(1.11)

a ( t ( b ( 
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Avem două cazuri.

Cazul 1. j0 este unic. Atunci (1.11) se scrie ca

(1.12) 
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Trecînd la limită în (1.12) şi observînd că  yjn ( 0 dacă n ( ( , rezultă că 
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Cazul 2. Sunt doi indici in care se atinge maximul. Aceştia nu pot fi decît 1 şi k ; anume x1 = -xk . Atunci (1.11) devine 

(1.13)
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Dar suma din dreapta tinde la 0; rezultă că şirul 
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trebuie să tindă şi el la 0; de unde neapărat trebuie ca şirul 
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(deci (-1)n(constantă  ) să fie convergent. Lucrul nu se poate întîmpla decît dacă p1 = 0, ceea ce am negat.


Contradicţia obţinută provine din ipoteza absurdă că O ar conţine, chipurile, vreun interval deschis . 


Deci Oc  este densă. 


Presupunem că ((( = 0 . Deci (((t)(((t) = 0 ( t ( (((t)(((t) = 0 ( t ( Oc ( (((t) = 0 ( t ( Oc . Dar (( este continuă; o funcţie continuă care se anulează pe o mulţime densă trebuie să fie identic nulă. Din teorema de unicitate deducem că ( = 0. (
2.
 Aritmetica repartiţiilor pe dreaptă

Definiţie. Spunem că o repartiţie ( este degenerată dacă ( este de forma (a , a ( (. Spunem că o repartiţie ( este necompozabilă dacă ea nu se poate scrie sub forma (=(1((2 unde ( sunt repartiţii nedegenerate. Dacă ( nu este nedecompozabilă spunem că este decompozabilă. Dacă pentru orice n ( se poate scrie sub forma ( = (1((2(…((n cu (j nedegenerate, spunem că ( este indefinit decompozabilă.

Repartiţiile indefinit decompozabile sunt sigurele care pot fi repartiţii ale unui proces cu creşteri independente (xt)t ( 0.   

Dacă ( se poate scrie sub forma ((n cu ( nedegenerată, spunem că ( este o putere. Dacă n = 2, spunem că ( este un pătrat perfect. Un caz limită este cel în care ( se poate scrie sub forma (n(n pentru orice n. Atunci ( se numeşte indefinit divizibilă. 

Repartiţiile indefinit divizibile sunt singurele care pot fi repartiţii ale unui proces cu creşteri independente staţionar, adică avînd proprietatea că repartiţia variabilelor aleatoae xt – xs cu s ( t depinde doar de t – s.

Analog, o măsură mărginită cu semn ( este decompozabilă dacă se poate scrie sub forma (1((2 cu (1, (2 nedegenerate. Am văzut în primul paragraf că şi măsura identic nulă este decompozabilă, putînd lua chiar (1 o repartiţie şi (2 diferenţa a două repartiţii. 

Exemplu. Fie S2 =(p0(0 +p1(1 +p2(2( p0 +p1 +p2 = 1, pj ( 0, 1( j ( 3( mulţimea repartiţiilor pe mulţimea (0,1,2(. Repartiţiile decompozabile din S2 sunt cele pentru care există două repartiţii (1 şi (2 ca ( = (1((2 .  Să remarcăm că atît (1 cît şi (2 trebuie să fie discrete, deoarece am văzut că o repartiţie continuă convolutată cu orice altă repartiţie rămîne continuă. Deci (1 = 
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(a+b = p0(0 +p1(1 +p2(2 ( (a+b(a(A,b(B( = (0,1,2(. Fie A = (a1 ( a2 ( … ( am ( şi B = (b1 ( b2 ( … ( bn (. Cum vrem ca (j să fie nedegenerate, m şi n trebuie să fie mai mari sau egale ca 2. Dar A+B conţine submulţimile (a1+bj, am+bj (1 ( j ( n( (care are cel puţin n+1 puncte) şi (ai+b1, ai+bn (1 ( i ( m( (care are cel puţin m+1 puncte) . Cum A + B are trei puncte, trebuie ca max(m+1,n+1( ( 3. Deci singurele valori m,n care convin sunt m = n = 2. Urmează că (a1+b1, a1+b2, a2+b1, a2+b2(= (0,1,2( ( a1+b1 = 0, a1+b2 = 1, a2 + b1 = 1, a2 + b2 = 2 ( A = (a,a+1(, B = (-a,-a+1(, (1 = q(a+(1-q)(a+1 , (2 = r(-a+(1-r)(-a+1 , (1((2 = qr(0 + (q+r-2qr)(1 + (1-q)(1-r)(2 . Repartiţiile decompozabile sunt deci cele cu proprietatea că p0 = qr, p2 =(1-q)(1-r) cu 0 ( q,r ( 1.

Putem preciza mai mult rezultatul folosind funcţia generatoare. 

Ea are forma 

(2.1) g((x) := g(x) =  p0 + p1x + p2x2
Dacă ( ar fi decompozabilă, ar trebui ca g( să se poată scrie sub forma g1g2 unde g1 şi g2 să fie funcţii generatoare . Pentru aceasta ar trebui ca ( = p12 – 4p0p2 ( 0.

 Ajungem la concluzia 

Propoziţia 2.1. Singurele repartiţii pe Z3  care sunt decompozabile sunt cele de forma 

(2.2) ( = p0(0 + p1(1 + p2(2 cu p12 ( 4p0p2 

Singurele pătrate perfecte sunt cele cu proprietatea că ( = 0, deci p12 =  4p0p2
(2.3) Demonstraţie. A mai rămas de demonstrat doar că (2.2) implică faptul că ( este decompozabilă. Din (2.1) vedem că cele două soluţii ale ecuaţiei g((x) = 0 sunt negative, deci

(2.4) g(x) =  p2(x+a)(x+b).

 Fie g1(x) = 
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 şi g2(x) =p2(1+a)(x+b). Cum g1(1) = g2(1) = 1, g1 şi g2 sunt într-adevăr funcţii generatoare şi am obţinut că ( = (
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(1)((bp2(1+a)(0 + p2(1+a)(1). 

A doua afirmaţie rezultă din aceea că ( este pătrat perfect ( g( este pătrat perfect. (

Consecinţă. Repartiţia uniformă pe Z3 este nedecompozabilă.


Intr-adevăr, acum pj = 1/3 ( p12 = 1/9 ( 4/9 = p0p2 . 

Studiem acum problema decompozabilităţii repartiţiilor discrete cu suport finit. Dacă ( este o măsură cu semn discretă, ( = 
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(a)(a notăm cu Supp(() mulţimea acelor a ( A cu proprietatea că ((a) ( 0. Numim această mulţime suportul lui (. 

Definiţie. Fie A o mulţime finită şi ( = 
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(a)(a o măsură discretă cu semn avînd suportul egal cu A (deci ((a) ( 0 ( a ( A ). Spunem că ( este complet decompozabilă dacă ( se poate scrie sub forma ( = (1((2(…((d unde (Supp((j)(= 2 şi (j sunt măsuri cu semn. Dacă m este repartiţie, vom cere ca şi (j să fie repartiţii. Deci o repartiţie ( este complet decompozabilă dacă ( = (1((2(…((d unde (Supp((j)(= 2 şi (j sunt repartiţii. Vom numi repartiţii simple cele discrete cu suportul format numai din două puncte. Acestea sunt toate nedecompozabile.

Dacă ( = 
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(a)(a este o măsură cu semn discretă, vom nota funcţia sa generatoare cu g(. Deci 

(2.5) g((x) = 
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Dacă infA ( 0, aceasta este o funcţie definită pe (0,() cu valori reale; dacă nu, este definită pe (0,(). În primul caz vom numi funcţia g( un polinom generalizat. Seamănă cu un polinom, doar că puterile nu mai sunt numere naturale, ci numai pozitive. De exemplu g(x) = 1-
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. Diferenţa între polinoame şi polinoame generalizate nu este mare în ceea ce priveşte unicitatea scrierii. Adică, dacă două polinoame generalizate coincid, trebuie ca să aibă aceiaşi coeficienţi. Mai precis

Propoziţia 2.2. Fie A = (a0 ( a1 ( …(am( şi B = ( b0 ( b1 ( …(bn( cu a0, b0 ( 0. Presupunem că  
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(b)xb . Atunci A = B şi p(a) = q(a) ( a ( A .

Demonstraţie. Totul se reduce la a verifica faptul că dacă 0 (  c1 ( …( cn , atunci funcţiile fj:(0,() ( ( , fj(x) = 
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  sunt linear independente. Vom face acest lucru prin inducţie după n. Dacă n = 1 nu este nimic de demonstrat. Presupunem n ( 2. Fie (j reali ca (1f1 + (2f2 + … + (nfn = 0. Vrem să arătăm că (n = 0, ceea ce ar face posibilă inducţia. Simplificînd forţat cu fn ajungem la egalitatea  (n + 
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= 0 ( x ( 0. Trecînd la limită cînd x ( (  rezultă (n = 0, ceea ce doream. (
Este evident că 

(2.5)
g((((x) = g((x)g((x)

Decompozabilitatea măsurilor cu semn pe Zn nu pune probleme.
Propoziţia 2.3. Fie ( = 
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j(j o măsură cu semn. Atunci dacă n ( 4 ( este decompozabilă. Mai mult , ( este complet decompozabilă ( rădăcinile polinomului g(  rădăcini ale unei ecuaţii de tipul xk = b cu b ( (. 

Demonstraţie. Funcţia generatoare g((x) = 
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jxj este un polinom de grad ( 3. Un asemenea polinom se descompune într-un produs de polinoame ireductibile de grad 1 sau 2. Fiecare polinom a0 + a1x + … + akxk este funcţia generatoare a măsurii ( = a0 + a1(1 + … + ak(k . Deci orice ( este decompozabilă. Ca să fie complet decompozabilă, trebuie ca ( = (1((2(…((d unde (j = 
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 unde M(j)( N(j) ( Zn. Din (2.5) rezultă că g((x) = (s1xM(1)+t1xN(1))… (sdxM(d)+tdxN(d)) = xA(s1 + t1xB(1))… (sd + tdxB(d)) cu A,B(1),…,B(d) numere naturale. (

Problema găsirii unor condiţii necesare şi suficiente ca o repartiţie să fie decompozabilă este mai complicată.


Să spunem că un polinom generalizat g este pozitiv decompozabil dacă g = g1g2 cu g1, g2 polinoame generalizate cu coeficienţi pozitivi. 


Mai întîi o observaţie simplă.

Propoziţia 2.4.  Dacă ( este decompozabilă şi A = Supp(() = (a0 ( a1 (…( an(, atunci putem presupune că a0 = 0 şi A = B + C cu B =  (0 = b0 ( b1 (…( bm(, C = (0 ( c0 ( c1 (…( ck(. 

Demonstraţie. Să observăm că ( este decompozabilă ( (((( este decompozabilă. Putem lua întotdeauna ( = - a0 şi atunci (((( are suportul A – a0 = (0, a1-a0,…,an ​– a0(. La fel de bine putem lua b0 = c0 = 0 deoarece , presupunînd a0 = 0, trebuie ca b0 + c0 = a0 = 0.  ( b0 = -c0 = ( Înseamnă că ( = (1((2 = (1((2((0 = (1((2(((((-( = ((1((-()(((2(((). Dar Supp((1((-() = B – b0 iar Supp((2((() = C + c0, de unde rezultă că întotdeauna putem presupune că b0 = c0 = 0. (

Pentru decompozabilitatea completă a repartiţiilor pe Zn avem următorul rezultat 

Propoziţia 2.5. ( = 
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j(j o repartiţie pe Zn. Atunci ( e complet decompozabilă ( rădăcinile polinomului g( sunt toate rădăcini ale unei ecuaţii de tipul xk = - ( , ( ( 0. 

Demonstraţie. Este aceeaşi demonstraţie de la propoziţia 2.3; noutatea este că (j = 
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 trebuie să aibă proprietatea că sj , tj ( 0. Ecuaţiile devin xB(j) = -sj/tj . (
O condiţie înrudită cu cea de decompozabilitate completă este să cerem ca repartiţiile (j să fie de forma sj(0 + tj(1 + uj(2 şi nedecompozabile. Aceasta revine la a cere ca polinoamele sj + tjx + ujx2 să fie ireductibile.  Deci să  fie sau de gradul I (cu coeficienţi pozitivi) sau de gradul II cu ( negativ, dar cu coeficienţi pozitivi.  Caracterizarea acestor polinoame în termeni de rădăcini este următoarea: rădăcinile lor să aibă partea reală negativă. Acestea se numesc polinoame Hurwitz. 

Definiţie. f = (0 + (1x + …+ (nxn ( ((X( se numeşte polinom Hurwitz   dacă an ( 0 şi rădăcinile lui f au partea reală negativă. Un asemenea polinom se descompune într-un produs de polinoame ireductibile cu coeficienţi pozitivi. Condiţia ca un asemenea polinom să fie funcţia generatoare a unei repartiţii ( pe Zn+1 este f(1) = 1. Dacă f = g(, atunci ( se descompune complet ca o convoluţie de repartiţii nedecompozabile pe (0,1,2(. 

Într-adevăr, dacă z = a + ib este o rădăcină a lui f , atunci şi z’ = a – ib va fi de asemenea rădăcină. Factorul prim aferent în descompunerea lui f va fi (x - a - ib)(x – a + ib) = x2 – 2ax + a2 + b2. Ca acesta să fie funcţia generatoare a unei măsuri trebuie ca – 2a ( 0 , deci a = Rez ( 0. Dacă f(1) = 1, se aranjează ca această măsură să fie o probabilitate amplificînd cu constante potrivite : de exemplu cu 1/(1-2a + a2 + b2). 

Nu cunoaştem condiţii , măcar necesare, ca un polinom să fie pozitiv decompozabil . 


O altă observaţie este aceea că în tratarea decompozabilităţii lui ( cu Supp(() = A putem presupune întotdeauna că A ( N, mulţimea numerelor naturale.

Lema 2.6. Fie B ( Zk \ {0} o mulţime finită. Atunci există x ( Zk cu proprietatea că <x,b>  ( 0  ( b ( B.

Demonstraţie. Fie Hb = {x ( Zk ( b1x1 + b2x2 + …+ bkxk = 0} intersecţia dintre hiperplanul <b,x> = 0 şi Zk. Să observăm că Hb ( [-n,n]k are cel mult (2n+1)k - 1 puncte. Intr-adevăr, dintre numerele b1,…,bk măcar unul trebuie sa fie nenul. Să zicem ca acesta este este bk. Atunci, dacă b1,…,bk-1 iau valori arbitrare in [-n,n](Z, (si aceasta se poate face in  (2n+1)k – 1 moduri)  xk este unic determinat : xk = 
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. Dar nu toţi aceşti xk convin: trebuie sa fie intregi.

Să presupunem prin absurd că pentru orice x ( Zk există un b = b(x) ca <x,b> = 0.

Inseamnă că Zk = 
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Hb ( [-n,n]k( ( (B(((2n+1)k-1 ( (2n+1)k ( (B(((2n+1)k-1 ( 2n+1 ( (B( ( n ( B este infinită, ceea ce contrazice ipoteza.(
Propozitia 2.7. Fie A ( ( o mulţime finită. Atunci există o funcţie f : A ( A+A ( Z injectivă cu proprietatea că x,y ( A ( f(x+y) = f(x)+f(y). 

Demonstraţie. Fie H spaţiul vectorial peste Q generat de A.  El este finit dimensional, deci are o bază B = {e1,…,ek} Înseamnă că orice element  x din A se poate scrie in mod unic sub forma x = 
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(j(x)ej cu (j numere raţionale. Aducînd toate numerele (j(x), x ( A,1 ( j ( k la acelaşi numitor comun, N, si impărţind pe ej la N, putem presupune că de fapt (j(x) sunt chiar numere întregi. 

Vrem să construim funcţia f mai intîi pentru elemente din A, şi o vrem de forma x = 
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(j(x)(j cu ( = ((j)1(j(k ( Zk.   Apoi definim f pe mulţimea A + A prin formula :  x,y ( A (  f(x+y) := f(x) + f(y).


Pentru ca acest lucru sa fie insă posibil, trebuie să verificăm că definiţia este bunş. Adică dacă x,y,x’,y’ ( A şi x+ y = x’+ y’ să rezulte şi că f(x) + f(y) = f(x’) + f(y’). 


Fie deci x  = 
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Condiţia x + y = x’ + y’ implică  
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((j(x’) + (j(y’)) ej . Dar numerele ej formează o bază; scrierea unui vector intr-o bază este unică, deci (j(x) + (j(y) = (j(x’) + (j(y’) ( 1 ( j ( k. Inseamnă că f(x) + f(y) = 
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((j(x’) + (j(y’)) (j = f(x’) + f(y’). Aşadar definiţia este bună. Problema este să demonstrăm că putem alege vectorul b din Zk astfel ca f să fie injectivă. 


Să scriem mulţimea A ((A + A) sub forma {c1 < c2 < …< cm} . Fie Jr = {(x,y) ( A2 ( x+y = cr}. Din faptul ca B este o bază rezultă că (x,y) ( Jr ( (j(x) + (j(y) = pj(r), adică sunt nişte numere care nu depind de x si y decît prin intermediul sumei lor, cr = 
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pj(r)ej . Fie p(r) vectorul din Zk de componente pj(r), 1 ( j ( k.  Sa formăm mulţimea B* = {p(r) – p(s) ( 1 ( r,s ( m, r ( s }. Aceasta este o  mulţime finită din Zk \ {0}. Conform lemei precedente exista  un ( ( Zk ca <(,b*> ( 0 ( b* ( B* . Adică r ( s ( <p(r),(> ( <p(s),(> . Ceea ce inseamna ca funcţia f este injectivă şi aditivă.(
Corolar 2.8. Fie A  ( ( o multime finita. Sa presupunem ca A se poate scrie sub forma A = B + C cu B,C ( (. Atunci exista B’,C’ ( Z ca B ~ B’, C~C’ si A ~ B’+C’
Demonstratie- Fie D = B ( C si f : D ( (D+D) ( Z ca f sa fie injectiva si aditiva. Atunci B’ := f(B) este echipotenta cu B, C’ := f(C) ~ C iar B’ + C’ =  f(B) + f(C) = { f(b) + f(c) ( b ( B, c ( C } = {f(b+c) ( b ( B, c ( C } = {f(a) ( a ( A} este echipotenta cu  A deoarece f , fiind injectiva pe D +D , este injectiva si pe B + C. (
Corolar 2.9. Fie A  ( ( o mulţime finita. Sa presupunem ca A se poate scrie sub forma A = B + C cu B,C ( (. Atunci există B’’,C’’ ( N ca B ~ B’’, C~C’’ şi A ~ B’’+C’’ 

Demonstraţie.  Inlocuind pe B’ si C’ cu translatate ale lor de tipul B’’ = b + B’, C’’ =  c+C’ cu b,c ( Z ne putem aranja ca B”, C”  sa fie formate din numere naturale. (
Observaţie. Analizînd demonstraţiile de mai sus vedem că nu am folosit nicăieri spaţiul vectorial concret ( peste corpul Q. Rezultă că putem generaliza afirmaţia d emai sus la oric spaţiu vectorial. Mai precis

Corolar 2.10. Fie X un spaţiu vectorial oarecare şi fie A  ( X o mulţime finita. Sa presupunem ca A se poate scrie sub forma A = B + C cu B,C ( (. Atunci există B’’, C’’ ( N ca B ~ B’’, C~ C’’ şi A ~ B’’+C’’

Sensul precedentelor rezultate este dat în

Propoziţia 2.11. Fie A = (0 = a0 ( a1 ( …( an( = Supp((), ( = 
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(a)(a . Să presupunem că ( se descompune sub forma ( = (1((2 . Atunci există f : A ( N injectivă precum şi (’1, (’2 repartiţii pe N,  ca 

(i) Dacă notăm (’ =  
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, atunci (’ = (’1((’2;

(ii) (Supp((j)(=(Supp((’j)( , j = 1,2

Cn alte cuvinte, putem presupune mereu că (, (1 şi (2 sunt repartiţii pe mulţimea numerelor naturale. De fapt afirmaţia este valabilă pentru orice măsură cu semn, nu neapărat repartiţie.

Demonstraţie. Să presupunem că A = B + C unde B = Supp((1), C = Supp((2).  Din propoziţia 2.7 există f: (B(C) ( A ( N  injectivă şi aditivă . Vom arăta că repartiţia care se descompune la fel ca ( este 

(2.6)

(’ = 
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Atunci (1 = 
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(c . Ipoteza noastră este că ( = (1( (2 = 
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q(c)(b+c . Mai explicit, dacă notăm J(a) = ((b,c)(B(C ( b+c = a(, atunci ( se poate scrie sub forma ( = 
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(2.7)

 ((a) = 
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Fie B’ = f(B), C’ = f(C) precum şi (1’ = 
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Adică (’ se descompune la fel ca (. (

Propoziţia 2.11 ne arată că în cazul repartiţiilor discrete cu o mulţime finită de valori pe un spaţiu vectorial X o repartiţie decompozabilă este similară cu una decompozabilă pe mulţimea numerelor naturale. 


Problema dificilă rămîne de a stabili care repartiţii au şansa de a fi decompozabile. Două lucruri sunt la fel de importante : suportul A al lui ( (care trebuie să se poată scrie sub forma A= B + C ) şi valorile ((a). 


Se poate pune problema inversă : dacă am găsit o funcţie f : A ( N astfel ca (’ = 
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Din păcate nu este aşa. Vom da un contraexemplu.


Contraexemplu.2.12.  Fie (’ = B(3,p) = q3(0 + 3pq2(1 ( 3p2q(2 ( p3(3  repartiţia binomială. Am notat ca de obicei q = 1 – p şi am presupus 0 ( p ( 1.

Aceasta este complet decompozabilă : (’ = B(1,p)*B(1,p) *B(1,p). Să considerăm acum repartiţia ( = q3(0 + 3pq2(1 ( 3p2q(3 ( p3(4 . Vom arăta ca ( nu e decompozabilă. 


Să presupunem contrariul. În primul rînd Supp(() = A = (0, 1, 3, 4( ar trebui să se scrie sub forma A = B + C . Prin translaţii potrivite putem presupune B = (0, b(, C = (0, c( . Cu această condiţie problema admite soluţie unică : A = (0, 1(((0, 3(. 


Dacă ( ar fi decompozabilă, ar trebui ca polinomul generator al lui ( (deci g(x) = q3 + 3pq2x ( 3p2qx3 ( p3x4 ) să se poată descompune ca un produs de două polinoame g1(x) = (1-() ((x şi g2(x) = (1-() ( (x2 . Identificînd coeficienţii găsim relaţiile

(2.8) q3 = (1-()(1-() ; 3pq2 = ((1-() ; 3p2q = ((1-() ; p3 = ((
Înmulţind prima egalitate cu cea de a patra si egalitatea a doua cu cea de a treia găsim că

(2.9) p3q3 = (((1-()(1-() , 9p3q3 = (((1-()(1-()

ceea ce implică absurditatea p3q3 = 9p3q3 


Se poate demonstra puţin mai mult.


Observaţie.2.13. Condiţia necesară şi suficientă ca repartiţia ( = ((0)(0 ( ((1)(1 (((2)(2 ( ((3)(3 să se poată descompune sub forma ( = (1((2 cu (1 = (1-()(0 ( ((1 , (2 = (1-()(0 ( ((2 , (1 , (2 repartiţii, este ca (2.10)

((0)((3) = ((1)((2).


Mai general, dacă A = (a ( b ( c ( d( repartiţia ( = ((a)(a ( ((b)(b (((c)(c ( ((d)(d se poate descompune ca o convoluţie de două repartiţii simple dacă şi numai dacă

(2.11)

 a ( d = b ( c şi  ((a)((d) = ((b)((c).


Demonstraţie.  Să presupunem descompunerea posibilă. Obţinem prin identificare relaţiile de la (2.8) : ((0) = (1-()(1-() ; ((1) = ((1-() ; ((2) = ((1-() ; ((3) = ((
De unde ((0)((3) = ((1)((2) = (((1-()(1-()

Reciproc, condiţia (2.10) arată că polinomul generator al lui (, g( are forma 

(2.12) g((x) = ((0) ( ((1)x ( ((2)x2 ( 
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deci putem lua ( = ((1)/(((0)(((1)), ( = ((2)/(((0)(((2)). (

Cea mai naturală repartiţie este cea uniformă . 


Definiţie. Fie A o mulţime finită. Prin U(A) vom nota repartiţia uniformă pe A, adică

(2.12) U(A) = 
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Propoziţia 2.14. Dacă n nu este prim, atunci U(Zn) este decompozabilă. Mai precis

(2.13) U(Zmn) = U(Zm)(U(mZn)

Mai mult, repartiţia U(A) nu este niciodată pătrat perfect. Deci nu pot exista două variabile aleatoare X şi Y care să fie i.i.d. şi repartiţia sumei X ( Y să fie uniformă. Afirmaţia este valabilă pentru A ( E unde E este un spaţiu vectorial , nu neapărat E = (. 

Demonstraţie. Prima afirmaţie rezultă din următorul calcul:  mnU(Zm)(U(mZn) = ((0 ( (1 (…((m-1)(((0 ( (m ( (2m ( … ( ((n-1)m) = (0 ( (1 ( (2 ( …( (mn-1 .

A doua o vom demonstra prin absurd. Să presupunem că A = (a(1) ( a(2) ( …( a(k)( şi că U(A) = ((( cu Supp(() = ( x(1) ( x(2) ( …( x(m) (. Înmulţind cu k, pentru a scăpa de fracţii greu de scris avem că   kU(A) = (a(1) ( (a(2) ( … ( (a(k) = (p(1)(x(1) ( p(2)(x(2) ( …( p(m)(x(m))( (p(1)(x(1) ( p(2)(x(2) ( …( p(m)(x(m)) = p2(1)(2x(1) + 2p(1)p(2)(x(1)(x(2) ( …. (  2p(m-1)p(m)(x(m-1)(x(m) ( p2(m)(2x(m) .

Este sigur că 2x(1) = a(1), 2x(m) = a(k) şi că x(1)(x(2) = a2, x(m-1) ( x(m) = a(k-1). Identificînd avem că p2(1) = 1 (coeficientul lui (a(1)! ) p2(m) = 1 (coeficientul lui (a(k)! ). Deci p(1)=p(m) = 1. 

Să estimăm acum coeficientul lui (x(1)(x(m) (noi ştim că trebuie să fie egal cu 1 din faptul că x1 ( xm este de forma a(j) pentru un anume j ((1,…,k(. . Dar acest coeficient este cel puţin egal cu 2p(1)p(m) , deci este mai mare sau egal cu 2!

Contradicţia obţinută ne arată că nici o repartiţie uniformă pe vreo mulţime finită nu poate fi un pătrat perfect. Afirmaţia este valabilă pe orice spaţiu vectorial datorită propoziţiei 2.7: dacă U(A) ar fi un pătrat perfect, ar trebui ca A să se scrie sub forma A = B ( B şi acelaşi lucru s-ar petrece cu o mulţime de numere naturale : A’ = B’ ( B’ cu A’ = f(A) , unde f este injectivă şi aditivă. (
Nu am reuşit să decidem dacă următorul fapt este adevărat

Conjectură. U(Zn) este decompozabilă ( n nu este prim

Am demonstrat pentru numerele 3,5,7,11 şi 13.
Este interesant că un rezultat analog este valabil şi pentru repartiţia uniformă standard, pe un interval mărginit (U(a,b) : = 
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Propoziţia 2.15. Repartiţia U(0,1) este indefinit decompozabilă dar nu este pătrat perfect.

Demonstraţie. Este evident că proprietatea de decompozabilitate se păstrează la omotetii. Deci este acelaşi lucru a demonstra prima afirmaţie cu a demonstra că U(0,2n) poate fi produsul a n repartiţii. Se verifică imediat formula U(Z2)(U(2 Z2) ( U(22 Z4)(…(U(2n-1 
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)(U(0,1) de unde rezultă prima afirmaţie. Pentru a o verifica pe a doua , să remarcăm că dacă U(0,1) ar fi un pătrat perfect, atunci şi U(-1,1) ar trebui să fie la fel. Căci, dacă o variabilă aleatoare uniform repartizată ,X se scrie sub forma X = U ( V  cu U şi V i.i.d. , atunci şi 2X – 1 (care este uniformă pe (-1,1) se scrie sub forma (2U – ½)  ((2V – ½)   adică din nou o sumă de v.a. i.i.d. 

Vom arăta că U(-1,1) nu este pătrat perfect.

Funcţia caracteristică a repartiţiei ( = U(-1,1) este funcţia ((x) = 
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. Dacă ( ar fi un pătrat perfect, ar trebui ca ((x) = 
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 să fie o funcţie caracteristică. Atunci ar trebui să safisfacă inegalitatea lui Bochner, adică

(2.14)
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Noi vom arăta că această inegalitate nu se verifică. Anume, alegem n = 3, zj = 
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Atunci inegalitatea (2.14) devine puţin mai simplă, adică

(2.15)
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Ţinînd seama de faptul că n = 3 şi că ( este o funcţie reală şi pozitivă pentru (t(( ( , inegalitatea (2.15) devine

(2.16) 3 ( 2(((t1 – t2)cos((1-(2) ( ((t2 – t3)cos((2 - (3) ( ((t3 – t1)cos((3-(1) ( 0 

Notăm t1 cu s, t2 cu t, (1 - (2 cu x şi (2 - (3 cu y. Ajungem la 

(2.17) 3 (2(((s)cosx + ((t)cosy ( ((s ( t)cos(x + y)) ( 0

Să luăm s = t = (/2 ( ((s) = ((t) = 
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, ((s(t) = 0. Atunci (2.17) devine

(2.18) 3 ( 2
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Să luăm x = y = ( ( cosx = cosy = -1 . Atunci (2.18) devine 3 - 4
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În concluzie, inegalitatea (2.15) nu este adevărată. Deci nici ( nu poate fi o funcţie caracteristică a unei repartiţii. 

Concluzie: U(-1,1) nu este un pătrat perfect. Şi nici U(a,b) nu poate fi pătrat perfect pentru nici o pereche a,b. (

Nu am reuşit să decidem dacă următorul rezultat este adevărat

Conjecturi.

1. Nici  o repartiţie de forma U(C) unde C este un compact din (, neneglijabil, nu poate fi pătrat perfect. 


2. Orice repartitie absolut continua este decompozabila.

Oricum, nu am reusit sa gasim nici un contraexemplu.
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