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5. Premii definite prin funcţii de pierdere

Definiţie. O funcţie L : (2 ( [0,() cu proprietatea că L(x,x) = 0 se numeşte funcţie de pierdere. Semnificaţia valorii L(x,y) este :”ce pierd dacă înlocuiesc valoarea corectă x  cu valoarea y ”. Din acest punct de vedere este natural să postulăm că funcţiile h ( L(x,x+h) şi h ( L(x,x- h) sunt crescătoare în h( 0. 

Exemple. 1. L(x,y) = (x-y(p, p ( 0. Cazul p = 2 se numeşte „funcţie de pierdere pătratică”. 

2. L(x,y) = (ehx-ehy(p cu p ( 0, h ( 0

3. L(x,y) = (x – y)2ehx cu h ( 0

Definiţie. Fie L o funcţie de pierdere şi X ( 0 o variabilă aleatoare (un risc). Numărul AL(X) care minimizează funcţia f(t) = E(L(X,t)) se numeşte L- aproximantul lui X. Intuitiv: dacă am înlocui variabila aleatoare cu constanta AL(X) pierderea medie ar fi minimă. Nu întotdeauna un asemenea număr existăsau, dacă există, nu întotdeauna este unic. Pentru a găsi formule de calcul, este suficient în multe cazuri să presupunem riscul X mărginit.

Exemple. 1. f(t) = E((X - t(p) . Dacă p ( 1, f  este derivabilă şi f’(t) = pE((X-t(p-1sign(X-t)). Mai mult, funcţia f este strict convexă deci are un unic punct de minim. Acesta este soluţia ecuaţiei 

(5.1) E((X-t(p-1sign(X-t)) = 0.

 Numărul AL(X) se numeşte în acest caz p-aproximantul lui X. Este interesant cazul p = 2: ecuaţia (5.1) devine E(X-t) = 0 ( t = A2(X) = EX. Deci 2-aproximantul este chiar media – lucru cunoscut sub numele de „proprietatea de optim a mediei”. Cazul p = 1 face excepţie: funcţia modul nu este derivabilă iar ecuaţia (5.1) devenită E(sign(X-t)) = 0 ( P(X ( t) = P(X ( t) s-ar putea să nu aibă soluţii. O analiză directă a funcţiei f(t) = E(X-t ( ne arată că minimul ei se atinge pentru t = Median(X) . Mediana lui X este locul unde funcţia de repartiţie a lui X ia valoarea ½ sau cuantila de 50%. Definiţia se poate da şi riguros, vezi cursul general. Dacă p ( 1 lucrurile se complică deoarece funcţia f nu mai este convexă, nici derivabilă, poate avea mai multe puncte de minim după cum se poate vedea studiind cazul X ( 
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, p = ½ ; atunci 

f(t) = 
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are minime locale (nederivabile) în punctele t = xn.

2. Acum f(t) = E((ehX-eht(p). Notând Y = ehX, u = eht obţinem funcţia E((Y – u (p) . Dacă p ( 1 atunci soluţia ecuaţiei (5.1) este u = Ap(ehX) de unde găsim 

(5.2) AL(X) = 
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Formula este valabilă şi dacă p = 1. Pentru cazul p = 2 obţinem aproximantul AL(X) = 
[image: image4.wmf]h

e

E

hX

)

(

ln

. Dar acesta este chiar prima exponenţială Hh(X) ! (vezi lecţia !). Ştim din inegalitatea lui Jensen că prima exponenţială este un principiu de calcul realist, deci Hp(X) ( EX. Dacă p =1 obţinem ceva legat de mediană. Pentru h mic obţinem aproximaţia Hh(X) ≈ 
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≈ EX + hEX2/2

3. f(t) = E((X – t)2ehX) = t2EehX – 2tE(XehX) . Este o funcţie de gradul 2, deci tmin = AL(X) = 
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Acesta se numeşte premiul Esscher calculat cu coeficientul de aversiune la risc h. Pentru valori mici obţinem neglijînd termenii în h2,  aproximaţia AL(X) ≈  
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 ≈ (EX + hEX2)(1 – hEX) ≈ EX + hVar(X). Ultimul se foloseşte în actuariat sub numele de premiul varianţei. 


Vom demonstra că şi premiul Esscher este un premiu realist. Ne bazăm pe un rezultat mai general, anume

PROPOZIŢIA 5.1. Fie f,g două funcţii avînd aceeaşi monotonie (sau ambele crescătoare sau ambele descrescătoare) şi X o variabilă aleatoare cu proprietatea că variabilele aleatoare f(X), g(X) şi f(X)g(X) au medie . Atunci

(5.3) E(f(X)g(X)) ( Ef(X) Eg(X)

Demonstraţie. Folosim următoarea formulă a cărei verificare o lăsăm cititorului:

LEMA 5.2. Fie X,Y două variabile aleatoare i.i.d. şi f,g două funcţii măsurabile cu proprietatea că variabilele aleatoare f(X), g(X) şi f(X)g(X) au medie . Atunci

(5.4)

E[(f(X)- f(Y))(g(X) – g(Y))] = 2[E(f(X)g(X)) - Ef(X) Eg(X)]

Dacă f şi g au aceeaşi monotonie, atunci membrul stîng din (5.4) este pozitiv, ceea ce încheie demonstraţia. E(f(X)g(X)) ( Ef(X) Eg(X)(
COROLAR 5.3. 
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Demonstraţie. În (5.3) luăm f(x) = x şi g(x) = ehx (
Observaţie. Inegalitatea (5.3) are o interpretare foarte naturală: dacă f şi g au aceeaşi monotonie, atunci variabilele aleatoare f(X) şi g(X) trebuie să fie pozitiv corelate! Altă consecinţă a inegalităţii ar fi : dacă X este o variabilă aleatoare pozitivă şi a,b ( 0 ,  atunci EXa+b ( EXaEXb (luăm f (x) = xa, g(x) = xb)

6. Credibilitate pentru prime de asigurare

Acum problema se pune astfel: dacă avem o funcţie de pierdere L şi un vector aleator X , interpretată drept istoric al plăţilor, cum este cel mai bine să aproximăm o variabilă aleatoare Y, interpretată drept o plată viitoare? Cu alte cuvinte se pune problema definirii unui L-aproximant condiţionat. Definirea lui se bazează pe faptul că o variabilă aleatoare reală admite întotdeauna o repartiţie condiţionată regulată faţă de o (-algebră F. Se ştie (vezi de exemplu lecţia “Conditioning” că există o probabilitate de trecere Q de la ((,F) la ((,B(()) astfel ca egalitatea P(Y ( B (F )(()  =  Q((,B) să fie adevărată P-a.s. Atunci definim AL(Y(F) astfel:

Să presupunem că AL(Y) este definit printr-o funcţie A((), unde ( este repartiţia variabilei aleatoare Y. Avem dreptul să scriem aşa deoarece L-aproximantul nu depinde atât de variabila aleatoare Y cît depinde de repartiţia sa , (!  Ei bine, atunci definim 

(6.1)

AL(Y(F)(() = A(Q(())
Exemplul 1. Dacă L(x,y) = (x-y(p, p ( 1 , atunci pentru p ( 1 Ap(Y) este soluţia unică a ecuaţiei E((X-t(p-1sign(X-t)) = 0. În termeni de repartiţie, A(() este soluţia unică a ecuaţiei 
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Atunci Ap(Y(F) (() este soluţia unică a ecuaţiei 
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Q((,dx) = 0. Scrisă ca medie condiţionată, este vorba despre soluţia t(() a ecuaţiei E((Y-t(sign(Y-t)( F) (() = 0. 

Aici ( este repartiţia lui Y iar Q(() este repartiţia condiţionată a lui Y de F .


Pentru p = 2 obţinem A2(Y) = E(Y(F) iar dacă p = 1 obţinem mediana lui Y condiţionată de F. 


Exemplul 2. Dacă L(x,y) = (ehx-ehy(p cu p ( 0, h (0 , am văzut că  AL(Y) este  
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. Atunci avem ) AL(Y(F) = 
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. Dacă p = 2 obţinem prima exponenţială condiţionată 

Hh(Y(F ) = 
[image: image13.wmf]h

e

hY

)

(

E

ln

F

. 


Exemplul 3. L(x,y) = (x – y)2ehx cu h ( 0, AL(Y) = 
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 este premiul Esscher. Să îl notăm Esschh(Y) .  În acest caz  AL(Y(F) =
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 = Esschh(Y(F) este premiul Esscher condiţionat. Din capitolul precedent rezultă inegalitatea 
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PROPOZIŢIA 6.1. Fie L o funcţie de pierdere cu proprietatea că AL(Y) există pentru orice risc pozitiv mărginit Y . Atunci AL(Y(F) construit ca mai sus are proprietatea de optim

(6.2)

E(L(Y,AL(Y(F ))(F ) ( E(L(Y,Z)(F )  ( Z care este F - măsurabilă

Demonstraţia se bazează pe următoarea formulă de calcul

LEMA 6.2. Fie Y  o variabilă aleatoare cu valori reale, F  o sub-(-algebră a lui K , Q repartiţia condiţionată regulată a lui Y în raport cu F  , L : (2 ( [0,() o funcţie măsurabilă şi Z o variabilă aleatoare care este  F - măsurabilă. Atunci aproape pentru toţi ( ( ( are loc egalitatea

(6.3)

E(L(Y,Z)(F )(() = 
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Demonstraţia lemei. Este standard. Din ipoteză şi din formula de transport avem 

(6.4)

E(h(Y) (F ) (() = 
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Pasul 1. Dacă L(y,z) = h(y)g(z)  cu f,g măsurabile pozitive atunci E(L(Y,Z)(F )(() = E(h(Y)g(Z)(F )(() = E(h(Y)(F )(()g(Z(()) (variabilele F – măsurabile ies din media condiţionată!) = g(Z(())
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(())Q((,dy) deci formula este adevărată în acest caz. 

Pasul 2. Drept urmare, dacă L(y,z) = 1A(B(y,z) cu A,B boreliene, formula (6.3) este adevărată. Fie

(6.5)

C  = ( C ( B((2) ( E(1C(Y,Z)(F ) = 
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Atunci C este un (-sistem care conţine dreptunghiurile A(B cu A,B boreliene. Cum dreptunghiurile formează un sistem de generatori stabil la intersecţii finite pentru B((2), rezultă că toate mulţimile boreliene C sunt în C, deci (6.3) este valabilă pentru funcţii de forma L(y,z) = 1C(y,z)

Pasul 3. Fiind valabilă pentru indicatori, (6.3) este valabilă pentru funcţii L simple.

Pasul 4. Fie L oarecare. Atunci există un şir crescător de funcţii simple şi pozitive(Ln)n astfel ca Ln ( L . Alicînd teorema Beppo-Levi condiţionată avem E(L(Y,Z)(F )(() = E(limn(( Ln(Y,Z)(F )(() = limn(( E(Ln(Y,Z)(F )(() (P – a.s.) = limn((
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Acum demonstrarea Propoziţiei 6.1 este imediată:

 E(L(Y,AL(Y(F ))(F )(()  =  
[image: image26.wmf]ò

,

(

y

L

 AL(Y(F )(())Q((,dy) ( 
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COROLAR 6.3. Fie L o funcţie de pierdere cu proprietatea că AL(Y) există pentru orice risc pozitiv mărginit Y . Atunci 

(6.6)

E(L(Y,AL(Y(F )))  ( E(L(Y,Z) )  ( Z care este F - măsurabilă

Observaţie. Deci L-aproximanţii condiţionaţi răspund la întrebarea: dintre toate funcţiile Z care sunt F – măsurabile , cine asigură o pierdere minimă medie, dacă înlocuim riscul adevărat Y cu Z ? 

Răspuns: Z = AL(Y(F )

Pe noi ne interesează un caz particular, anume cînd F este generat de un vector aleator, X . Atunci vom nota AL(Y(X ) în loc de AL(Y(((X)). Această variabilă aleatoare are atunci proprietatea de optim 

(6.7) E(L(Y,AL(Y(X))(X ) ( E(L(Y,g(X))(X )  ( g:(t ( (  măsurabilă 

Cu consecinţa

(6.8) E(L(Y,AL(Y(X))) ( E(L(Y,g(X)))  ( g:(t ( (  măsurabilă
Revenim acum la întrebarea iniţială: cum putem folosi experienţa acumulată X pentru a găsi un predictor de pierdere minimă pentru Y = Xt+1 ? Răspuns: acesta este AL(Xt+1(X) .

Aceasta este ideea de credibilitate când se înlocuieşte funcţia de pierdere pătratică cu alt tip de funcţie de pierdere. Apar diferenţe însemnate: aproximanţii nu mai sunt neapărat proiectori . Totuşi, în cele două cazuri folosite în actuariat (premiul exponenţial şi premiul Esscher) apar formule nu foarte complicate. 

COROLAR 6.4. Presupunem că variabilele aleatoare (Xr)r sunt condiţionat i.i.d.  dacă se dă ( = (. Fie t un număr natural şi X = (Xr)1 ( r ( t .

Fie h ( 0 . Atunci premiul exponenţial condiţionat este

(6.9)

Hh(Xt+1(X) = 
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(6.10)

Esschh(Xt+1(X )
= 
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Demonstraţie.   Hh(Xt+1(X) = 
[image: image33.wmf]h

X

e

t

hX

)

(

E

ln

1

+

. Dar 
[image: image34.wmf])

(

E

1

X

e

t

hX

+

= E(
[image: image35.wmf])

,

(

E

1

Q

+

X

e

t

hX

(X) = E(
[image: image36.wmf])

(

E

1

Q

+

t

hX

e

(X) (deoarece variabilele sunt condiţionat independente!; vezi lecţiile anterioare!) = E((h(()(X) . Apoi premiul Esscher este AL(Xt+1(X) =
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. Numitorul este deja calculat: este E((h(()(X). În ce priveşte numărătorul , folosim aceeaşi metodă: Dar 
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Pentru primele exponenţiale nu se pot calcula estimatori liniari de tip Buhlman. Pentru premiile Esscher, acest lucru se poate face însă. Prezentăm fără demonstraţie următoarea formulă (sunt calcule analoge celor din capitolele anterioare).

TEOREMA 6.5. Presupunem că variabilele aleatoare (Xr)r sunt condiţionat i.i.d.  dacă se dă ( = (. Fie t un număr natural şi X = (Xr)1 ( r ( t . Atunci estimatorul optim liniar h(X) pentru Esschh(Xt+1(X ) este

(6.11) h(X) = z*M + (B – z*)C


unde M este media de selecţie (X1 + … + Xt)/t iar

(6.12) B = 
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(6.13) C = 
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(6.14) Esschh(X1(() = 
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(6.15) (h(() =  
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 este funcţia generatoare de momente a lui Xr calculată în ipoteza că ( = (
(6.16) z* = 
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unde asteriscul înseamnă că media se calculeayză faţă de probabilitatea ((U unde ((() = const(((h(()
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