1 Cursul de teoria probabilitatilor an II

1.1 Lectia 1

Ma bazez pe faptul ci s-a facut deja un curs de Teoria masurii. Deci se stie ce
e (K, p)

Agadar (€2, K, P) este un spatiu cu o méasura speciald, care are proprietatea
cdi P(Q)=1

Consecintd: P (A°)=1— P (A4).

Notez consecvent complementara cu un © :A° = Q\ A

Caracteristici ale unui spatiu probabilizat - sau, poftim, cimp de prob-
abilitate, accept si denumirea asta:

1. ) este multimea evenimentelor elementare. Ele reprezintd multimea
rezultatelor posibile ale unui experiment mental.

Exemple.

- arunc un zar de n ori: ) = Zg; daca arunc n zaruri e la fel

- arunc o moneda de n ori: Q2 = Z%;dacd arunc n monede e la fel

- agtept pind iese un 6 la aruncarea cu un zar: 2 = Zg;

- se ia un numadr intreg "la intimplare": = Z; dac4 se iau n numere intregi
atunci Q = 7Z"

- se ia un punct oarecare in plan/spatin: Q = R?/R3

- se ia un arc de cerc la intimplare: €2 este cercul trigonometric

2. K este o—algebra evenimentelor. Un eveniment este o colectie de
evenimente elementare. Dacd 2 este cel mult numérabil, este bine: atunci se
ia K = P(Q). Adicd o—algebra totald. Daci nu, e mai complicat. Multe
probbilitdti au proprietatea cd P({w}) = 0 pentru orice w € 2. Astea nu se
pot construi pe P () fiindcd este o teoremd a lui Ulam care spune cid dacd
o misurd pe P (Q) neglijeazd toate punctele si Q este nenumdirabild, atunci
misura e identic nuld. Exemplu tipic @ = R, K = B(R) = o (Top (R)), sau
Q=R", K = B(R") =0 (Top(R")) = (B (R)®" dar asta firs demonstratie)

3. Cea mai simpla probabilitate cu putinta este si cea mai simpld masura
cu putinta: este §, definitd de d, (A) =14 (a)

Fapt 31. Daca (P,),, sunt probabilitati pe spatiul masurabil (€2, K) si daca
p, > 0 au proprietatea ca Xp, = l,atunci P := X,p, P, este de asemenea
probabilitate

Fapt 32. Deci dacd (p,,),, sunt ponderi de suma 1, atunci P = X,,p,,0,, este
o probabilitate. Ea se numegte probabilitate discreta.

Fapt 33. Dacd 2 este cel mult numéarabild, atunci toate probabilititile pe
(Q, P () sunt discrete.

Fapt 34. Daca (Q este finitd, atunci probabilitatea P = % se numeste
probabilitatea clasicd sau repartitia uniforma gi se noteazd cu U (Q2). Asadar
U(2) (4) = [ = wpeeminentl

Fapt 35. Dacd P,Q sunt doud probabilititi pe (2, K) atunci multimea
E=E(P,Q):={Ac K:P(A)=Q(A)} satisface axiomele

(1) @ e E (i) AeF = A€ E: (73t) A, € EVn
disjuncte = U,A, € E



Seaména cu axiomele c—algebrei. O asemenea familie de multimi se numegte
U-sistem. Cum intersectia de U-sisteme este de asemenea un U-sistem, are sens
s& definim U (M) ca fiind intersectia tuturor U-sistemelor care contin familia de
multimi M C P () . Faptul de bazi este

Py = Q. = Puan = Quum)

TEOREMA. Dacii M este stabil la intersectii finite, atunci U (M) = o (M)

Fapt 36. JARGON. Daca se zice: se ia un punct la intimplare dintr-
o multime finitd se subintelege c& probabilitatea la care ne referim este cea
uniformd. Dacd multimea este un compact din Q@ C R™ de masura Lebesgue
nenuld si finitd se subintelege ca probabilitatea ca punctul sé fie intr-o multime
boreliand A este egald cu P(A) = %(8?); aici A" este mésura Lebesgue in R™.
Daca n = 1, ea se numeste lungime; dacd n=2 se numeste arie iar dacd n=3 se
numesgte volum.

Pariu cinstit: P(4) = 1; favorabil dac& P(A) > %; nefavorabil dacd P(A) <

N

Exercitii.

1. Se arunca un zar de 3 ori. Care e probabilitatea ca numerele sa fie toate
diferite? S& vind in ordine? si nu existe doud numere vecine?

2. Un segment de lungime 1 se imparte la intimplare in trei segmente. Care
e probabilitatea ca ele si vind in ordine crescatoare 7 descrescatoare? sa se
poata forma cu ele un triunghi?

3. Se ia la intimplare un numar de 3 cifre. Care e probabilitatea sa fie par?
divizibil cu 37 cu 47 dar ca sd aiba cifrele puse in ordine crescatoare?

4. Se ia un numar natural la intimplare. Care e probabilitatea sa fie par
(NONSENS!!)

1.2 Lectia 2. Variabile aleatoare

Fie (2, K) si (E,E) doud spatii masurabile. O functie X : Q@ — E care este
K — FE masurabild se numeste variabild aleatoare cu valori in E. Daca scriem
doar "variabild aleatoare" fird alte epitete se subintelege cd (E,E) = (R, B (R))

Daci (E,E) = (R™, B (R™)) spunem c& X este un vector aleator n-dimensional.
Daca n=2 spunem cd X este un punct aleator.

Proprietat;i.

1. Daci (F,F) este un spatiu méasurabil, X : Q — FE este o variabild
aleatoare si f :E—F este misurabild, atunci f (X) este o variabild aleatoare cu
valori in F

2. Daci X, Y sunt variabile aleatoare si f : R> — R este masurabild (de
exemplu daci e continud) atunci f (X,Y") este de asemenea variabild aleatoare.
Deci X+Y,X-Y, XY, X/Y, max (X,Y) ,min (X,Y), 15 (X) etc sunt toate vari-
abile aleatoare

3. Fie L (92, K) multimea variabilelor aleatoare de pe spatiul masurabil
(©2, K). Atunci
(¢) L (Q, K) este o algebrd de functii reale care este si latice



(i%) Dacd (X,), este un gir de variabile aleatoare si liminf X, € R
(respectiv limsup X,, € R) atunci liminf X,, este o variabild aleatoare (respec-
tiv lim sup X,, este variabild aleatoare).

4. X este un vector aleator n-dimensional daca si numai dacd toate com-
ponentele sale X}, sunt variabile aleatoare

Repartitia unei variabile aleatoare. Desi ma enerveaza ff tare, in ultima
vreme am ajuns s& accept si denumirea "distributia" in loc de "repartitia".
Totusi, distributie inseamnd altceva. Francezii fac diferenta (repartitie = loi,
rusii la fel, repartitie=raspredelenie, nemtii la fel (verteilung) , polonezii la fel
(rozklad) iar romanii de la ASE gi politehnica s-au imbecilizat si zic distributie.

Fie (Q, K) si (E,E) doud spatii mdsurabile si X : @ —E o variabild aleatoare.
Probabilitatea P o X~ : E — [0,1] definitd prin Po X' (B) = P (X' (B))
se numeste repartitia lui X.

1. Scopul suprem al teoriei probabilitdtilor este sa se gdseasca repartitia
unei variabile aleatoare
2. Daca discutam de variabile aleatoare fara alte epitete, repartitiile lor

sunt probabilititi pe dreaptd. Multimea lor o notdm cu Pr (R, B (R)). In acest
caz repartitia Po X ~1 o notim cu F (mai aproape de notatiile internationale).
Deci Fx (B) = P(X € B). In loc s scriem Fy ((—oc,z]) scriem Fy (z) si
spunem cé avem de a face cu functia de repartitie a lui X. Cu putina atentie
nu existd pericol de confuzie: Dacid F € Pr (R, B(R)), atunci F (z) :=
P ((~o0, z])

3. Orice functie F' : R — R crescidtoare, continud la dreapta cu pro-
prietatea ci F (—o0) = 0,F (00) = 1 este o functie de repartitie. Adicd ex-
istd o probabilitate u € Pr (R, B (R)) astfel ca F (z) = p((—o0,z]) pt orice
x € R (demonstratia este cam lungutd - eu le-am zis cé iese din teorema lui
Caratheodory).

4. Reguli de calcul. F' ((a,b]) = F (b)—F (a); F ({a}) = F (a)—F (a — 0);
F((a,b)) = F(b—0) — F(a);F((z,0)) = 1— F(z) = F(z) =F (z) etc.

Important pentru cultura generald: F (x) se numeste coada sau functia de
supravietuire gi se noteaza de actuari cu ;pg.

5. Doud repartitii ' si G coincid dacd gi numai dacd F () = G (x) pt
orice z. Demonstratia e ugoard: B (R) = U (M) unde M = {(—o0,z] : z € R}
este stabild la intersectii finite.

Deci F (z) = G (x) pt orice z = F\M = G‘M - F|U(M) = G\U(M) -
Foony =Glony = F=G

d. Daca Fx este repartitie discretd, spunem ca X este discretd; daca
functie de repartitie F'x este continua spunem ca X este continua. Orice
repartitie ' € Pr(R, B (R)) se scrie unic sub forma F' = pF. + ¢Fy unde
p,q>0,p+q =1, F; este continui si Fyy este discretd. In vorbe: orice repartitie
este o MIXtUra dintre una discrets sl una continua.

6. Daca se poate scrie F' (z) = fpl(_ooyx)d)\ spunem ca F' este absolut
continua. O conditie suficientd este ca F sa fie continud si derivabild pe
portiuni. Atunci p = F’. Un mod de a scrie acest lucru acceptat international
este: dFx (z) = p () da.



7. Repartitiile didactice sunt sau discrete sau absolut continui. Cele
clasice poarté cite un nume: uniformé, binomiald, Poisson, etc

8. Ce e de facut cind se da comanda "Sa se calculeze repartitia lui X"?

81. In general incercim si calculim P(X < x)

82. Daci X este discretd incercdm s calculdm P(X = z)

83. Daca X este absolut continud, incercam sa calculam densitatea lui
X.

9. Cuantilele. Se noteazi cu F~! (p). A nu se confunda cu inversa: de

reguld o functie de repartitie R — [0, 1] NU este bijectiva.. Cuantila superioard
F=1* (p) = sup{z : F (z) < p}; Cuantila inferioara F~1~ (p) = inf{z : F (x) >
P}

General: x € F~1(p) < F(z—0)<p<F(zx) < z€[F 1~ (p),F 1 (p).
Cu exceptia unei multimi cel mult numéirabile de valori p € (0,1) cuantila su-
perioara coincide cu cea inferioara

10. Simularea. Dacd U este o variabild aleatoare repartizatd Uniform(0, 1)
atunci X = F~! (U) este o variabild aleatoare cu repartitia F. Adica U"U (0,1) =
FY(U)F

11. Predictie. Ne asumam un risc € si vrem sa prezicem un interval
I = (a,b] unde va fi variabila aleatoare care sa aibd probabilitatea mai mare sau
egald cu 1 - e.Acesta este un interval de predictie de risc < e. Intervalul
standard de risc e este I = (F~! (§),F~ (1 — §)]. Cu cit e mai scurt, cu atit e
mai bun. De exemplu, daci X~ Exp (1) ,atunci F~1 (p) = —In(1 —p) =In ﬁ.
Deci un interval de predictie de risc 1% este I = (In %, In %] = (.00512, 5.
298 3]

iar unul de risc 0.01% ar fi (.00005,9.903 5]

Exercitii 1. Schema bilei revenite (Bin(n, p)) ; schema bilei nerevenite (Hyper (a,n, k))
; Poisson(\) = lim,, Bin(n, 2)

2. U~U(0, %) = —InU Exp()\);

3. Reguli de lucru cu densitati. Daca p = px este densitatea lui X atunci

_ 110, 00) (T

Pax b (2) = hp (552) ipxe (1) = 222 (p(V3) + p (—v/2)) 1 pex (2) =

71[0'?('%)1) (Inz);pm x () = e®p (e%) etc
~ o 1 2 3
< v i, o -

4. Cevadragut.FieY = X (mod k) . Ce repartitie are Y? Zicem Y ( P, P Py Py )

Daca X~ Negbin (1,p) sau Geometric(p) este foarte ugor. Cele k valori sunt
descrescatoare la negbin, la geometric e un pic diferit. Py = p (q3 +q" + ) =

3 2
1121(14 P = 1_pq4,P2 = 15‘24,P3 = 1p_qq4. Cel mai probabil este 1. Dacd X "Bin(n, p)

e mai complicat: se face cu radacinile de ordin k ale unitdtii ¢; = cos 237” +

i sin %,j =0,1,...,k — 1 i se speculeaza faptul cd e,eg = Eadp unde o @ 8
este adunarea din Zj,
(g+p)" =q" +Cag"Ip+ Cig"2p* + . + G lq"HHIph T 4
(q+pe))” =q"+e1CLq" I p+eaC2q" 2p? + ...+ e CE-Lgn—Ftiph=1 4
(q+pe2)" = q"+e205q" 'p+esClq" 2 p* + ...+ ep_oCE g FHph—1 4 .



(q+pee_1)" = ¢"4ep_2CLq"  ptep_sC2q"2pP 4. 4e  CE1gn—htlph—14

Adunam
EP(Y =0)=(q+p)" +(qg+pe1)" + ... + (g +pep_1)"
kEP(Y =1)=(q+p)" +ex_1(g+pe1)" + ... +e1(q+perp_1)"

etc

Iese ceva interesant doar in cazurile k=2,3,4. Cazul k=2 este banal

Cazul k=3: 51—c0s7+131n2§r: 1'“‘[ ag—cos?+zs1n4§:_l%‘/§
BP(Y =0) = (g+p)" + (q+per)" + (g +pea)" = 1+ 2Re (g + per)”
BP(Y=1)=(q+p)" +e2(qg+pe1)" +e1(q+pe2)” =1+2Rees (g + pe1)”
3P(Y =2) = (¢+p)" +e1(q+pe1)" +e2 (g +pea)” = 14+2Reer (¢ +per)”
Scriem q+pe; = g+p—L= Hlf —g—l—ipT‘/g =re® cur=+/p2—pg+q>=

VT=350

De unde (g + pe1)" = (1 - 3pa) ¥ €%, 25 (q +pe1)” = (1 - 3pg) ? (0 F) ¢) (g +pey)" =
(1- 3pq) % ci(net ) gi rezulta
3P(Y = 0) = 1+2(1 - 3pg)* cosng
3P(Y =1) = 1+2(1—3pq) cos(nqb—l—%r)

3P(Y _2) =1+2(1—3pqg)*? cos (ng + 2r)

Ce e interesant este ca niciodata cele trei probabilitdti nu pot coincide.

Cazul k=4. ¢; = i,e0 = —1,e3 = —i. Fie P, = P (Y =).

APy = (¢ +p)"+(q + pe1)"+(q + pe2)"+(q + pes)” = 1+(q +pi)"+
(¢—p)" + (¢ —pi)"

4P; = (q+p)"+e3 (¢ + pe1)"+ea (g + pea) " +e1 (g + pe3)” = 1—i(q+pi)"—
(¢—p)" +ilg—pi)"

4Py = (q+ p)"+ea (q + pe1)"+(q + pe2)"+e2 (¢ + pes)” =1—(q+pi)"+
(¢—p)" = (¢—pi)"

APy = (q+p)"+e1 (g +per)"+e2 (¢ +pe2) " +es (g + pes)” = 14+i(q+pi)"—
(¢—p)" —ilg—pi)"

sau, daca scriem ¢ + pi = €*¢

4Py = 1+(q — p)"+2Re (¢ + pi)" =1+(qg—p)"+2(1 - 3pq) cosn¢>

4Py =1—(q — p)"+2Rei (¢ — pi)" 1—(g—p)"—2(1 - 3pq) cos (ng + %)

APy = 1+(q —p)" —2Re(q — pi)" 1+ (g —p)" —2(1 - 3pg)* cos (ng)

4P3; = 1—(q — p)"+2Rei (¢ + pi)" 1—(g—p)"+2 (1 — 3pq)? cos (nd + %)

Rezultatul final este

0 1 2 3
v-

1+(q—P)n+2(1—3Pq)% cos ng 1—(q—P)"+2(1—3PQ)% sin ng 1+(q—p)"—2(1—3pq)% cosng 1—(q—p)"—2(1—3pq)% E
4 4 4 4

N3 w3

Ar putea fi toate egale?

0 1 2 3
daca cosng = 0,sinng = 1 rezulta Y’ ( 1+(g—p)"  1—(q—p)"+2(1—=3p0) % 14(q—p)"  1—(g—p)"—2(1—3pq) 3 >
1 4 7] 1

Nu pot fi egale niciodata R
Dar daca X "Poisson(\) i Y = X (mod k)?
Reteta este aceeasi



kerPy = er et 4. 4err-1 ket Py = eMep_1e +.e1eh1 ket Py =
e + €4_0e™! 4 ... F g9k 1 et

Daca k = 3 avem

3Py =1+ erer=1) feMea—1) — 1 4 9ReeMer—1)

3P =1+ 7 g1eMe2l) = 1 4 2Recpet®1 7Y,

3Py =1+¢eeMeD 4 gpere2=1) = 1 4 2ReggeMEer—)

_ = EaAvE _3x iV3BA _ _ 38X iVBA 4 2m
Dar e*e1 1)26( 2 )ze se 7 g et == T et T e

AMei—1) —
6_%61\/25)\_,'_4%
Deci

142
Py = =€

P =

2

2= 3
Si nici acum nu pot fi niciodati egale. Abaterea de la % este intotdeauna
mai mica decit 2e~ %
De exemplu, daca

3\
142 2 COS( V3 +4T’r)

e . 0 1 2 N (0 1 2
A= = Y <0.38768 022464 038768 ) A =1 = ¥\ 04297 0.18701 038327

{0 1 2 . 0 1 2
A=z =Y ( 0.328 0.30763 0.36437 ) A=3 =7 ( 0.32699 0.33319 0.33982 )

- 0 1 2

__ 8w

A= 3V Y < 0.3331 0.3338 0.3331 >

5. Simulari. Sa se simuleze o variabila aleatoare repartizatd Pareto:

F (z) = min ((%)n , 1) .Etc.

F(z)=1-(2)" dacd = > a. Cuantilele sunt solutiile ecuatiilor 1 — (2)" =
pe= t=(1-p7 <= z=a(l-p) "

Deci X =a(1-— U)fi . Cum U gi 1 - U au aceeasi repartitie U(0, 1) ,putem

pune X =aU™w

6. Simulati X~ Bin (1,p). De exemplu X = min ([%} , 1)

7. Simulati X~ Hyper (a,n, k). Aici e mai greu, trebuie simulatd o urni.
Instructiunea sample(n,k) din R face aceasta: simuleazi extragerea a k bile din
n bile fara revenire. Un scurt script care simuleazid repartitia in cauza este
urmatorul

a=10;n=15;t=a+n;k=19

omega=sample(t,k);x=length(which(omega<=a));x

Se simuleazd extragerea a 15 bile din 25 de bile, din care 10 sunt albe si 15
sunt negre.

Dupa 100 de simuléri am obtinut abelul de frecvente table(x)< 18 16 25 29 17 4

3456789)

. < e 1 0 1 2 3 4 5
pe care il putem compara cu adevarata repartitie X ™ 155 10 375 23625 136500 716625 171990
326876 81719 163438 81719 81719 7429
Y- L 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1001 0.00001 0.00459 0.14455 1.6704 8.7694 23.151 32.154 23.624 8.8589 1.5312 O.(



1.3 Lectia 3. Integrala

Daci (2, K, P) este un spatiu probabilizat si X este o variabild aleatoare, [ XdP
se noteaza cu EX.

Proprietati specifice

1. [14dP =P (4)

2. [1dP =1

3. Inegalitatea lui Jensen. Daca f : I — R este convexd, X : Q@ — I C R
este o variabild aleatoare, atunci Ef (X) > f(EX)

4. Inegalitatea normelor. Daca 1 < p < ¢ < oo atunci [ X[, < [ X],. Ca
atare L? (Q, K, P) CL? (2, K, P) CL* (Q, K, P)

5. Dacd Supp(P) nu este finit, atunci toate spatiile LP sunt diferite iar
incluziunea L*>° (2, K, P) C () LP (Q, K, P) este stricta

p<oo
6. Cum calculdm EX.

Formula de transport

g(x)p(x)  dacd X este discretd, Fy = Y p(z) 0,
Eg(X) = [gdFx = €l Py
J . 9@)p(z)dr dacd X este absolut continud, dF y (z) = p () dz

7. Comutarea dintre medie gi limitd

7.1. Teorema lui Beppo-Levi:

Dacd X,, /" X, X, > Z,EZ # —c0 — EX, /' EX.

Dacd X,, \\ X, EX,, > Z,EZ #+# c0o — EX, \, EX.

7.2. Teorema Lui Lagrange: X, — X,|X,| > Z,E|Z| # o0 = EX,, —
EX.

8. Dar de ce sa calculam media?

A. Din necesitdti de predictie. Nu intotdeauna gtim s& calculam functia de
repartitie ca si ddm un interval de predictie la un risc dat, . Sunt mai multe
cazurile in care putem calcula EX

B. Fiindca trebuie si putem aproxima o variabild aleatoare cu un numaér (de
exemplu o priméd de asigurare sau un pret). Se pune problema si gisim cea
mai buna constanta cu care sa putem aproxima o variabila aleatoare.
Daca punem problema aga, ne trebuie un criteriu de optim: dupa ce cunosc ca o
constantd a este mai bund ca altd constanté, b? Un asemenea criteriu este dat de
reguld de o distanta: calculam distanta de la constanta a la variabila aleatoare
X gi vrem s4 fie cit mai micd. Pe diverse submultimi de variabile aleatoare existd
mai multe asemenea distante deja studiate. Cele mai la indemina sunt distantele
din L7 (Q, K, P) : dp (¢, X) = || X — al|,,. Asadar, daca stim cd variabila X €
LP (Q, K, P) putem cduta acea constantd a care minimizeazd functia d, (v) =
IX —all,-

Formal, cea mai buna constanta din punctul de vedere L? este a = argmind,

Dacd p = 1,0btinem a = Median (X)

Daca p = 2 obtinem a = EX

Dacé p = oo obtinem a = Midrange (X) = 1 (m + M) unde

m=essinfX := sup{x : Fx (z) =0}, M = esssup X := inf{z : Fx (z) =1}



Cit de bun4i este aproximarea?

8. Inegalitatea lui Cebigev. Cantitatea d2(EX) = E(X — EX)® =
EX? — E2X se numeste varianta lui X si se noteazi cu Var(X) sau o2 (X).
Atunci o (X) se numeste abaterea medie patraticd a lui X.

In plus, are loc inegalitatea P(|X — EX| > ko (X)) < &

Aceasta este inegalitatea lui Cebigev.

Scrisé pozitiv, ea devine

PEX —ko(X)<X<EX+ko(X))>1- k%

forma care este simpla si ugsor de inteles. Desi inegalitatea in sine este foarte
slaba.

Exercitii 1. Dintr-o urna cu bilele numerotate 0,%, %, e ”glse scot doud
bile (cu sau fard inlocuire). Fie X maximul lor i ¥ minimul lor. S4 se calculeze
EX,EY,VarX ,Var Y. Treceti la limita

2. Se iau doud numere la intimplare intre 0 gi 1. Fie X maximul lor gi YV
minimul lor. Aceeasi problem ca si mai sus

3. Diverse probleme luate absolut oricum: se ia o functie F care sa fie pe
undeva crescatoare, se potriveste din x si y ca si fie functie de repartitie, i se
calculeazd apoi densitatea (daci are - 99% c& vi se va da o functie continud) si
i se calculeaza media si varianta

1.4 Lectia 4. Procedee de calcul al mediei

1. Functia generatoare de momente (mgf)

Momentul de ordin n este prin definitie numéarul u,, =EX".Functia gener-
atoare de momente este my (t) =Ee!X Notdm Dx = {t € R:mx (t) # 0o}
Dacd Dx = R variabila e cu coadd foarte scurtd, dacd Dx ={0} este cu coadd
lungd. Pentru variabile aleatoare pozitive Dx contine intotdeauna intervalul
(—00,0]. Dacd existd h > 0 astfel ca my (t) < oo pentru orice x < h atunci
spunem c& X are coadd medie. In general X are coadd medie dacg existd h > 0
astfel ca Ee!lX| < oo pentru orice z < h

1.1 Dacd X are coadd medie, atunci are toate momentele absolute finite:

Xe N L
1<p<oo
oS n
Evident, daci existd k ca E|X|" = cosit > 0, atuncimy (t) = E 3 t"% =
n=0 ’
= 0 EIX|" : E|X|F
nZO t"% (Beppo - Levi) > tk% =0
o0
1.2. Dac# X are coadd medie atunci putem scrie thy (t) = Y. t"£3- (putem
n=0

comuta limita cu suma datoritd teoremei lui Lebesgue, seria fiind dominats de
el™X1. Dacs putem dezvolta in serie pe mx obtinem momentele lui X.

1.3. Exemple.

1.3.1. X Exp(\) = mx (¢t) = ﬁ,lDX = (—o00,)\); are coadd medie.
Dezvoltam in serie



2
my (t) = 1+§+%+““ si identificim seria cu mx (t) = 1+tp; + tz‘fQ +..
rezultd p, = ;\%

1.3.2.. X"N(0,1) <= myx (1) = ¢ (e usor: my (t) =

i
’
a

2 —
\/gf - 2dx:eT\/127ffoooe( 7 da:—e2-1)

2
Deci mx (£) = €T = 145 + oo 4 A = Tty + B2 4 Ly 4

t2n

+ (Qn)pon +
Deci pg, 1 = 0 pentru orice numar natural n iar (gfs! = ﬁ = o, =
Gl —1.3.5-..-(2n— 1) = (2n — 1)!!
1.3.3. Repartl‘gla normala. Dacé Z"N(0,1) atunci variabila X = p+ oZ are
Gop)?
densiﬁajea px (z) = \/127 e” 2.7, functia generatoare de momente my (t) =
et functia caracteristicd ¢y (t) = eith="5"  Aceasta este repartitia nor-

mald de medie p i variantd 0. Ea se noteazd cu N(y,0?) .

2. Functia generatoare de cumulanti (cgf)

Are formula ky = Inmx

E interesant3 findes Ky (0) = p,k% (0) = po—p2 =Var(X) k% (0) =E(X — u,)*

3. Functia caracteristica

Corecteaza marele defect al mgf-ului: acela cd Dx nu e una si aceeasi
multime pentru orice X.

by (t) =Ee’X =Ecos (tX) + iEsin (tX)

In plus exista si

Teorema de unicitate: ¢y = ¢y <= Fx = Fy

Pe vremuri o demonstram gi pe asta.

4. Functia generatoare

Se foloseste pentru variabile aritmetice, adicd X : Q@ — N

x:[0,1] =Ry, gx (z) = Ex¥X = Y P(X =n)a"
=0

n—
Proprietatea ei cea mai importanta este ca prid derivare se obtin momentele
factoriale
g (1-0)=EX (X -1)..(X —n+1)

Orlce functie analiticd ¢ : [0,1] — R4 cu proprietatea ci g (1) = 1 i
care are toate derivatele pozitive este functia generatoare a unei probabilidti
e (N,P(N)).
Consecinte
9x (0) = P(X =0); EX = g (1-0);Var(X) = g% (1-0) +gx (1) —
2
gx (1)
Exemple
ki
4.1. Repartitia Hipergeometricd Hyper(a,n, k) = > CC(,S: Jé .Functia sa
=0 Cotn

n

k . )
) e U o lel Ck—g .
generatoare Ya,n,k U A€ O form4 analiticd cunoscuta: Ga,n,k (33) = E 7&1«" xd
j=0 ot

Dar se poate folosi cu succes datoritd recurentei g(’l,n’k (z) = kaiﬁga—lymk—l (z)
gi a faptului ci orice functie generatoare are proprietatea ci g (1) =1:¢'(1) =



EX = k;%.g '(1) “EX (X -1) = k(k—1) -2
k(k_]') a+na+n 1

,cu notatiile p =

s a+n 7. Astfel Var(X) =

+ kaJrn (kjain> - kain ((kaJlr)wEall) +1- kain) sau
gdsim

a+n’q = a+n

EX = kp, Var(X) = kpg 2=k = kpg (1 - ;551)

4.2. Repartitia Binomiald Bin(k,p) are functia generatoare foarte simpla:
g(z) = (qg+pz)" unde ¢ = 1 — p. Deci

EX = kp, Var(X) = kpq

Daca raportul este mic, se poate aproxima Hipergeometrica cu Binomi-
ala.

4.3. Repartitia Poisson (\) : gx (z) = @~ deci

EX = Var(X) = . Este legea evenimentelor rare: dacd kp = \ si p este
foarte mic, se poate aproxima Binomiala cu Poisson. Momentele factoriale
formeaza o progresie geometrica.

4.4. Repartitiile geometrica si Negbin: ggeoma(p) () = % i ONegbin(1,p) (T) =
p

a+n

1—qx
5. Formula de integrare prin parti. Lucrul cu cozile.
5.1. Fie X > 0 o variabild aleatoare si ¢ : R — R o functie continua

derivabili pe portiuni. Presupunem ci g (X) € L.
Atunci este valabila formula

Eg(X) = g(0) + [;" g y)dy unde F(y) = P (X >y) este coada
(dreaptd) a 1u1 Y
Exemple: = ["F(y)dy,E(X —a), = [°F(y)dy, Emin(X,a) =

Jo E(y)dy (a1c1 se sublnpelege cd a > 0!)
Demonstratie. Plecim de la formula Leibniz Newton. Aici A este m&sura
Lebesgue
9(X)=g(0) =[5 ¢ W) dy=] g (4y) Lo.x ( =[¢ ) lpx) ) dA W)
(m&sura Lebesgue neghjeaza punctele”)
= [ 9" (1) 1j0.00) (1) L(y.00) (X) dA (y)
Deci , aplicind teorema lui Fubini (am presupus in ipotezi c& g (X) € L' (P)
= g’( )1(yoo)( )ELl(P®/\)
fg ) (J 1(y’oo ) ) (3/) = f (f Ly,00) )dP) d)‘( ) =
) P <X ) "
5 2. Fie X > 0 o variabila aleatoare si ¢ : R — R o functie continud
derivabild pe portiuni. Presupunem ci g (X) € L.
Atunci este valabild formula
=Jo (¢ W) E(y) —g (=y) F(~y)) dyunde F (y) = P (X >y),F (y) =
P(X <y)
Demonstratie. Scriem X = X — X_. Atunci g(X) =g (X4)+g(—X_) sl
aplicdm formula de dinainte.
Exemplu: EX = fooo (F (y) — F (—y)) dy . Interpretare geometrica.
Excercitii. Calculati diverse medii i variante.
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o0
Aritati ci daci X este o variabili aleatoare aritmetics, EX = Y, P (X >n),EX? =

n=0

i (2n+1) P (X > n) etc
n=0

1.5 Lectia 5. Vectori aleatori

Daca X : 2 — R"™ este un vector aleator, repartitia sa F'x este o probabilitate
pe (R", B (R"))

Cum o descriem?

1. Functia de repartitie. Se definegte la fel ca in cazul unidimensional,
cu aceeagi conventie

Fx(z)=P(X<zx):=P(X; <x1,X0<m9,...X,, <z,);Fx (B)=P(X € B)

Nu e usor de lucrat cu ea. Oricum, rezultatul unidimensional Fx = Fy <=
Fx (z) = Fy (x) pt orice © € R™ se pastreaz.

Motivul? Multimea M a intervalelor (—oo,z] este stabild la intersectii fi-
nite ( evident (—oo,z] N (—o0,y] = (—oo, min (x,y)]!!) si genereazd multimile
din B (R") = B (R)®"

Cazul n = 2. X:(Xl,XQ) ,X:($1,$2) ,FX (X) = P(Xl S 331,X2 S .’EQ) =
Fx ((—o00,21] X (—00, z3]) deci

FX ((al, bl] X (ag, bg]) = FX (ahag) + FX (bl, bg) — FX (al,bz) - FX (ag, bl)

Proprietiti. F : R? — [0, 1] este o functie de repartitie bidimensionald daca
si numai daca

a. F(—o00,y) =F(x, —00) = 0 pentru orice z,y € R

B.x — F (z,00),y — F (c0,y) sunt functii de repartitie unidimensionale

~v.F (a1,a2)+ F (b1,b2) — F (a1,b2) — F (az2,b1) > 0 pentru orice a3 < by, as <
bs.

Exemplu.

1. 1. Daca Fx = (4, (repartitia Dirac in punctul a,b) atunci Fix (x,y) =
1[a,oo)><[b,<>o) (x,y) = 1[(1,00) (:L') 1[b,oo) (y) Consecinta: dacd Fx = ij(s(aj,bj)

J

atunci Fx ($7y) = ijl[a_,-,oo) (.’L‘) 1[bj,oo) (y)
J

1.2.  Se iau doud numere la intimplare , U gi V intervalul [0,1]. Fie X =
min (U,V),Y = max (U, V).
AtunciP(X < z,Y <y) =P(min (U, V) < z,max (U,V) <y) =P((U <z)U(V <z))N{U <y,V <y))
=P((U <min(z,y),V <y)UU <y,V < min(z,y)))
=P(U < min (z,y),V <y)+P(U <y,V <min (z,y)) —P(U < min (z,y),V < min(z,y)) =
2y min (x,y) — min (z, y)2
. 20y —y? daci 0<z<y<l1
DemF(a:,y)z{ > dacda 0<y<z<l1
Daci z > 1 sau y > 1 avem F (z,y) = 2min (z,y) — min (z,y)>
O functie de repartitie G : [0,1]> — [0,1] cu proprietatea ci G (z,1) =
G (1,2) = = se numeste copula.
De exemplu G (z,y) = xy sau G (x,y) = min (x,y) sunt copule.
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1.3 Exercitiu. Aratati ¢ F (z,y) = max (z,y) NU este o functie de repar-
titie. Intr-adevir, dacd a; = as, by = by atunci

max (a1, az) + max (by, be) — max (a1 be) — max (ag,b1) = a+b—-—b—> =
a—b<0.

2. Repartitiile didactice sunt cele discrete sau absolut continue.

Repartitia este discreta daci, la fel ca in cazul unidimensional, se poate scrie

sub forma Fx = Y p(z)d, unde A C R"™ este o multime cel mult num&rabila.
TEA

Un criteriu suficient ca acest lucru si se intimple ete ca X () sd fie o multime

cel mult numarabila.

Repartitia este absolut continua daci existd o functie nenegativa si masura-
bild p : R — Ry cu proprietatea cd Fy (B) := P (X € B) = [plgd\". Orice
functie p > 0 cu proprietatea cd [ pd\" =1 este o densitate.

2.1. O urné are a; bile de culoarea 1,as bile de culoarea 2,...,a,, bile de
culoarea n. Se extrag k bile. X7 sunt de culoarea 1,X5 sunt de culoarea 2, ....,
X,, sunt de culoarea n.

Care este repartitia vectorului X = (X;), ., 7

C*1Cal?...0%n
Daci bila nu se pune la loc, evident P(X = z) = # dacd 1 +
ayptag+...+an

At xn=kx; >0 VlgjgnsauP(X:x)—Oaltfel

Daci bila se pune la loc, atunci P(X = z) = —%_—p7'p3?...pZ in aceleasi

z1!.
e .. ai;
conditii. Aici p; = TR a———

2.2. Se arunca un punct X la intimplare intr-o multime B C R™ masura-
bil&. Presupunem cd \" (B) € (0,00). Atunci

Fx(A) = P(Xe€A) = % este absolut continuu si are densitatea
p =

Ximy

3. Majoritatea vectorilor aleatori au repartitii care nu sunt nici discrete,
nici absolut continue.

De exemplu, dacd ludm o variabild aleatoare £ absolut continud gi formam
vectorul X = (§,€), acesta va avea o repartitie care nu este discretd (caci
P(X = z) = 0 pentru orice x) dar nici absolut continud, deoarece este concen-
tratd pe diagonala A = {(z,z) : ¢ € R}. Daci F (t) = P (£ <t) este functia de
repartitie a lui &, atunci Fx (z,y) = P (§ < min(z,y)) = F (min (z,y))

4. Repartitiile marginale. Fie X un vector aleator n-dimensional.
Repartitia componentei X; se numeste marginala j a lui F'x. Dacd am sti functia
de repartitie F'x, atunci este evident ca

FXj (x]) = P(X] S a:j) = P(X1 S o0, ...,Xj_l S OO,X]‘ S {Ej,Xj+1 S OO,...,X.,L S OO) =

Fx (00, ...,00,2,00, ...,00)
Daca X este absolut contmuu atunci X; sunt de asemenea absolut continui.
Daci Fx = p-\", atuncipx, (z;) = [ .. fp (T4 ey Tjo1, Ty Tt 1y ooy Ty) ATy dj_1dxjgq ...y,

De exemplu
-in cazul n = 2: px, (z1) = [ p (21, 22) daa, px2 (x2) = [ p (21, 22) d4
- in cazul n = 3 : px, (931) = ffp(ﬂflyxz,zs)diﬁzdilﬁs,pxz (332) =
[ [p (21,22, 23) de1das, px, (x3) = [ [ p (@1, 22, 23) dz1das
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Reciproc nu este adevarat, vezi punctul 3 de mai sus. Degi £ este absolut
continud, vectorul (£, &) nu este.

4.1. O urnéa are a; bile de culoarea 1,a; bile de culoarea 2,...,a,, bile de
culoarea n. Se extrag k bile. X7 sunt de culoarea 1,X, sunt de culoarea 2, ....,
X,, sunt de culoarea n.

Care este repartitiile marginale ale vectorului X = (Xj), <i<n ?

R. Dacd nu se pune bila la loc sunt Hypergeometric(aj, N — a;, k) cu N =
ay+ag+...+a,

Daca se pune bila la loc sunt Binomial (k, p;)

4.2. X este repartizat uniform pe discul unitate D = {(z,y) : 2* + y? < 1}.

Care sunt densititile marginale?

/ / 2
R.  px, (@)= [1p(z,y)dy =2 [" 51 x;d VIV (y) s px, =
Px,
D. Aproximarea cu constante. Lucrurile se complica deoarece functia
f(X,t) = d(t,X) céreia trebuie si ii gisim punctul de minim argminf se

poate defini in multe feluri. Dacd insd X este din L? (adicd toate compo-
nentele sale sunt din L?) si luim distanta euclidiand + norma din L? atunci

f(X,t)=,/FE Z (X;— tj)2 si lucurile se petrec la fel ca in cazul unidimen-

sional: Argminf =Argmin f2 :Argmin(Z (X; — tj)z) = (FXy,...,EX,)
k=1

Acest vector se noteazd cu EX.Atunci f (X,EX) = Z ar (X;) = o?
<

Analogul inegalititii lui Cebigev: P(||X — EX|| > ko) 1%2
(Acelagi argument: o2 =E[|X — EX|> > E(||X EX|*1x_ EX\|>ka)) 2

k20oP(| X — EX|| > ko))
Exemplu: O urnd are a bile de albe, n bile negre, r bile rogii. Se extrag k
bile. X sunt albe, Y sunt negre. Faceti o predictie asupra vectorului Z = (X,Y)

R1. Bila nu se pune inapoi. EZ = (k‘pa, kﬁ) , Var(X) = kpaqq = Var(Y) =

a+n+r—1"
at+nt+r—=k
kPntn o1

— — — + — —
Am notat cu Pa = a+i+raQa =1- Pa = ainir’pn - a+Z+T7Qn =1- Pn
a+r
a+n—+r

Atunci P(11Z = (kpa, kpn)l| = 5y bpaga S + kppg, S22 < L =
4%

Concret: a=n=r=1200 =k = p, = p, = %,EZ = (400,400) ,0 =
2400v2 _

37350 — 18.839-

Deci P(]|Z — (400, 400)|| > 94.295) < 4%. Putem paria, cu riscul de a pierde
pariul mai mic decit 4% c& Z se afld in interiorul cercului de centru (400,400)
si raza 95.

R2. Bila se pune inapoi. Acum EZ = (kpa, kﬁ) dar Var(X) =

kpaqa ,Var(Y) = kpnan
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In aceleasi ipoteze de dinainte o = |/ 51200 = 23. 094 deci P(||Z — (400, 400)|| > 115.47) <
4%

6. Portofolii. Covarianta. Vectorul X = (Xj)1<j<n poate fi interpretat ca
fiind o piata financiard, in care X; si reprezinte profitul obtinut in urma unui leu
n
investit. Dacd in aceastd piatd se investesc s; lei in pozitia j §1.S = ) s;, atunci
j=1
vectorul s = (s1,...,8,) se numeste portofoliu de volum S. Variabila aleatoare
n

& =3 s;X, se numegte valoarea portofoliului, media sa E{ este randamentul

j=1
ortofoliului iar varianta sa Varf este numit de unii riscul portofoliului.

n
Randamentul este ugor de calculat: E{ = > s;EX;. Varianta lui introduce
j=1

in calcul aga numita matrice de covarianta.

Definitie. Matricea (Cixj)lgi,jgn =C =Cov(X) = (EX,; X, — EX;EX})
se numeste matricea de covariantda a vectorului X.

n

1<i,5<n

Fapte evidente. Var{ = ) s;s;¢ = s'C's. Matricea C este semipozitiv
ij=1
definitd iar functia V (s) = s'Cs este convexd, deoarece matricea sa hessiand

2 . .
( 9 ) ~coincide cu C.
i,

OSiBSj
Demonstratie: Evident
7. Formula de transport. Formal, este aceeasi din cazul unidimen-

sional. Daci f : R® — R este o functie masurabild si f(X) €L!, atunci
Ef (X)= [ fdFx
In cele doud cazuri didactice - discret sau absolut continuu - e cam la fel.
Doar dacd X este absolut continuu apare variati Ef (X) = [ fpd\".
Exemple. EX; = [o, z;p (21, ..., xp) day..den EXi X = [o, zizjp (21, ..., xp) day.day,
etc

8. Functia generatoare de momente: mx (t) = Eeg1 t]X]. Are sens sd se
5 30 |X;1#00
lucreze cu ea daca Fe =1 pentru un § > 0.
Atunci EX =V, (0),EX;X; = 325 (0) = Hy, (0) iar Cov(X) = Hyp (0)—
Viny (0) Vs (0)'. H se numeste matricea hessiang - din anul T de facultate.

IRIRE
Functia caracteristicd: ¢y (t) = Fe =
Functia generatoare (are sens doar pentru vectori stocastici aritmetici,
adica cu valori in N™.

gx (x) = inlmézxﬁl"P(X = (J1,72, -y Jn))
J
Atunci EX = Vg (1), iar dacd ¢ # jatunci EX;X; = % (1) .Dacd i =
j avem git? (1) =EX (X — 1) =EX?—EX sau, in scriere matriceald H, (1) =
(EX,X; — 0 ;EX)), , -
Obtinem formula Cov(X) = H, (1) — V, (1) V, (1) + (8; ;EX;)
Exercitii. Sd se calculeze EX,Cov(X) in cit mai multe cazuri.

9

14



9. Portofoliu optim - varianta Markowitz. Utilitatea portofoliului este
U(s) =Es'X — g Var(s'z) = s’y — §s'Cx unde p = EX, C=Cov(X), r > 0 este
coeficientul de aversiune la Tisc.

Exemplu de calcul. La exemplul 2.1, varianta cu bila pusa la loc, se zice ca X
are repartitia multinomiald Mult(k,p1, pa, ..., pn).Atunci gx (z) = >

k! Ji, J2

n
J1yedn 20, 370 ja=k
a=1

(p1z1 + pawo + ... + pnmn)k (de aceea i se spune repartitia multinomiald!) deci
p1 p1

Vg (z) =k (p1a1 + paxa + ... —l—pngcn)k_1 p2 — EX=k | P2

Pk Dk
rt PPz .. P1Pn
Hg(z) =k(k—1) (p1z1 + p2z2 + ... +pnmn)k*2 p2pr P2 - P2Pn
PnP1  PnP2 - pi
T
Hg(l)=k(k—1)| P2Pr P2 - P2Pn
PnP1 PnP2 .- p%
p1qa —DP1p2

Deci Cov(X) = Hg (1)+(np;d, ;), . —EX (EX) =k —p2p1 kpage

i,
—DPnP1 —PnD2
Deci in cazul unui portofoliu § = > s; X
n n
Var = k (Z s?quj - > sisjpipj>
j=1 ij=1

Exercitii.

1. Se da densitatea p (x,y) = (az + by) Lo,1) () L(0,1) (v) . Gasiti conditia
ca p s fie densitate, media gi covarianta. Acelagi lucru pentru cit mai multe
exemple gasite de dv.

2. Acelasi lucru pentru p (z,y) = cleo (z,y) unde C este o multime de arie
finitd din plan. De exemplu C =co(0,1,4) sau C =co(0, 1,4, 2 + 27)

1.6 Lectia 6. Probabilitate conditionata.

1. Definitie. Fie (Q, K, P) un spatiu probabilizat si A € K un eveniment de
probabilitate nenuld, P(A) # 0.

Atunci definim P(B|A) = Pg;zgj)g ) §i citim "probabilitatea lui B conditionats
de A"

il aiP1 Py
=

—P1Pn

—P2Pn

kpnan

2. Dacanotdm P 4 (B) =P(B|A) obtinem un nou spatiu probabilizat (€2, £, P4) .

Integrala fatd de P 4 se calculeazi dupd formula [ XdP4 = I)F(,(lizsip si se noteaza

E(X|A) )demonstratia imediatd cu metoda celor 4 pasi)

15
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O variabild aleatoareY cu proprietatea cd P(Y € B) = P (X € B|A) se
noteazd (abuzivl) ¥ = (X|A)

Exemplu. Timpul remanent de viata. Dacad T este o variabila aletoare
pozitiva, o putem interpreta ca fiind timpul de viata al unui organism sau aparat.
Atunci variabila aleatoare T, = (T' — z|T > ) se numeste timpul remanent de
viatd la virsta z. Asadar P(T, >t) = %
tPx-

3. Formula lui Bayes. Fie (H,), o partitie cel mult numarabild a lui
(adici m #n = H,, H, = @i |JH, = Q) formati evenimente neneglijabile,

si se obignuieste a se nota cu

adicd P(H,) # 0. Presupunem cunoscute probabilitdtile P(A|H,,). Atunci

P(A|H;)P(H;
P(Hi|4) = SRR

Evenimentele H,, se numesc ipoteze, probabilititile P(A|H,,) formeazi mod-
elul, probabilittile (P (H,)), se numesc probabilitdtile aprior: iar probabil-
itdtile (P (H,|A)),, se numesc probabilitatile aposteriori.

Exemplu. Populatia Romaniei se compune din 50% bisericosi, 40% neutri si
10% atei. Dintre bisericosi 50% respectd postul mare, dintre neutri 1l respectd
20% iar dintre atei 1%. Cineva este vizut cd ménincd un cirnat chiar in vinerea
mare. Ce este el? bisericos? neutru? ateu?

Solutie. Cele trei ipoteze sunt H; =bisericos, Hy =neutru, Hs = ateu.
Probabilitatile apriori sunt P(H;) = .5,P(Hz) = 4,P(Hs) = .1

A = individul care ménincd un cirnat in vinerea mare

Modelul este P(A|H;) = .5,P(A|H3) = .8,P(A|H3) = .99

Atunci Ry
— 1 1 _ .5-.5 — — .8-.4 _
P(H,|4) = > P(A|Hn)P(Hp) — .5-.5+.8-.44+.99-.1 — 0.37369,P(H|4) = 5-5+.8.41.99-.1 —
0.47833,P(H3|A) = sr92t 57 = 0.14798

Cel mai probabil este ca pacidtosul este neutru, apoi cd este un bisericos
impins de Satana iar cel mai putin probabil e si fie ateu.

4. Probabilitatea conditionata de o partitie cel mult numarabila.
Fie P =(A,),, o partitie cel mult numarabild a lui Q. Atunci P (B|P) este prin
definitie variabila aleatoare Y = > P (B|A,) 14, cu conventia de bun simf cd

dacd P(A,,) =0, atunci P (B|A4,)14, =0.
Observatie importantd: EP (B|P) = P (B) : intr-adevar, EY = Y P (B|A,)Ela, =

STP(BNA,) =P(B)

Observatie importantd: dacd F este o—algebra generatd de P, atunci Y este
F—masurabila.
Mai mult, daca X este o variabila aleatoare, atunci notdm, abuziv, ¥ =
(X|P)=> (Y|A,) 14, o variabil§ aleatoare cu proprietatea cd P(Y € B|P)
n
P(XeB|P)=) P(Xe€B|A,))1a,.
n

Observatie importantd: E(X|P) = Y E(Y|A4,) P (A,) =EY si, in plus, YV

este F—masurabila.

16



5. Repartitia conditionatd. Fie Z = (X,Y) un vector aleator in care

b1 P2
(X|Y) variabila aleatoare ) (X|Y =y,) l(y=y,). Dacd F este o—algebra

Y~ ( Yo ¥2 ) oste discretd. Atunci notim

n
generatd de Y, atunci (X]Y) este de asemenea F—md&surabila.

6. Media conditionata. Abordarea riguroasa. Fie Fo o—algebra in-
clusd in K si fie X € L' (Q, K, P).Atunci E(X|F) este prin definitie o vari-
abila aletoare, Y, cu proprietatea cid Y este F—mésurabild si E(X14) =E(Y14)
pentru orice A € F. Probabilitatea conditionatd a multimii B € K, P(B|F)
este prin definilie variabila aletoare, Y = F (15|F), adicd o varibild aleatoare
F—misurabild cu proprietatea cd E(Y14) = P (AN B) pentru orice A € F.
Daca F este c—algebra generata de o partitie cel mult numarabila, P, atunci ver-
ificati (este imediat!) cA E(X|F) = Y E(X|H)lgiarP(B|F)= > P(B|H)ly

HeP HeP

€
Exemplu. Q =72 P = {{j} xZn :j € Zn},B = {(i,j) € Q:i < j}. Atunci

n—1

P(Blo (P) = X "2 14pxz,
J:
Dacd F = o (Y) unde Y este o variabild aleatoare, atunci orice variabild

aleatoare Z care este F —masurabild este de forma X = h (Y). <Veriﬁca§i pentru X =14, apoi pentru X = > a
n

Asadar E(X|F) trebuie sd fie o functie de forma h (Y') cu proprietatea ca
E(Xg(Y)) =E(h(Y) g (Y))pentru orice g masurabild si marginita (verificati! in
definitia initiald g = 14,4 € 0 (Y) <= A =y-1(pycu B o multime boreliana
de pe dreapta reald, deci g = 1p;etc). De aceea se obignuieste notatia E(X|Y)
in loc de E(X|o (Y))

Definitie. Variabila aleatoare E(X|Y") se numesgte regresia lui Y asupra lui
X.

7. Proprietati ale mediei conditionate

7.0 Liniaritate, monotonie

7.1. Dacid Fy C Fy atunci E(E (X|F2) |F1) =E(X|F1) - proprietatea de
proiectie. Caz particular: E(E (X|F;)) =EX

7.2 Dacd Y € L™ (F) atunci E(XY|F) = YE(X|F) — variabilele
JF— masurabile se comporta precum constantele

7.3. Jensen. E(f (X)|F) > f(E(X|F)) daci f este convexd si f(X) €
Ll

7.4. Beppo - Levi. Dacd X,, /" X si X; € L' atunci E(X,,|F) /E(X|F)
cu exceptia posibild a unei multimi neglijabile

7.5 Proprietatea de optim:daci X € L2, atunci E(X — E (X|F))? <
E(X —Y)? pentru orice Y € L2 (F)

Caz particular: E(X — E (X|Y))* < E(X — g(Y))? pentru orice g
functie masurabild cu proprietatea ci g (Y) € L2.
De aceea, E (X|Y') se mai numeste estimatorul Bayesian exact dat
de Y asupra lui X.
7. Formule pentru repartitia conditionata.
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Uneori - in cazurile didactice - repartitia conditionaté - deci si media/varianta

conditionatd etc se pot calcula.
7.1. Cazul discret. Vectoruleste Z = (X,Y) Fiepxy (1,7) = P (X =4, Y =3j).

. N\ P(X=iY=j) px.y (i,7) N P(X=iY=§) _ px.v(i,j)
Atunci Px|y=j (’L) = P(Y=/) _Zoj)(xyy(a 7 yPY | X =i (.]) - P(X=i) _Zgi)(x},/y(i,ﬁ)
7.2. Cazul absolut continuu. Densitatea lui Z este px y.Atunci:

densitatea lui X este px (z) = [ px,v (z,t)dt
densitatea lui Y este py (y) = ffooo px.y (s,y)ds

densitatea lui (XY = y) este px|y—, (z) = %
densitatea Iui (Y]X = z) este py|x—s (y) = 7= p);xyix(f;)dé

Justificare. Stricto senso, nu se poate scrie P(Y € B|X = z) deoarece P(X = z) =
rte fyoo px,y (u,v)dudv

0.Dar are sens sd gindim P(Y < y|X = z) cafiind lim._o P(};éy‘i;i;éii;rg) =lim._,¢ ‘fﬂfa :f;" oxy (a0 duds =lir
fz +5 f(u)du

= f(z) .Presupunem

d
ci acesta este cazul i, atunic avem mai departe P(Y < y|X = z) = %.

Stim cd dacé functia f este continud in x, atunci lim._.g
Daci o derivim in y,gisim densitatea py|x—, (y) = %

In aceste doud situatii este valabild

E(g(X) Y =y) = 9(x)pxjy=y (z) = 2 9@rxiy (=3) (cazul discret)

Yapx,y (a,y)

o0
E(gX)|[Y =y) = [g(x)pxjy=y (x)dz = [ %dm (cazul absolut continuu)

1. (a) i A. Exercitii

1. Se da p(z,y) = (ax +by) 1(0,1) (=,y) . Conditia ca p si fie densi-
tate lui Z = (X,Y), repartitiile marginale, media, covarianta, portofoliul
optim = ArgminU pentru U (s,t) = E{ —rVar (§) cu & = sX +tY

2. Aceeasi oproblemd pentru p (z,y, 2) = (az + by + c2) 1(0,1) (%, ¥, 2)
3. Sau pentru PoZ ! =Uniform ({(i, j) € Z3 : i < j}) , sau Uniform ({(i,j) € Z3 : i + j < 4})
4. Sau pentru X ~Polinomial(4, p, g, 7)

5. Sau cit mai multe exercitii in doud sau trei dimensiuni inventate de dv

F

1.7 Lectia 7. Independenta
1.7.1 A. Doua obiecte

Definitii. Fie (2, K, P) un spatiu probabilizat i A, B € K.

1. Spunem ci A este independent de B (si scriem AII B) daci si numai daci
P(ANnB)=P(A)P(B)

Observatie. Dacd P(A) # 0, atunci faptul ¢ A II B este echivalent cu
P(B|A) = P (B) . Intuitiv, aparitia lui A nu afecteazd probabilitatea de aparitie
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a evenimentului B. Sau, obtinerea unei informatii asupra lui A nu are nici o
valoare: nu schimba datele problemei.

Observatie. Evenimentul sigur A = Q sau cel imposibil A = @ sunt inde-
pendente de orice alt eveniment.

2. Fie M1 si M 5 doud familii de evenimente incluse in K. Spunem cd M si
M ssunt independente (si notdm M II M) dacd ALl B pentru orice A € M,
si Be Ms.

3. Propozitia 1. Dacd M II M 5, atunci U-sistemele generate vor fi din nou
independente: U (M) I1 U (M 3) . In particular, dacd M si M5 sunt stabile la
intersectii finite, atunci o—algebrele generate vor fi de asemenea independente:
U(Ml) 11 O'(Mg).

4. Fie X : Q — E,Y : Q — F doud variabile aleatoare, unde (E, E) si (F, F)
sunt doud spatii masurabile oarecare. Atunci spunem ca X este independenta de
Y (si scriem X1IY") dacd si numai dacd o —algebrele generate sunt independente,
adicd dacd X1 (E)II X1 (F).

Formulari echivalente

sp o T

a

pentru or
b.

XYy
o(X)o(Y)
P(Xe€ AYeB)=P(Xe€A)P(Y € B) pentruorice A € E,B € F.
Po (X,Y) ' =Po (X) ' @Po(Y)"
Cum verificaim daca X 11Y?
Algoritm general : verificdm egalitateaP(X € A,Y € B)=P (X € A)P(Y € B)
ice Ae E,B € F.
in cazul variabilelor aleatoare reale:de verificat ci P(X <a,Y <y) =

P (X <z)P(Y <y) pentru orice z,y € R.

C.

Adica daca FX,Y =Fx ® Fy.
Dacd variabilele sunt discrete: de verificat cd P(X =2,V =y) =

P (X =z)P(Y =y) pentru orice x € E,y € F

d.

In cazul real: daci X este discreti, de verificat ci P(X = z,Y < y) =

P (X =z)P (Y <y) pentru orice z,y € R

e.

In cazul real: dacd (X,Y) are densitatea p,de verificat ci se poate

scrie p (z,y) = p1 (z) p2 (y)

Adicd dacd pxy = px®py.Dacd notdm supp(p) = Cl ((z,y) : p(z,y) > 0),

o conditie necesard ca acest lucru si se intimple este ca supp(p) sa fie de forma

A x B.
6.
a.

Proprietati.
Dacd X,Y sunt independente, atunci f (X) si g (Y') sunt de asemenea

independente pentru orice f, g masurabile.
Precis: daci X : Q — E,Y :: Q — F sunt independente si f : £ — E’, g :
F — F’ sunt mésurabile, atunci f (X) II g (V)

Consecinte: Dacd E = R",E = R™ atunci 14 (X)II 15 (Y) pentru

orice A € E,B € F,a’ XI1 V'Y pentru orice a € R",b € R™ etc

b.

Daci X € L' si Y € L' sunt independente, atunci XY € L!;

(deoarece E|XY| =E|X|E|Y|,vezi formula de transport) si sunt si necorelate.
Independenta implicd necorelare. Reciproc, daca sunt necorelate, nu rezulta ca

19



sunt independente - de exemplu dacd (X,Y) este repartizat uniform pe discul
unitate . Totusi, daca X gi Y au doar doud valori, necorelarea implica indepen-
denta.

c. Daci X,Y sunt independente, g : R? — R este masurabild, g (X,Y) €
LY, atunci Eg (X,Y|X =2) = [ g(z,y) dFy (y)

Ca atare avem de exemplu, P(X >Y) =E(P (X >Y|X)) =EFy (X) =
[ Fy (z)dFx () etc.

Dac, de exemplu, X este repartizatd Exp(\) ,P(X >Y) =EP(X > YY) =Ee '+ =my, (\),unde
my, este mgf-ul lui Y7 .

d. Dacd X este independentd de Y, atunci E(X|Y) =EX. Sau, reformulat:
Daci X este independentd de o—algebra F,atunci E(X|F) =EX Intr-adevir,
masurabilitatea este evidentd, la fel ca gi egalitatea E(X15) =E((EX)1p) =
P (B)EX. Reciproca este falsi: dacd E(X]Y) =EX nu rezultd cd X II'Y. De

exemplu daci (X, V)" (OiO) (li ) (2,0) (1’;1) (2,10) (2i1) (2712) ) ’
9
atunci (X|Y = 0) ™ (X]Y = )
1 degi evident ca X~ ( g
9

Ol

9 3 9 9
) “Uniform(Zs) , (X|Y = 1) = 1 deci E(X|Y) =EX =

nu este independentd de Y~ Uniform(Zs) .

ol = O
©IN N

1.7.2 B. O multime oarecare obiecte

Definitii

1. Evenimente. Evenimentele (4,) unde I este o multime oarecare de

acl

indici sunt independente dacd P( N\ Ag | = ]I P(Ap) pentru orice multime
peJ peJ

de indici J C T care este finita.

2. Familii de multimi. Fie (M), o familii de multimi din K. Ele sunt

ae

independente daca P( N A5> = [] P(ApB) pentru orice orice multime finita
BeJ sed
de indici J C I si Ag € M.

Propozi‘gia 2. Daci multimile (M,),; sunt independente, atunci si
U-sistemele generate vor fi independente. Daca familiile M, sunt si stabile la
intersectii finite, atunci (0 (M4)),; vor fi independente.

3. Variabile aleatoare. Variabilele aleatoare (Xo), ¢
dacd o—algebrele generate (0 (Xa)),c; sunt independente.

4. Proprietatea de asociativitate. Daci (F,),.; sunt o— algebre in-
dependente si II = (Ag),.; este o partitie a multimii de indici I , atunci

; sunt independente

o— algebrele (O’ ( U F a)) vor fi de asemenea independente. Sau, in
BeJ

aEAg
termeni de variabile aleatoare: Daca (Xq),c; sunt variabile aleatoare indepen-
dente, Il = (Ag) 4. ; este o partitie a multimii de indici I , gg : RA5 — R sunt

masurabile, atunci si variabilele aleatoare (gﬁ ((X o)ac As ) ) 5 vor fi de asemenea,
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independente

1.7.3 C. Siruri de obiecte

Cum verificam dacd un sir de variabile aleatoare sunt independente?

Suficient s& verificim dacd P(X; < z1,..., X, < x,) =P(X;1 < 21)P (X2 < z3) ..P(X,, < z,)

pentru orice n. Dacé unele din ele sunt discrete, e suficient s& punem "="in loc
de l|<||
Probabilitatea produs. Teorema lui Kolmogorov.
Fie (0, Ky, P,),, un sir de spatii probabilizate, @ = [[ Q,, K = ® K,,.
n>1 n>1
Pe acest spatiu masurabil existd o unicd probabilitate cu u proprietatea ca

P(A; x Ay x .....) = ][ Pn(4,). Ea se numeste peobabilitatea produs i se
n>1

noteaza cu P = ®PF,, .
n>1

Fapt 1: variabilele aleatoare (X,,), -, sunt independente daca (X1, ..., Xp)
sunt independente pentru orice n > 2

Daca ele au aceeasi repartitie, se numesc independente si identic repartizate
si scriem "fie (X,,),,~," iid.

Fapt 2: Fie (E,,E,), spatii masurabile si F,, : E, — [0,1] un sir de
repartitii. Atunci existd un spatiu probabilizat (€2, K, P) si un sir de variabile
aleatoare X, : (1 — FE,, care sunt independente si au exact repartitiile F,.

Seia Q= [[ En, K = @ E,, P =®P,, X, ((z1),) = Zn.
n>1 n>1 n>1
Fapt 3. Daci (E,,E,) = (R, B(R)) atunci se poate lua mai concret {2 =

[0,1]>, K = B (|0, 1])®C>Q , P = X\ (unde \ este misura Lebesgue pe [0,1]) si
X, ((zk),) = Fyy ' (z), unde F,; ! sunt cuantilele lui functiei de repartitie X,.
Asadar enuntul "Fie (X,,), un sir de variabile aletoare iid cu repartitia F
are intotdeaun sens"
Exemplu. Fie @ = (0,1), K = B((0,1)),p > 2 un numér natural. Orice
numadr w € €2 se poate scrie in baza p sub forma

o0
w= Y, X, (w)p " Atunci variabilele aleatoare (X,,),, sunt iid repartizate
n=1

Uniform(Z,,) . In plus, variabilele aleatoare {X1, Xy ooy Xy X1 = (Z Xk> (modp)}
k=1

sunt n+1 variabile aleatoare au proprietatea cd NU sunt independente, desi ori-
care n din ele sunt independente.
Fapt 4. Daci (X,,),, sunt variabile aleatoare independente din L2, necorelate,

n n
atunci Var( > Xk> = Y Var(X,). Deci cu atit mai mult egalitatea este vala-
k=1 k=1

Var(X,,). In

1
n

n
bila dacé ele sunt independente. Ca atare Var(}l X k) =
k=1

=
s

Var(X;) =0

n
cazul particular cind (X,,),, sunt i.i.d., atunci Var % > Xk> =—
k=1

n—o0

Exercitii.
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1. Dacd X I'Y atunci P(X > z,Y > y) =P(X > 2)P(Y > y). Interpretare
daca X,Y sunt timpi de viata.

2. Dacd P(X > 2,Y > y) > P(X > 2)P(Y > y) pentru orice x,y variabilele
X s1'Y se numesc pozitiv dependente, iar daca este valabila inegalitatea inversa,
se numesc negativ dependente. Verificati c8 dacd X I1'Y atunci min (X,Y") i
max (X, Y) sunt pozitiv dependente.

3. Dacd (X,Y) are densitatea p (z,y) = (az + by) 1 1)2(4,y) 1 @, > 0,a+
b= 2 atunci X si Y sunt negativ dependente

4. Verificati dacd [X] si {X} sunt independente dacid X este repartizatd
exponential sau Uniform(a, b)

5. Verificati cd dacd X = (X este un vector cu toate componentele

')1<3<n

independente, atunci mx (t) = ﬁ (L) siox (t) = H ¢x, (t;); dacd are
=1

valori din N", atunci gx (z) = [] gx, (z;)
j=1
6. Verificati cd dacd X = (Xj)1<j<n este un vector cu toate componentele
independente si S = ) X, atunci mg (t) = H my; (t) st ox (1) = [[ ¢x, (1);
j=1 j=1
daci are valori din N”, atunci gx (z) = H gx, (z). Ce rezulta in cazurile partic-
ulare cind X;"N (u;, 0 ) X; Bmomlal(n],p) X, Poisson(}\;) , X; "Exponential(\)?

7. Fie X Y Varlablle aleatoare marginite. Presupunem ca EX™Y"™ =EX™MEY "
pentru orice m,n > 1. Atunci X 1Y

Hint. ¢y y (s,t) =Ee!X+Y) =SS DE(sX +V)" =3 L& 3 ChsnMFEX—FYE =
n k=0

Zn L Z Ck n— ktkEXn IcEylc
m e
¢X ( )¢Y( ) Ee*XEet** = Zm :n' sTFEX™ k ZIEY}C Z (m+k)! m-i-kSmtk}z))(mEYvIC

m,k

Cele doud repartitii au aceeagi functie caracteristicd, deci coincid (Teorema de unicitate)
De ce am pus conditia sa fie marginite? Ca sa putem comuta media cu suma.

8. Vectorul Z = (X, Y) este repartizat < (_ll’ 0) (0’11) ( io) (0’1_1)

4 4 4 4
Gasiti repartitiile marginale, media,covarianta, functia de repartitie, functia de
supravietuire F(z,y) = P (X > z,Y > y),(Y|X),(X|Y) ,E(X™Y") -E(X™)E(Y") etc

1.8 Lectia 8. Convergenta variabilelor aleatoare. Legea
Numerelor Mari
1. In orice spatiu cu misurid (E,E,p) putem construi spatiile Banach
LP(E,E,n) ={X:E—R: [|X["dp#oc0},1<p< o0
Spatiile probabilizate nu fac exceptie: Fie (X,,), , X variabile aleatoare din
L? (Q,K,P). Spunem ci X,, converge la X in L? (si scriem X, N X) dacid
1 X7 — X”p —0
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Ce este special la spatiile probabilizate este inegalitatea normelor. Ea arata

cd
Propozitie. Daci 1< p < ¢ si (X,,)
q P
X, 25 X atunci X,, 25 X
2. De asemenea, in orice spatiu cu masurad (E, E, u) se introduce con-
vergenta in masura:
Definitie. Spunem ci X, converge la X in masurd dacs p ({|X,, — X| > ¢}) —

X sunt variabile aleatoare din L9 si

n?

0 pentru orice & > 0 si scriem X,, - X. In general nu este nici o leg&tura in-
tre aceste tipuri de convergentd: de exemplu, pe (R, B (R),\) sirul de functii
masurabile f, (z) = e™"*1(g o) (z) converge la 0 in orice L” (R, B (R),\) cu
1< p < oo gi totusi pentru orice € > 0 este evident c& A ({z : | f,, (z)| > €}) = 0.

In spatiile probabilizate existd o implicatie

Propozitie. Fie (X,), ,X variabile aleatoare din L? (Q,K,P),1 <
p < oco. AtuncanL—p>X e XnLX

a — p

Intr-adevér, P(|X,, — X| >¢) < HXnEipXHZ — 0 dacd n — oo.

3. La fel, in orice spatiu cu masurd (E, E, u) se introduce si convergenta
aproape peste tot, notata a.p.t:

spunem c& X, converge aproape peste tot daca p ({lim inf X,, # limsup X, }) =
0.Aceeasi definitie este valabild si in cazul spatiilor probabilizate, numai ca aici
notdm a.s. (= aproape sigur = almost surely)in loc de a.p.t.. Asadar

X, &5 x &4 p({liminf X,, = limsup X,, = X}) =1

In general, pe un spatiu cu masura oarecare, convergenta a.p.t. NU garan-
teazd convergenta in mésurd (vezi exemplul de la 2). Totusi, in cazul spatiilor
probabilizate avem

Propozitie. Daci X,, 2% X atunci X, Fox

Demonstratie. Evident, inlocuind X,, cu X,, — X putem presupune cd X = 0.
Fie A = {x, “% 0}

Asgadar gtim ca P(A€) = 0P(A°) = P(3e > 0,Vn > 0,3In; > nca | X,| >¢) =

o0 o0 o0
P(3Im>0,Yn>0,3k > 0ca [X,4p| > =) =P ( U N U {IXnskl > nﬁ})
m=1n=1k=1
o0 (o]
Cum sirul de multimi < N U {1 Xnsxl > 72}) este crescitor, aplicind
n=1 k=1 pe

proprietatea de continuitate a probabilitatii gdsim cd P(A°) = limP < ﬁl k@ {1 X4kl > 72}) =
m n=1k=1
0, asadar P ( ﬁl kﬁ {1 X4kl > 711}) = 0 pentru orice m > 1. Dar sirul de
n=1k=1
multimi (ktj {1 Xnsx| > :@}) este descrescitor, agadar P < ﬁl k@ {1 Xnsil > 72}) =
=1 n n=1k=1
limP (kfj {1 Xnsx| > nt}) = O;deci cu atit mai mult imP ({|X,| > +}) =0,
n =1 n
adici X, - 0.

Reciproc nu este adeviarat, dupa cum ne putem convinge cu exemplul urma-
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tor: orice numar natural n se poate scrie sub forma n = 245 unde 0< j < 2F—1.
Ludm Q = (0,1) , P =mésura Lebesgue,A,, = (3, gikl) , Xn = 14, . De exemplu
primele multimi A,, sunt (0,1), (0, %) , (%, 1) , (0, i) , i, %) , (%, %) , (%, 1) e

Atunci limsup X,, = 1 (a.s.),liminf X,, = 0 (a.s.) si totusi X, 20
4. Legea slabd a numerelor mari. Daca (X,), € L? sunt necorelate

. P
atunci % — i, unde p =EXj;.

Evident: dupad ce centram variabilele X, inlocuindu-le cu ¥,, = X,, — p :
H% - u“i =Var(%) = %2 — 0 unde am notat cu o2 =Var(X;).

De ce se numeste legea slaba? Pentru ca asigurd DOAR convergenta in
probabilitate, care este mai slaba decit cea aproape sigura.

5. Legea tare a numerelor mari.Daci (X,,), € L' sunt i.i.d. atunci
% 2% u, unde p =EX;. Mai mult, convergenta are loc si in L!.

Sunt mai multe demonstratii clasice. Cea mai puternica se bazeaza pe

TEOREMA ERGODICA BIRKHOFF. Fie (E, E,II) un spatiu prob-
abilizat si t : E — E o functie mésurabild cu proprietatile:

a. IT(t71 (A)) = II(A) pentru orice A4 € E.

b. Daci t~! (A) = A, atunci IT (A) € {0,1}

Fie, de asemenea, f € L' (E, E,II).

Atunci f+f(t)+f(t2)+£(t3)+‘“f(tn ) converge Il—aproape sigur si in L! la
[ fdIL.Am notat t* =tot, f3=totot,...

Observatie. O functie ¢ cu proprietitile a. si b. se numegte ergodica.

La noi vom lua E=R*®, E=B (R)> Il = F* unde F = Po X, ! este repar-
titia comund a variabilelor i.i.d (X5,), ,t: E — E va fi shiftul t (z1,29,23,..) =
(z2, 23,24, ....) care evident are proprietatea a.

Acceptdm cd are proprietatea b. Apoi consideram vectorul aleator X :
Q — E,X = (X,), siobserviam cd PoX ! = II. Asadar pentru orice functie

2 3 n—1
mésurabild f € L1 (E, B, ) avem O EOT(O) 0 f(07) asg ppy

[ fd(PoX 1) =Ef (X). Deci ZHOH OO0 (7) 5y avipp (x|

Legea tare este un caz foarte particular in care se ia f ((xy),) = 1 :atunci
FHE@+F(2)+F () +.. £ (t" ) (X) = X144 X,
- .

n
Demonstram acum c& shiftul ¢ are proprietatea b.

LEMA. 5.1.
1. Fie (E, E,II) un spatiu probabilizat, t : E — E o functie m&-
surabild cu proprietatea cd P(¢t7' (4)) = P (A) pentru orice A € M si M
C E o familie de submultimi. Presupunem cd P(ANt~" (B)) — P (A) P (B)
pentru orice A, B € M. Atunci P(AN¢ " (B)) — P(A)P (B) pentru orice
A,B € u (M) unde u (M) este u-sistemul generat.
2. Dacid M este stabil la intersectii finite, atunci afirmatia este
valabild pentru pentru orice A, B € ¢ (M)
3. Dacd in plus 0 (M) = E, atunci egalitatea t 1 (4) = A implici
P(A) € {0,1}, adici t este aplicatie ergodica.
Demonstratie.
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1. FieAe M fixatsiCy={B€ E: P(ANt " (B))— P(A)P(B)}.
Atunci C4 este un u-sistem care contine pe M. (singurul lucru mai delicat este
sa aratdm cd daca (By), este un sir de elemente disjuncte din Cy, atunci si
reuniunea |J By este tot in C,4. Adicd dacd P (ANt~"™(By)) — P(A) P(By),

k

atuncigi >, P(ANt~" (By)) — >_ P(A) P(By), lucru care rezultd din teorema
k k

Lebesgue cu dominarea P(ANt~" (By)) < P(t~" (B)) = P (By)

In concluzie daci A € M si B € o (M), atunci P (ANt~ (B)) — P (A) P(B).

FieC={A€E:P(Ant "™ (B)) — P(A) P(B) pentru orice B € u(M)}.
Atunci C contine pe M si este de asemenea un u-sistem. (folosim acum dom-
inarea P (ANt~ ™ (B)) < P (Ap)")

2. Evident

3. Dacit~! (B) = B, atuncit~" (B) = B deci convergenta P (ANt~" (B)) —
P (A)P(B) devine P(ANB) = P(A) P(B). Dacd ludim A = B (e voie, cici
o (M) = E!) atunci avem P(B) = P? (B).

Observatie. O functie ¢ cu proprietatea din Lema se numeste functie mix-
ing.

LEMA 5.2. Shiftul canonic t : R*® — R este mixing fata de probabilitatea
IT=F>.

Demonstratie.

o—algebra produs este generatd de multimea M ={A; X Ao X .. x Ay xRxRx ....:k>1,4;, ¢ B(R)}.
Daci A,B € M si B = By x By X ... X By x R x Rx, atunci t7"(B) =
RXxRX..xRx By xByX..x By xRxR X ..., (pe primele n pozitii este
R ); deci pentru n destul de mare ANt~ "™ (B) = A1 X Ay X ... x Ap X R xR x
. X Rx By X By X ... X B, xR x ....,agsadar P (ANt ™ (B)) este chiar egal cu
P(A)P(B)

Cu aceasta legea numerelor mari ca aplicatie a teoremei lui Birkhof este
complet demonstrata.

1.8.1 6. Consecinte ale Legii tari a numerelor mari.

6.1. Metoda Monte Carlo

Dacd vrem sd calculdm o integrald de forma [ flcd\" unde C' C R™ este
o multime cu proprietatea cd A" (C) € (0,00) putem observa ci ea se scrie
sub forma [ fled\" = A" (C)Ef (X) cu X un vector repartizat uniform pe

C.Atunci avem [ fled\" = X" (O) (a.s.—limN W) unde (X,)

este un gir de v.a. i.i.d cu repartitia Uniform(C)

Problema dificila este cum se poate simula un asemenea sir. Uneori este
simplu.

6.2. Teorema fundamentala a statisticii.

Fie (X,), un sir de variabile aleatoare i.i.d. Variabila aleatoare F, (z) =
<o) tlixg<o)ttlixn<o)
n

n

se numeste functia de repartitie empirica dupa n

observatii. Legea tare a numerelor mari ne spune ca F, (z) <% F(z) unde
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Interpretare: functiile de repartitie empirice converg a.s. la functia de repar-
titie teoretica.
Teorema lui Glivenco: sup |F), (z) — F (z)] <%0
x

Interpretare: functiile de repartitie empirice converg UNIFORM a.s. la
functia de repartitie adevarata.

Exemplu. Se arunca doud puncte la intimplare intr-un cerc de raza 1. Sa se
calculeze distanta medie dintre ele.

Solutie analiticd. Fie Z = (X,Y) si Z’ = (X', Y”) doi vectori iid repartizati
Uniform(C) cu C = {(z,y) :2*+y* <1} sifie D= ||Z - Z|

Atunci avem, din formula de transport E||Z — Z’|| :E\/(X —X) (Y -V =

=/ \/(x — o)’ + (y = v)’1c (z,9) 1o (2/,y) deda’ dydy’

1 1 Vi—2? 1—2? 5 5
==/ / (x —2")" + (y — y') dydy' deda’
e Sy N

Este o integralad care nu se poate calcula
Simuldm un vector repartizat Uniform(C') prin metoda urméatoare, numita
a respingerii:
- ludm X, Y independente repartizate Uniform(—1,1).
- verificim daci X2 +Y?2 < 1.
Daca DA, retinem Z = (X,Y)
Daca NU, repetam.
Algoritmul d& rezultate bune dacé putem incadra multimea C intr-un drep-

tunghi de forma I x J cu I,J C R intervale marginite in asa fel incit raportul
2

A(O) .
XA S nu fie prea mic.
Formal, se ia U~Unif0rrn((07 1)2) (e simplu) si se pune Z = (U|U*1 (C))
Dupa cum am vazut in lectia 6.2 Z este un vector aleator cu proprietatea ca

P(Z € B)=P(U e BJU € C) = 50
Un script R care simuleaza N asemenea vectori aleatori este
n=10000
u=2*runif(n)-1;v=2*runif(n)-1;w=which(u"~24+v"2<1);x=u[w];y=v[w]
up=2*runif(n)-1;vp=2*runif(n)-1;wp=which(up~2+vp~2<1);xp=up[wp];yp=vp[wp]
N=min(length(x),length(xp))
X=x[1:N];Y=y[1:N];Xp=xp[1:N]; Yp=yp[1:N]
D=sqrt((X-Xp)~2+(Y-Yp)"2);summary(D)

Explicatie. n este numarul de vectori (U;, V;) NUniform((O, 1)2) simulati; in

urma testului Uj2 + Vj2 < 1 din ei se retin vectorii (X, Y;); se repetd cu vectorii

(U;, VJ’) din care se retin vectorii (XJ‘, Y]’) .

N este numarul de vectori aleatori care au trecut testul de apartenenta in
C. Cu ajutorul lor se calculeaza distantele D; = \/(Xj — X§)2 + (Y5 - Yj’)2 si
li se face apoi sumarul.
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Rezultate: Min = min D; este minimul empiric: cu legea tare a numerelor

mari tinde aproape sigur la essinf D =0

Ist Qu = F,; 1 (i) , unde F,, este repartitia empiricd a lui D
dupa N probe;

tinde la F~! (%) unde F' este repartitia lui D

Median = mediana empirica a lui D, tinde la mediana teoretica

Mean = media empirica a lui D,tinde la ED

3rd Qu. = Fi! (3) == F~' (3)

Max = max(D,) “% esssup D = 2

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu.
Max.

0.004957 0.575500 0.889100 0.906700 1.226000 1.985000

0.01565 0.58110 0.89570 0.91090 1.22700 1.98500

0.01315 0.57970 0.89000 0.90500 1.21900 1.99500

0.002263 0.573700 0.888600 0.904800 1.221000 1.992000
0.001696 0.575100 0.892900 0.906600 1.224000 1.993000

Dar daca am arunca punctele in pétratul unitate? Formal, am avea de
1111

calculat ED = [ [ [ [ \/(x — ) + (y — y)*dydy’ dzda’ care pare mai simpli;
0000

nu cred ci se poate face.
Simularea este mult mai simpla
x=runif(n);y=runif(n);xp=runif(n);yp=runif(n);d=sqrt ((x-xp) ~ 2+ (y-yp) " 2;summary(d)
Vedeti ce iese.
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1.9 Lectia 9. Convolutia, convergenta repartitiilor si Teo-

rema Limita Centrala

1.9.1 Convolutia

Fie X,Y doui variabile aleatoare. Daci se stie repartitia lor (notatd cu F' si G),
atunci nu se poate spune nimic despre repartitia sumei X + Y, decit dacd stim
repartitia comuni a vectorului (X, Y") .In cazul cel mai simplu, dacd presupunem
cd X ¢i Y sunt independente, atunci repartitia vectorului (X,Y) este F @ G.
In acest caz repartitia sumei S = X + Y se noteazi cu F * G si se numeste
convolutia dintre F si G.

Formula de transport ne arata cd daca f : R — R este masurabild marginita,
atunci

BIOCHY) =[S0 i)dF o Gle) = [[1(+9)dF@)dG0) =
JJ £ @+ ) dG (y) dF ()

Asadar am descoperit formula

/de*G //f x+y)dF (2)dG (y //f (z+y)dG (y) dF (z)

care poate fi luatd ca o definitie a convolutiei.

Proprietati.
1. (F«xG)(B)= [ [F(B-y)dG(y)= [ [ G(B — x)dF (z); deci functie
de repartitie se calculeaza dupa formula
(F«x@)(t)=[[F({t—y)dG(y)= [ [G(t—z)dF (x)

2. F*(Sof L(F % d,) (x) = F(xfa)

3. Fx(aG + bH) = aF % G 4+ bF x H (convolutia este distributivd fatd
de adunare)

4. Spatiul masurilor cu semn marginite de pe dreapta reald echipat cu
adunarea, inmultirea cu scalari i convolutia (M, (R, B (R)), +, %) este o algebrd
comutativi, cu elementul neutru §o.In cadrul acestei algebre familia Prob(R, B (R))
a probabilitatilor este o multime convexa

5. 04 %0y = 0qqp, (P0q + qdp)™" = Z CEp" %8 (- k)t kb
f=

6. Proprietatea de netezire. Daca G este absolut continua, atunci si
F % G este absolut continui indiferent de F. Dacd G are densitatea g, atunci
F x G are densitatea pr.c (t) = [g(t — z) dF ()
7. Convolutia densitatilor. Daca F are densitatea p si G are densi-
tatea g atunci FxG are densitatea pp. (t) = [q(t —z)p(z)dz = [p(t —y)q(y)dy
8.  Dacd mp(t) = [e™dF (z) , mg(t) = [e”dG (z) sunt mgf-urile
repartitiilor Fsi G atunci mp,.g =mpmg. Aceeasi afirmatie este valabila pentru
functiile caracteristice ¢, ¢ sau pentru functiile generatoare (dacd F si G au suport pe multimea numerelor 1

gr,9G
9. Bin(m, p) *Bin(n, p) =Bin(m + n, p) ,Poisson(a) *Poisson(b) =Poisson(a + b) ,
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N(py,0%) *N(pg,03) =N (,ul + g, /O3 + a§2> , Gamma(m, a) *Gamma(n, a) =Gamma(m + n,a

*7

(prin definitie, daci m este numér natural Gamma(m, a)=Exp(a)

10. Uniform(a, b) *Uniform(c, d) =Trapez(a + ¢,a + d, b+ ¢, b+ d)
"—Ch(x—1)1+Ch(x—2)1 —C3(z—3)T+....
FUniform(O,l)*” (33) == - = 17;! = - -
Demonstratiile punctelor 1-8 sunt banale si lasate ca exercitii.
9. La binomiald si Poisson se face functia generatoare, la Gamma nu avem

nimic de demonstrat iar la normalé folosim functia caracteristici sau mgf-ul:
o242
2

N (u,02) (t) = ettt

10.  Observdm cd Uniform(a,b) = §,*Uniform(0,b — a),Uniform(c,d) =
dxUniform (0, d — ¢) deci

Uniform(a, b) *Uniform(c,d) = 044c*Uniform(0, @) *Uniform(0, 5) cu o =
b—a,f=d—c.

Fie X,Y independente, X~ Uniform(0, &) ,Y ~Uniform(0, 8).Atunci P(X +Y <) =
2X((0.)x(0,50D4) e D; = {(z,y) : « + y < t}. Calculind aria aceasta (un tri-

«
unghi triunghic isoscel din care se mai scad eventual alte doud triunghiuri drep-

tunghice isoscele) rezultd Fx vy () = ﬁ (w2 —(z — oz)i —(z — B)i +(z—-—a-— ﬁ)i)

cu densitatea
px+y () =55 (t—(z—a), — (- B), +(z—a-pH),)
Graficul ei are forma unui trapez isoscel :de exemplu dacd o < 3 avem
px+y (7) = 35 (#(a,p) + Al(ap) + (@ + B = 2) L(5.a+5)
Analog,
3 3 3 3 3
Fu0,0)0(0,8)xU(0,7) (T) = Galgy (333 —@-a)i —(@-8), -—@-7),+t@-—a-p) +@—-—a-p), +(
a carei densitate deja are forma de clopot.
Pentru a calcula convolutia Uniform(0,1)"" , calculdam A" ([0,1]" N D;) unde

D, = {(mk)lgkgn ERY iz +x2+ ..+ 7, < t}

Observam ¢ [0,1]"ND; = Dy— |J Ay j unde Ay ; = {(xk)1<k<n ERY oy +ap+ ..+, <txy > 1}
k=1 ==

Dacé scriem x; = 14y;,atunci vedem ca putem scrie A; ; = ej—i—{(xl, s L1, Yjr Tj1s oy T) € R 120y 4
e;j = (0,...,0,1,0,...0) este versorul canonic de pe pozitia j. Altfel scris, A; ; =
ej+ Dy

Folosind principiul includerii gi excluderii avem si observind ca Ay ;N A ; =
e; + €4 + Dt_g, At,j N At,i N At,k =e; + €j + e + Dt_g etc gésnn ca

A" ([0,1]" N D) = A" (Dt - kLZJl Aw) — A" (Dy) — A (kgl A@j)

i,jiit i,g ki Ak
giisim formula (10) , deoarece se verific imediat cd A" (Dy) = &

=\" (Dt)— (Z A" (At,z’) — Z A" (At,i n At’j) + Z A" (At,i n At’j N At,k) — >
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1.9.2 Convergenta repartitiilor

Ce se intimpld daca facem mai multe convolutii de tipul F, F*2 F*3,...? Legea
numerelor mari spune cg in cazul i.i.d. media aritmetici X, = %
converge aproape sigur la media teoreticd y = EX; = [zdF (z), unde F este
repartitia lui X;. Cum se reflectd acest lucru in repartitia lui X,,?

Oricum, daci X,, ©% X si h: R — R este o functie continui, atunci h (X,,)

Cum am putea traduce acest lucru in termeni de repartitii?

Daci am putea comuta media cu limita, ar trebui si rezulte cd Eh (X,,) —Eh(X).

Un caz in care acest lucru este absolut sigur este dacad h este continua si
marginita.

Sad notam cu F;, repartitiile lui X, si cu F repartitia lui X. Deci daca h este
continua si marginita avem

X, % X = h(X,) *5 h(X) =Eh(X,) — Eh(X) <= [hdF, —
[ hdF.

Aceasta este definitia la care s-au oprit matematicienii.

Definitie. Fie (F),), un sir de repartitii. Spunem cd F, converge la F
(slab) daci

/han — /hdF pentru orice h : R — R continud méarginita

Notatia acceptata este "F,, — F"

Vom da fara demonstratie cele doué teoreme mari privind convergenta slaba

Teorema 1.(Portmanteau).F,, = F daci si numai dacd F,, (z) — F (z)
in orice punct de continuitate al lui F, adica in toti acei  cu proprietatea ca
F(z—0)=F(x)

Comentariu. Trebuie pusa conditia neplacutad de continuitate deoarece este
evident cd 61 = {§g,dar nu este adevirat ca functiile de repartitie converg
peste tot: furnlcyia de repartitie a lui 5% este 1[i,oo si ea converge la 1(g o) care,
nefiind continud la dreapta NU este o funcgiende repartitie. De altfel se poate
ardta cd F,, = F' dacd si numai dacd F), (z) — F (z) pe o multime I' C R
densa.

Teorema 2.(de convergentd a functiilor caracteristice): .F, — F daci
si numai dacil ¢, — ¢ adicd [ e'*dF, (x) — [e"*dF (x) pentru orice t € R

Acum dam un criteriu suficient pentru a asigura convergenta slaba, folositor
in cazurile didactice

Propozitia 3. (criteriul convergentei densitatilor)

S& presupunem ca Fj; au densititile p, fatd de o masura o—finitd, w©.S&
mai presupunem cd p, converge la o functie p despre care stim deja ci este
densitate. Atunci F,, = p- i

Demonstratie. |F, (z) ~ F (2)] = | [ (bn (2) = p () dpt ()] < [ Ipn — pl dp
Scriem |p, —p| = [p — pn| =2 (p — pn), — (p — pn) si avem in continuare
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[lpn=pldp=[(2@—pn), —(@—pn)dp=2[(p—pn), dup—[ (p —pn)dp =
2/ (p=pu)ydp—1+1=2[(p—pn), du

Dar (p — pn) . converge la 0 si este dominat de p. Din teorema lui Lebesgue
[ (p = pn),. dp va converge de asemenea la 0.

Cazuri particulare: masura Lebesgue sau masura cardinal pe o multime
numarabila.

Corolar. Teorema de aproximare Poisson. Daca F,, = Bin (n,py,) si np, —

A, atunci F,, = Poisson ()

Intr-adeviir, CEp* (1 — p)"~* converge la %Te”\.

Corolar al teoremei lui Glivenko.Repartitiile discrete sunt dense in fa-
milia tuturor repartitiilor de pe dreapta.

Intr-adevir, repartitiile empirice sunt discrete si converg la repartitia teoret-
ica.

Notatie. S& presupunem ca variabilele X,, au repartitiile F;, si F,, = F.
Atunci se mai foloseste notatia X, L, F, care se citeste "X, converge in
repartitie la F'". Sau, daca X este o variabild aleatoare cu repartitia F', atunci
se mai poate citi "X,, converge in repartitie la X". Evident c& dacd X,, converge
aproape sigur la X, atunci X,, converge in repartitie la X.

1.9.3 Teorema limita centrala

Convolutiile tind sa aiba o forma de clopot.

Iatd, de exemplu densitatile lui F*" dacd F' = Exp (1) pentrun =1,2,3,4,5
(negru = densitatea lui Fymaro = densitatea lui F' % F, indigo = densitatea lui
F % F x Fyverde =densitatea lui F** albastru = densitatea lui F*9)
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sau densitatile repartitiilor U(—1,1)"" pentru n = 2,3,4,5 (Negru pentru
n = 2, rogu pentru n = 3, verde pentru n = 4, albastru pentru n = 5)

Explicatia se afld in

TEOREMA LIMITA CENTRALA

Fie (X,), un sir de variabile aleatoare i.i.d din L? cu media p si varianta

Atunci SadXete £X0 —np i>N(O, 1)

ov/n

Sau, mai explicit
P Xt Xot. A Xn—np 1 z —%d t . < 1
( P~ < x) — 7 I e y pentru orice x numar real.

Demonstratie. Vom folosi teorema de convergenta a functiilor caracteristice:
va trebui sa sa ardtam ca ¢, () — ¢y(,1) (t) pentru orice t.Am notat cu s,
raportul X1+X2';'\‘/'%'X”_"” = Yl“ijf/ﬁ*y" unde Y,, = X,, — pu sunt variabilele
centrate; evident Y,, € L2.

Fie ¢ (t) =Ee™¥" ¢ : R — C. Functia ¢ este derivabild de dous ori, ¢ (0) =
L,¢/(0) = 0,¢" (0) = *E (X — p)* = —0.

Este important de retinut ci putem scrie ¢ (t) = ¢ (0) + t¢’ (0) + %(b" (0) +
o(t)t? unde 0 : R — C este o functie continui si 0(0) = 0.Intr-devir, o (t) =
(1) =¢(0)~te' (0)— 5 ¢ (0)

12

este evident continud; din regula L’Hospital tlin(1)0 (t) =
1lim (M —¢" (O)) =0 - ciici am presupus ca ¢’ (¢) este derivabild in 0.
L Y1hYod 4V

. . n
Atunci ¢, (t) =Ee’ oV = (EeZ%ﬁYI) (am presupus variabilele

aleatoare 1.i.d!)

32



=6 () = (60 + 250 O+ 52287 (0) + 0 (5) £) =
(1-£+0 (s ;i)"uan)"((lan)a) (cw an = 55 =

2
o(7vm) ¥
2

Deci lim ¢" (ﬁ) =lime "% =lim e_"<ﬁ_o(aﬁ)ﬁ) = e_%_limo(at")t2 =

2
e"T =G (1) .QED.

Convergenta functiilor de repartitie nu implicd si convergenta densitatilor.
Reciproca este evident adevirata, dupd cum am vdzut mai sus.

Totusi, in anumite ipoteze se poate demonstra - mult mai greu si cu un
aparat matematic foarte sofisticat - si

TEOREMA LIMITA LOCALA.

Presupunem ca variabilele aleatoare de mai sus, X,, sunt si absolut con-
tinue. Fie p, densitatea sumelor centrate si normate s, = %\/ﬁﬂf” Sa
presupunem ci existd un ng cu proprietatea ca p,, este marginitd. Atunci

z2 U . . v
pn () — m}ﬁe_'T : densitatile tind la densitatea normald. Aceasta ar fi

explicatia fenomenului aradtat in cele doud grafice de mai sus.

Aplicatie in aproximarea unor repartitii.
Binomial(n, p) =N (np, \/W) daca np si npg sunt "mari"
2

Gamma(n, \) %N(’;, (@) ) daca ¥ si @ sunt "mari"

Poisson(\) =N (n)\, mz) dacd nA este "mare"

etc

Aplicatie in calculul primelor de asigurare.

Se da un portofoliu omogen de n asigurati de tip F.

Traducere matematica: Fie (Xj), <, variabile aleatoare i.i.d. nenegative
din L2. Ele e numesc daune.

Asiguratorul isi asuma riscul de default €. Ce prima de asigurare sa ceard?

Traducere matematicd. Care s fie cel mai mic numér II cu proprietatea ca
P(X1+Xo+ ...+ X, >nll) <e?

Stiem P(X1 + Xa + ... + X, > nll) :P(X1+X2+...+Xn,fn,u > nH*n,u) :p(sn > @)

ag\/n - agy/n

Dacd n este destul de mare (ce inseamnd acest lucru este o altd discutie, de

loc simpli!), atunci putem aproxima ultima probabilitate cu N (0, 1) ((@, oo)) =
2

I1— . el o x
[} (M) , unde prin traditie se noteazd ® (z) = \/%7 Jo e
functia de repartitie a normalei standard. Cum repartitia normala este simet-
ricd fatd de origine, @ (a) = ® (—a) pentru orice a € R. De aceea putem scrie
PXi+Xo+..+ X, 2nll) 20 (—@) si punem conditia ca ® (—@) =

g = YU g1 (g) = YU - g1 (o) = @71 (1 — &) de unde

o
O—p _ @71(1—5)
o n

‘T dy, adici

gasim adica
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Principiul de calcul medie-abatere:

H:u—&-ﬁ@_l(l—a)

Pe aceasta baza putem, de exemplu aprecia ca, pentru un portofoliu omogen
de 100 asi . R . 1Y o . _ V10035 oy

e asigurati de tip Blnomlal(lOO, 4) prima va fi de tipul II 25—1—7\/ﬁ Pt (1—¢)

25 +0.433161 (1 - ¢)

Concret, pentru un risc de 1% am avea @1 (1 —¢) = &1 (0.99) = 2.326348
deci IT = 25 + 2. 326 3 = 27. 326

Putem compara cu probabilitatea exacta: X; + ... + Xj90 are repartitia
Binomial (100, 1) """ =Binomial (10000, 1) ;

nll = 2732.6

Probabilitatea de default este (in limbajul R) ¢ = 1 - pbinom(2732.6,10000,1/4)=
5.236055e-08
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