
1 Cursul de teoria probabilit¼a̧tilor an II

1.1 Leçtia 1

M¼a bazez pe faptul c¼a s-a f¼acut deja un curs de Teoria m¼asurii. Deci se ştie ce
e (
;K; �)
Aşadar (
;K; P ) este un spaţiu cu o m¼asur¼a special¼a, care are proprietatea

c¼a P (
) = 1
Consecinţ¼a: P (Ac) = 1� P (A) :
Notez consecvent complementara cu un c :Ac = 
nA
Caracteristici ale unui spa̧tiu probabilizat - sau, poftim, cîmp de prob-

abilitate, accept şi denumirea asta:
1. 
 este muļtimea evenimentelor elementare. Ele reprezint¼a muļtimea

rezultatelor posibile ale unui experiment mental.
Exemple.
- arunc un zar de n ori: 
 = Zn6 ; dac¼a arunc n zaruri e la fel
- arunc o moned¼a de n ori: 
 = Zn2 ;dac¼a arunc n monede e la fel
- aştept pîn¼a iese un 6 la aruncarea cu un zar: 
 = Zn6 ;
- se ia un num¼ar întreg "la întîmplare": 
 = Z; dac¼a se iau n numere întregi

atunci 
 = Zn
- se ia un punct oarecare în plan/spaţiu: 
 = R2=R3
- se ia un arc de cerc la întîmplare: 
 este cercul trigonometric
2. K este ��algebra evenimentelor. Un eveniment este o coleçtie de

evenimente elementare. Dac¼a 
 este cel mult num¼arabil, este bine: atunci se
ia K = P (
) : Adic¼a ��algebra total¼a. Dac¼a nu, e mai complicat. Multe
probbilit¼aţi au proprietatea c¼a P(f$g) = 0 pentru orice $ 2 
: Astea nu se
pot construi pe P (
) �indc¼a este o teorem¼a a lui Ulam care spune c¼a dac¼a
o m¼asur¼a pe P (
) neglijeaz¼a toate punctele şi 
 este nenum¼arabil¼a, atunci
m¼asura e identic nul¼a. Exemplu tipic 
 = R;K = B (R) = � (Top (R)) ; sau

 = Rn;K = B (Rn) = � (Top (Rn)) = (B (R)
n dar asta f¼ar¼a demonstraţie)
3. Cea mai simpl¼a probabilitate cu putinţ¼a este şi cea mai simpl¼a m¼asur¼a

cu putinţ¼a: este �a de�nit¼a de �a (A) = 1A (a)
Fapt 31. Dac¼a (Pn)n sunt probabilit¼aţi pe spaţiul m¼asurabil (
;K) şi dac¼a

pn � 0 au proprietatea c¼a �pn = 1;atunci P := �npnPn este de asemenea
probabilitate
Fapt 32. Deci dac¼a (pn)n sunt ponderi de sum¼a 1, atunci P = �npn�xn este

o probabilitate. Ea se numeşte probabilitate discret¼a.
Fapt 33. Dac¼a 
 este cel mult num¼arabil¼a, atunci toate probabilit¼aţile pe

(
; P (
)) sunt discrete.
Fapt 34. Dac¼a 
 este �nit¼a, atunci probabilitatea P = �$2
�$

j
j se numeşte
probabilitatea clasic¼a sau reparti̧tia uniform¼a şi se noteaz¼a cu U (
) : Aşadar
U (
) (A) = jAj

j
j =
nr cazuri favorabile
nr cazuri posibile

Fapt 35. Dac¼a P;Q sunt dou¼a probabilit¼aţi pe (
;K) atunci muļtimea
E = E (P;Q) := fA 2 K : P (A) = Q (A)g satisface axiomele
(i) ? 2 E : (ii) A 2 E =) Ac 2 E : (iii) An 2 E8n

disjuncte =) [nAn 2 E
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Seam¼an¼a cu axiomele ��algebrei. O asemenea familie de muļtimi se numeşte
U-sistem. Cum interseçtia de U-sisteme este de asemenea un U-sistem, are sens
s¼a de�nim U (M) ca �ind interseçtia tuturor U-sistemelor care conţin familia de
muļtimi M � P (
) . Faptul de baz¼a este

PjM = QjM =) PjU(M) = QjU(M)

TEOREM¼A. Dac¼a M este stabil la interseçtii �nite, atunci U (M) = � (M)
Fapt 36. JARGON. Dac¼a se zice: se ia un punct la întîmplare dintr-

o muļtime �nit¼a se subînţelege c¼a probabilitatea la care ne referim este cea
uniform¼a. Dac¼a muļtimea este un compact din 
 � Rn de m¼asur¼a Lebesgue
nenul¼a şi �nit¼a se subînţelege c¼a probabilitatea ca punctul s¼a �e într-o muļtime
borelian¼a A este egal¼a cu P(A) = �n(A\
)

�n(
) ; aici �
n este m¼asura Lebesgue în Rn:

Dac¼a n = 1; ea se numeşte lungime; dac¼a n=2 se numeşte arie iar dac¼a n=3 se
numeşte volum.
Pariu cinstit: P(A) = 1

2 ; favorabil dac¼a P(A) �
1
2 ; nefavorabil dac¼a P(A) �

1
2
Exerci̧tii.
1. Se arunc¼a un zar de 3 ori. Care e probabilitatea ca numerele s¼a �e toate

diferite? S¼a vin¼a în ordine? s¼a nu existe dou¼a numere vecine?
2. Un segment de lungime 1 se împarte la întîmplare în trei segmente. Care

e probabilitatea ca ele s¼a vin¼a în ordine cresc¼atoare ? descresc¼atoare? s¼a se
poat¼a forma cu ele un triunghi?
3. Se ia la întîmplare un num¼ar de 3 cifre. Care e probabilitatea s¼a �e par?

divizibil cu 3? cu 4? dar ca s¼a aib¼a cifrele puse în ordine cresc¼atoare?
4. Se ia un num¼ar natural la întîmplare. Care e probabilitatea s¼a �e par

(NONSENS!!)

1.2 Leçtia 2. Variabile aleatoare

Fie (
;K) şi (E,E) dou¼a spaţii m¼asurabile. O funçtie X : 
 ! E care este
K � E m¼asurabil¼a se numeşte variabil¼a aleatoare cu valori în E. Dac¼a scriem
doar "variabil¼a aleatoare" f¼ar¼a alte epitete se subînţelege c¼a (E,E) = (R; B (R))
Dac¼a (E,E) = (Rn; B (Rn)) spunem c¼aX este un vector aleator n-dimensional.

Dac¼a n=2 spunem c¼a X este un punct aleator.
Propriet¼aţi.
1. Dac¼a (F,F ) este un spaţiu m¼asurabil, X : 
 ! E este o variabil¼a

aleatoare şi f :E!F este m¼asurabil¼a, atunci f (X) este o variabil¼a aleatoare cu
valori în F
2. Dac¼a X;Y sunt variabile aleatoare şi f : R2 ! R este m¼asurabil¼a (de

exemplu dac¼a e continu¼a) atunci f (X;Y ) este de asemenea variabil¼a aleatoare.
DeciX+Y;X�Y;XY;X=Y;max (X;Y ) ;min (X;Y ) ; 1B (X) etc sunt toate vari-
abile aleatoare
3. Fie L (
;K) muļtimea variabilelor aleatoare de pe spaţiul m¼asurabil

(
;K) : Atunci
(i) L (
;K) este o algebr¼a de funçtii reale care este şi latice
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(ii) Dac¼a (Xn)n este un şir de variabile aleatoare şi lim infXn 2 R
(respectiv lim supXn 2 R) atunci lim infXn este o variabil¼a aleatoare (respec-
tiv lim supXn este variabil¼a aleatoare).
4. X este un vector aleator n-dimensional dac¼a şi numai dac¼a toate com-

ponentele sale Xk sunt variabile aleatoare

Reparti̧tia unei variabile aleatoare. Deşi m¼a enerveaz¼a ¤ tare, în ultima
vreme am ajuns s¼a accept şi denumirea "distribuţia" în loc de "reparti̧tia".
Totuşi, distribuţie înseamn¼a altceva. Francezii fac diferenţa (reparti̧tie = loi,
ruşii la fel, reparti̧tie=raspredelenie, nemţii la fel (verteilung) , polonezii la fel
(rozklad) iar românii de la ASE şi politehnic¼a s-au imbecilizat şi zic distribuţie.
Fie (
;K) şi (E,E) dou¼a spaţii m¼asurabile şi X : 
!E o variabil¼a aleatoare.

Probabilitatea P �X�1 : E ! [0; 1] de�nit¼a prin P �X�1 (B) = P
�
X�1 (B)

�
se numeşte reparti̧tia lui X:
1. Scopul suprem al teoriei probabilit¼aţilor este s¼a se g¼aseasc¼a reparti̧tia

unei variabile aleatoare
2. Dac¼a discut¼am de variabile aleatoare f¼ar¼a alte epitete, reparti̧tiile lor

sunt probabilit¼aţi pe dreapt¼a. Muļtimea lor o not¼am cu Pr (R; B (R)) : În acest
caz reparti̧tia P �X�1 o not¼am cu FX (mai aproape de notaţiile internaţionale).
Deci FX (B) = P (X 2 B) : În loc s¼a scriem FX ((�1; x]) scriem FX (x) şi
spunem c¼a avem de a face cu funçtia de reparti̧tie a lui X: Cu puţin¼a atenţie
nu exist¼a pericol de confuzie: Dac¼a F 2 Pr (R; B (R)) ; atunci F (x) :=
F ((�1; x])
3. Orice funçtie F : R ! R cresc¼atoare, continu¼a la dreapta cu pro-

prietatea c¼a F (�1) = 0; F (1) = 1 este o funçtie de reparti̧tie. Adic¼a ex-
ist¼a o probabilitate � 2 Pr (R; B (R)) astfel ca F (x) = � ((�1; x]) pt orice
x 2 R (demonstraţia este cam lunguţ¼a - eu le-am zis c¼a iese din teorema lui
Caratheodory).
4. Reguli de calcul. F ((a; b]) = F (b)�F (a) ;F (fag) = F (a)�F (a� 0) ;

F((a; b)) = F (b� 0) � F (a) ;F ((x;1)) = 1 � F (x) = F (x) =F (x) etc.

Important pentru cultura general¼a: F (x) se numeşte coada sau funçtia de
supraviȩtuire şi se noteaz¼a de actuari cu xp0:
5. Dou¼a reparti̧tii F şi G coincid dac¼a şi numai dac¼a F (x) = G (x) pt

orice x: Demonstraţia e uşoar¼a: B (R) = U (M) unde M = f(�1; x] : x 2 Rg
este stabil¼a la interseçtii �nite.
Deci F (x) = G (x) pt orice x =) FjM = GjM =) FjU(M) = GjU(M) =)

Fj�(M) = Gj�(M) =) F = G
5. Dac¼a FX este reparti̧tie discret¼a, spunem c¼a X este discret¼a; dac¼a

funçtie de reparti̧tie FX este continu¼a spunem c¼a X este continu¼a. Orice
reparti̧tie F 2 Pr (R; B (R)) se scrie unic sub forma F = pFc + qFd unde
p; q � 0; p+ q = 1; F�c este continu¼a şi Fd este discret¼a. În vorbe: orice reparti̧tie
este omixtur¼a dintre una discret¼a şi una continu¼a.
6. Dac¼a se poate scrie F (x) =

R
p1(�1;x)d� spunem c¼a F este absolut

continu¼a. O condi̧tie su�cient¼a este ca F s¼a �e continu¼a şi derivabil¼a pe
poŗtiuni. Atunci p = F 0: Un mod de a scrie acest lucru acceptat internaţional
este: d �FX (x) = p (x) dx:
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7. Reparti̧tiile didactice sunt sau discrete sau absolut continui. Cele
clasice poart¼a cîte un nume: uniform¼a, binomial¼a, Poisson, etc
8. Ce e de f¼acut cînd se d¼a comanda "S¼a se calculeze reparti̧tia lui X"?
81. În general încerc¼am s¼a calcul¼am P(X � x)
82. Dac¼a X este discret¼a încerc¼am s¼a calcul¼am P(X = x)
83. Dac¼a X este absolut continu¼a, încerc¼am s¼a calcul¼am densitatea lui

X:
9. Cuantilele. Se noteaz¼a cu F�1 (p) : A nu se confunda cu inversa: de

regul¼a o funçtie de reparti̧tie R! [0; 1] NU este bijectiva.. Cuantila superioar¼a
F�1+ (p) = supfx : F (x) � pg; Cuantila inferioara F�1� (p) = inffx : F (x) �
pg
General: x 2 F�1 (p) () F (x� 0) � p � F (x) () x 2 [F�1� (p) ; F�1+ (p)]:

Cu excepţia unei muļtimi cel mult num¼arabile de valori p 2 (0; 1) cuantila su-
perioar¼a coincide cu cea inferioar¼a
10. Simularea. Dac¼a U este o variabil¼a aleatoare repartizat¼a Uniform(0; 1)

atunciX = F�1 (U) este o variabil¼a aleatoare cu reparti̧tia F:Adic¼a U~U (0; 1) =)
F�1 (U) ~F
11. Prediçtie. Ne asum¼am un risc " şi vrem s¼a prezicem un interval

I = (a; b] unde va �variabila aleatoare care sa aib¼a probabilitatea mai mare sau
egal¼a cu 1 - ":Acesta este un interval de prediçtie de risc � ": Intervalul
standard de risc " este I = (F�1

�
"
2

�
; F�1

�
1� "

2

�
]: Cu cît e mai scurt, cu atît e

mai bun. De exemplu, dac¼a X~Exp (1) ;atunci F�1 (p) = � ln (1� p) = ln 1
1�p :

Deci un interval de prediçtie de risc 1% este I = (ln 1
1� 1

200

; ln 1
1
200

] = (:00512; 5:

298 3]
iar unul de risc 0.01% ar � (:00005; 9: 903 5]

Exercitii 1. Schema bilei revenite (Bin(n; p)) ; schema bilei nerevenite (Hyper (a; n; k))
; Poisson(�) = limnBin

�
n; �n

�
2. U~U

�
0; 1�

�
=) �lnU~Exp(�) ;

3. Reguli de lucru cu densit¼aţi. Dac¼a p = pX este densitatea lui X atunci
paX+b (x) =

1
jajp

�
x�b
a

�
; pX2 (x) =

1[0;1)(x)

2 (p (
p
x) + p (�

p
x)) ; peX (x) =

1[0;1)(x)

x p (lnx) ; plnX (x) = exp (ex) etc

4. Ceva dr¼aguţ.Fie Y = bX (mod k) : Ce reparti̧tie are Y ? Zicem Y ~

�
0 1 2 3
P0 P1 P2 P3

�
Daca X~Negbin (1; p) sau Geometric(p) este foarte uşor. Cele k valori sunt

descresc¼atoare la negbin, la geometric e un pic diferit. P0 = p
�
q3 + q7 + :::

�
=

pq3

1�q4 :P1 =
p

1�q4 ; P2 =
pq
1�q4 ; P3 =

pq2

1�q4 : Cel mai probabil este 1. Dac¼aX~Bin(n; p)

e mai complicat: se face cu radacinile de ordin k ale unit¼aţii "j = cos 2j�k +

i sin 2j�k ; j = 0; 1; :::; k � 1 şi se speculeaz¼a faptul c¼a "�"� = "���� unde � � �
este adunarea din Zk
(q + p)

n
= qn + C1nq

n�1p+ C2nq
n�2p2 + :::+ Ck�1n qn�k+1pk�1 + ::::

(q + p"1)
n
= qn+"1C

1
nq
n�1p+"2C

2
nq
n�2p2+ :::+"k�1C

k�1
n qn�k+1pk�1+ ::::

(q + p"2)
n
= qn+"2C

1
nq
n�1p+"4C

2
nq
n�2p2+ :::+"k�2C

k�1
n qn�k+1pk�1+ ::::

........................
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(q + p"k�1)
n
= qn+"k�2C

1
nq
n�1p+"k�3C

2
nq
n�2p2+:::+"1C

k�1
n qn�k+1pk�1+

::::
Adun¼am
kP(Y = 0) = (q + p)n + (q + p"1)

n
+ :::+ (q + p"k�1)

n

kP(Y = 1) = (q + p)n + "k�1 (q + p"1)
n
+ :::+ "1 (q + p"k�1)

n

etc
Iese ceva interesant doar în cazurile k=2,3,4. Cazul k=2 este banal
Cazul k=3: "1 = cos 2�3 + i sin

2�
3 =

�1+i
p
3

2 ; "2 = cos
4�
3 + i sin

4�
3 =

�1�i
p
3

2
3P(Y = 0) = (q + p)n + (q + p"1)

n
+ (q + p"2)

n
= 1 + 2Re (q + p"1)

n

3P(Y = 1) = (q + p)n+"2 (q + p"1)
n
+"1 (q + p"2)

n
= 1+2Re "2 (q + p"1)

n

3P(Y = 2) = (q + p)n+"1 (q + p"1)
n
+"2 (q + p"2)

n
= 1+2Re "1 (q + p"1)

n

Scriem q+p"1 = q+p�1+i
p
3

2 = q� p
2 + i

p
p
3

2 = rei� cu r =
p
p2 � pq + q2 =p

1� 3pq
De unde (q + p"1)

n
= (1� 3pq)

n
2 ein�; "2 (q + p"1)

n
= (1� 3pq)

n
2 ei(n�+

4�
3 ); "1 (q + p"1)

n
=

(1� 3pq)
n
2 ei(n�+

2�
3 ) şi rezult¼a

3P(Y = 0) = 1 + 2 (1� 3pq)
n
2 cosn�

3P(Y = 1) = 1 + 2 (1� 3pq)
n
2 cos

�
n�+ 4�

3

�
3P(Y = 2) = 1 + 2 (1� 3pq)

n
2 cos

�
n�+ 2�

3

�
Ce e interesant este c¼a niciodat¼a cele trei probabilit¼aţi nu pot coincide.
Cazul k=4. "1 = i; "2 = �1; "3 = �i: Fie Pj = P (Y = j) :
4P0 = (q + p)

n
+(q + p"1)

n
+(q + p"2)

n
+(q + p"3)

n
= 1+(q + pi)

n
+

(q � p)n + (q � pi)n
4P1 = (q + p)

n
+"3 (q + p"1)

n
+"2 (q + p"2)

n
+"1 (q + p"3)

n
= 1�i (q + pi)n�

(q � p)n + i (q � pi)n
4P2 = (q + p)

n
+"2 (q + p"1)

n
+(q + p"2)

n
+"2 (q + p"3)

n
= 1�(q + pi)n+

(q � p)n � (q � pi)n
4P3 = (q + p)

n
+"1 (q + p"1)

n
+"2 (q + p"2)

n
+"3 (q + p"3)

n
= 1+i (q + pi)

n�
(q � p)n � i (q � pi)n
sau, daca scriem q + pi = ei�

4P0 = 1+(q � p)n+2Re (q + pi)n = 1+(q � p)n+2 (1� 3pq)
n
2 cosn�

4P1 = 1�(q � p)n+2Re i (q � pi)n = 1�(q � p)n�2 (1� 3pq)
n
2 cos

�
n�+ �

2

�
4P2 = 1+(q � p)n�2Re (q � pi)n = 1+(q � p)n�2 (1� 3pq)

n
2 cos (n�)

4P3 = 1�(q � p)n+2Re i (q + pi)n = 1�(q � p)n+2 (1� 3pq)
n
2 cos

�
n�+ �

2

�
Rezultatul �nal este

Y ~

 
0 1 2 3

1+(q�p)n+2(1�3pq)
n
2 cosn�

4
1�(q�p)n+2(1�3pq)

n
2 sinn�

4
1+(q�p)n�2(1�3pq)

n
2 cosn�

4
1�(q�p)n�2(1�3pq)

n
2 sinn�

4

!
Ar putea � toate egale?

daca cosn� = 0; sinn� = 1 rezult¼a Y ~

 
0 1 2 3

1+(q�p)n
4

1�(q�p)n+2(1�3pq)
n
2

4
1+(q�p)n

4
1�(q�p)n�2(1�3pq)

n
2

4

!
Nu pot � egale niciodata
Dar daca X~Poisson(�) şi Y = bX (mod k)?
Rȩteta este aceeaşi
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ke�P0 = e�+e�"1+:::+e�"k�1 ; ke�P1 = e�+"k�1e
�"1+:::+"1e

�"k�1 ; ke�P2 =
e� + "k�2e

�"1 + :::+ "2e
�"k�1 ;etc

Dac¼a k = 3 avem
3P0 = 1 + e

�("1�1) + e�("2�1) = 1 + 2Re e�("1�1)

3P1 = 1 + "2e
�("1�1) + "1e

�("2�1) = 1 + 2Re "2e
�("1�1);

3P2 = 1 + "1e
�("1�1) + "2e

�("2�1) = 1 + 2Re "1e
�("1�1)

Dar e�("1�1) = e
�
�
�1+i

p
3

2 �1
�
= e�

3�
2 e

i
p
3�
2 ; "1e

�("1�1) = e�
3�
2 e

i
p
3�
2 + 2�

3 ; "2e
�("1�1) =

e�
3�
2 e

i
p
3�
2 + 4�

3

Deci

P0 =
1+2e�

3�
2 cos

p
3�
2

3

P1 =
1+2e�

3�
2 cos

�p
3�
2 + 2�

3

�
3

P2 =
1+2e�

3�
2 cos

�p
3�
2 + 4�

3

�
3

Şi nici acum nu pot � niciodat¼a egale. Abaterea de la 1
3 este intotdeauna

mai mic¼a decît 2e�
3�
2

De exemplu, dac¼a

� = 2�
3
p
3
=) Y ~

�
0 1 2

0:387 68 0:224 64 0:387 68

�
;� = 1 =) Y ~

�
0 1 2

0:429 7 0:187 01 0:383 27

�
� = 2 =) Y ~

�
0 1 2

0:328 0:307 63 0:364 37

�
;� = 3 =) Y ~

�
0 1 2

0:326 99 0:333 19 0:339 82

�
� = 8�

3
p
3
=) Y ~

�
0 1 2

0:333 1 0:333 8 0:333 1

�
5. Simulari. Sa se simuleze o variabila aleatoare repartizat¼a Pareto:

F (x) = min
��
a
x

�n
; 1
�
:Etc.

F (x) = 1�
�
a
x

�n
dac¼a x � a: Cuantilele sunt soluţiile ecuaţiilor 1�

�
a
x

�n
=

p () a
x = (1� p)

1
n () x = a (1� p)�

1
n

Deci X = a (1� U)�
1
n : Cum U şi 1 - U au aceeaşi reparti̧tie U(0; 1) ;putem

pune X = aU�
1
n

6. Simulaţi X~Bin (1; p) : De exemplu X = min
�h

U
1�p

i
; 1
�

7. Simulaţi X~Hyper (a; n; k) : Aici e mai greu, trebuie simulat¼a o urn¼a.
Instruçtiunea sample(n,k) din R face aceasta: simuleaz¼a extragerea a k bile din
n bile f¼ar¼a revenire. Un scurt script care simuleaz¼a reparti̧tia în cauz¼a este
urm¼atorul
a=10;n=15;t=a+n;k=19
omega=sample(t,k);x=length(which(omega<=a));x
Se simuleaz¼a extragerea a 15 bile din 25 de bile, din care 10 sunt albe şi 15

sunt negre.

Dup¼a 100 de simul¼ari am obţinut abelul de frecvenţe table(x)=
�
3 4 5 6 7 8 9
1 8 16 25 29 17 4

�
pe care îl putem compara cu adev¼arata reparti̧tieX~ 1

100

�
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10

3268 76
375
81 719

23 625
163 438

136 500
81 719

716 625
81 719

171 990
7429

238 875
7429

175 500
7429

131 625
14 858

11 375
7429

1365
14 858

�
X~ 1

100

�
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0:00001 0:00459 0:144 55 1: 670 4 8: 769 4 23: 151 32: 154 23: 624 8: 858 9 1: 531 2 0:09 19

�
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1.3 Leçtia 3. Integrala

Dac¼a (
;K; P ) este un spaţiu probabilizat şiX este o variabil¼a aleatoare,
R
XdP

se noteaz¼a cu EX:
Propriet¼aţi speci�ce
1.
R
1AdP = P (A)

2.
R
1dP = 1

3. Inegalitatea lui Jensen. Dac¼a f : I ! R este convex¼a, X : 
 ! I � R
este o variabil¼a aleatoare, atunci Ef (X) � f (EX)
4. Inegalitatea normelor. Dac¼a 1 � p � q � 1 atunci kXkp � kXkq : Ca

atare Lp (
;K; P ) �Lq (
;K; P ) �L1 (
;K; P )
5. Dac¼a Supp(P ) nu este �nit, atunci toate spaţiile Lp sunt diferite iar

incluziunea L1 (
;K; P ) �
T
p<1

Lp (
;K; P ) este stricta

6. Cum calcul¼am EX:
Formula de transport

Eg (X) =
R
gdFX =

( P
x2I

g (x) p (x) dac¼a X este discret¼a, FX =
P
x2I

p (x) �xR1
�1 g (x) p (x) dx dac¼a X este absolut continu¼a, dFX (x) = p (x) dx

7. Comutarea dintre medie şi limit¼a
7.1. Teorema lui Beppo-Levi:
Dac¼a Xn % X;Xn � Z;EZ 6= �1 =) EXn % EX:
Dac¼a Xn & X;EXn � Z;EZ 6=1 =) EXn & EX:
7.2. Teorema Lui Lagrange: Xn ! X; jXnj � Z;E jZj 6= 1 =) EXn !

EX:
8. Dar de ce s¼a calcul¼am media?
A. Din necesit¼aţi de prediçtie. Nu întotdeauna ştim s¼a calcul¼am funçtia de

reparti̧tie ca s¼a d¼am un interval de prediçtie la un risc dat, ": Sunt mai multe
cazurile în care putem calcula EX
B. Fiindc¼a trebuie s¼a putem aproxima o variabil¼a aleatoare cu un num¼ar (de

exemplu o prim¼a de asigurare sau un prȩt). Se pune problema s¼a g¼asim cea
mai bun¼a constant¼a cu care s¼a putem aproxima o variabil¼a aleatoare.
Dac¼a punem problema aşa, ne trebuie un criteriu de optim: dup¼a ce cunosc c¼a o
constant¼a a este mai bun¼a ca alt¼a constant¼a, b? Un asemenea criteriu este dat de
regul¼a de o distanţ¼a: calcul¼am distanţa de la constanta a la variabila aleatoare
X şi vrem s¼a �e cît mai mic¼a. Pe diverse submuļtimi de variabile aleatoare exist¼a
mai multe asemenea distanţe deja studiate. Cele mai la îndemîn¼a sunt distanţele
din Lp (
;K; P ) : dp (a;X) = kX � akp : Aşadar, dac¼a ştim c¼a variabila X 2
Lp (
;K; P ) putem c¼auta acea constant¼a a care minimizeaz¼a funçtia dp (x) =
kX � akp :
Formal, cea mai bun¼a constant¼a din punctul de vedere Lp este a = argmin dp
Dac¼a p = 1;obţinem a =Median (X)
Dac¼a p = 2 obţinem a = EX
Dac¼a p =1 obţinem a =Midrange (X) = 1

2 (m+M) unde
m=essinfX := supfx : FX (x) = 0g ; M = esssup X := inffx : FX (x) = 1g
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Cît de bun¼a este aproximarea?
8. Inegalitatea lui Cebî̧sev. Cantitatea d22 (EX) = E (X � EX)2 =

EX2 � E2X se numeşte varianţa lui X şi se noteaz¼a cu Var(X) sau �2 (X) :
Atunci � (X) se numeşte abaterea medie p¼atratic¼a a lui X:
În plus, are loc inegalitatea P(jX � EXj � k� (X)) � 1

k2

Aceasta este inegalitatea lui Cebî̧sev.
Scris¼a pozitiv, ea devine
P(EX � k� (X) � X � EX + k� (X)) � 1� 1

k2

form¼a care este simpl¼a şi uşor de înţeles. Deşi inegalitatea în sine este foarte
slab¼a.

Exerci̧tii 1. Dintr-o urn¼a cu bilele numerotate 0, 1n ;
2
n ; :::;

n�1
n se scot dou¼a

bile (cu sau f¼ar¼a înlocuire). Fie X maximul lor şi Y minimul lor. S¼a se calculeze
EX;EY;VarX;VarY: Trecȩti la limit¼a
2. Se iau dou¼a numere la întîmplare între 0 şi 1. Fie X maximul lor şi Y

minimul lor. Aceeaşi problem¼a ca şi mai sus
3. Diverse probleme luate absolut oricum: se ia o funçtie F care sa �e pe

undeva cresc¼atoare, se potriveşte din x şi y ca s¼a �e funçtie de repartitie, i se
calculeaz¼a apoi densitatea (dac¼a are - 99% c¼a vi se va da o funçtie continu¼a) şi
i se calculeaz¼a media şi varianţa

1.4 Leçtia 4. Procedee de calcul al mediei

1. Funçtia generatoare de momente (mgf)
Momentul de ordin n este prin de�ni̧tie num¼arul �n =EX

n:Funçtia gener-
atoare de momente este mX (t) =EetX :Not¼am DX = ft 2 R : mX (t) 6=1g :
Dac¼a DX = R variabila e cu coad¼a foarte scurt¼a, dac¼a DX =f0g este cu coad¼a
lung¼a. Pentru variabile aleatoare pozitive DX conţine întotdeauna intervalul
(�1; 0]: Dac¼a exist¼a h > 0 astfel ca mX (t) < 1 pentru orice x < h atunci
spunem c¼a X are coad¼a medie. În general X are coad¼a medie dac¼a exist¼a h > 0
astfel ca EetjXj <1 pentru orice x < h
1.1 Dac¼a X are coad¼a medie, atunci are toate momentele absolute �nite:

X 2
T

1�p<1
Lp

Evident, dac¼a exist¼a k ca EjXjk =1 şi t > 0; atunci mX (t) = E
1P
n=0

tn jXj
n

n! =

1P
n=0

tn EjXj
n

n! (Beppo - Levi) � tk EjXj
k

k! =1:

1.2. Dac¼aX are coad¼a medie atunci putem scrie ḿX (t) =
1P
n=0

tn EX
n

n! (putem

comuta limita cu suma datorit¼a teoremei lui Lebesgue, seria �ind dominat¼a de
ejtXj: Dac¼a putem dezvolta în serie pe mX obţinem momentele lui X:
1.3. Exemple.
1.3.1. X~Exp(�) =) mX (t) =

�
��t ; 1DX = (�1; �) ; are coad¼a medie.

Dezvolt¼am în serie
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mX (t) = 1+ t
� +

t2

�2
+ :::: şi identi�c¼am seria cu mX (t) = 1+ t�1+

t2�2
2! + ::::;

rezult¼a �n =
n!
�n

1.3.2.. X~N(0; 1) () mX (t) = e
t2

2 (e uşor: mX (t) =
1p
2�

R1
�1 etx�

x2

2 dx =

1p
2�

R1
�1 e�

x2�2tx+t2
2 + t2

2 dx = e
t2

2
1p
2�

R1
�1 e�

(x�t)2
2 dx = e

t2

2 � 1)

Deci mX (t) = e
t2

2 = 1+ t2

2 +
t4

222! + :::+
t2n

n!2n + ::: = 1+ t�1+
t2�2
2! +

t3

3!�3+

::::+ t2n

(2n)!�2n + :::

Deci �2n+1 = 0 pentru orice num¼ar natural n iar
�2n
(2n)! =

1
n!2n () �2n =

(2n)!
n!2n = 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1) = (2n� 1)!!
1.3.3. Reparti̧tia normal¼a. Dac¼a Z~N(0; 1) atunci variabila X = �+ �Z are

densitatea pX (x) = 1p
2�
e+

(x��)2

2�2 ; funçtia generatoare de momente mX (t) =

et�+
t2�2

2 ; funçtia caracteristic¼a �X (t) = eit��
t2�2

2 : Aceasta este reparti̧tia nor-
mal¼a de medie � şi varianţ¼a �2. Ea se noteaz¼a cu N

�
�; �2

�
:

2. Funçtia generatoare de cumulanţi (cgf)
Are formula kX = lnmX

E interesant¼a �indc¼a k0X (0) = �1;k
00
X (0) = �2��21 =Var(X) ;k000X (0) =E(X � �1)

3

3. Funçtia caracteristic¼a
Corecteaz¼a marele defect al mgf-ului: acela c¼a DX nu e una şi aceeaşi

muļtime pentru orice X.
�X (t) =Ee

itX =Ecos (tX) + iEsin (tX)
În plus exist¼a şi
Teorema de unicitate: �X = �Y () FX = FY
Pe vremuri o demonstram şi pe asta.
4. Funçtia generatoare
Se foloseşte pentru variabile aritmetice, adic¼a X : 
! N
gX : [0; 1]! R+ , gX (x) = ExX =

1P
n=0

P (X = n)xn:

Proprietatea ei cea mai important¼a este c¼a prid derivare se obţin momentele
factoriale

g
(n)
X (1� 0) =EX (X � 1) ::: (X � n+ 1)
Orice funçtie analitic¼a g : [0; 1] ! R+ cu proprietatea c¼a g (1) = 1 şi

care are toate derivatele pozitive este funçtia generatoare a unei probabili¼aţi
pe (N; P (N)) :
Consecinţe
gX (0) = P (X = 0) ;EX = g0X (1� 0) ;Var(X) = g00X (1� 0) + g0X (1) �

g0X (1)
2

Exemple

4.1. Reparti̧tia Hipergeometric¼a Hyper(a; n; k) =
kP
j=0

Cj
aC

k�j
n

Ck
a+n

�j :Funçtia sa

generatoare ga;n;k nu are o form¼a analitic¼a cunoscut¼a: ga;n;k (x) =
kP
j=0

Cj
aC

k�j
n

Ck
a+n

xj

Dar se poate folosi cu succes datorit¼a recurenţei g0a;n;k (x) = k a
a+nga�1;n;k�1 (x)

şi a faptului c¼a orice funçtie generatoare are proprietatea c¼a g (1) = 1 : g0 (1) =
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EX = k a
a+n ; g

00 (1) =EX (X � 1) = k (k � 1) a
a+n

a�1
a+n�1 : Astfel Var(X) =

k (k � 1) a
a+n

a�1
a+n�1 + k a

a+n �
�
k a
a+n

�2
= k a

a+n

�
(k�1)(a�1)
a+n�1 + 1� k a

a+n

�
sau

,cu notaţiile p = a
a+n ; q =

n
a+n g¼asim

EX = kp; Var(X) = kpq a+n�ka+n�1 = kpq
�
1� k�1

a+n�1

�
4.2. Reparti̧tia Binomial¼a Bin(k; p) are funçtia generatoare foarte simpl¼a:

g (x) = (q + px)
k unde q = 1� p: Deci

EX = kp; Var(X) = kpq
Dac¼a raportul k

a+n este mic, se poate aproxima Hipergeometrica cu Binomi-
ala.
4.3. Reparti̧tia Poisson (�) : gX (x) = e�(x�1): deci
EX = Var(X) = �: Este legea evenimentelor rare: dac¼a kp = � şi p este

foarte mic, se poate aproxima Binomiala cu Poisson. Momentele factoriale
formeaz¼a o progresie geometric¼a.
4.4. Reparti̧tiile geometric¼a şi Negbin: gGeoma(p) (x) =

px
1�qx şi gNegbin(1;p) (x) =

p
1�qx
5. Formula de integrare prin p¼aŗti. Lucrul cu cozile.
5.1. Fie X � 0 o variabil¼a aleatoare şi g : R ! R o funçtie continu¼a

derivabil¼a pe poŗtiuni. Presupunem c¼a g (X) 2 L1:
Atunci este valabil¼a formula
Eg(X) = g (0) +

R1
0
g0 (y)F (y) dy unde F (y) = P (X > y) este coada

(dreapt¼a) a lui Y:
Exemple: EX =

R1
0
F (y) dy;E (X � a)+ =

R1
a
F (y) dy;Emin (X; a) =R a

0
F (y) dy (aici se subînţelege c¼a a � 0!)
Demonstraţie. Plec¼am de la formula Leibniz Newton. Aici � este m¼asura

Lebesgue
g (X)�g (0) =

RX
0
g0 (y) dy =

R
g0 (y) 1[0;X] (y) d� (y) =

R
g0 (y) 1[0;X) (y) d� (y)

(m¼asura Lebesgue neglijeaz¼a punctele!!)
=
R
g0 (y) 1[0;1) (y) 1(y;1) (X) d� (y)

Deci , aplicînd teorema lui Fubini (am presupus în ipotez¼a c¼a g (X) 2 L1 (P )
() g0 (y) 1(y;1) (X) 2 L1 (P 
 �)
Eg (X)�g (0)=

R �R
g0 (y) 1[0;1) (y) 1(y;1) (X) d� (y)

�
dP =

R �R
g0 (y) 1[0;1) (y) 1(y;1) (X) dP

�
d� (y)

=
R
g0 (y) 1[0;1) (y)

�R
1(y;1) (X) dP

�
d� (y) =

R1
0
g0 (y)

�R
1(y;1) (X) dP

�
d� (y) =R1

0
g0 (y)P (X > y) dy:
5.2. Fie X � 0 o variabil¼a aleatoare şi g : R ! R o funçtie continu¼a

derivabil¼a pe poŗtiuni. Presupunem c¼a g (X) 2 L1:
Atunci este valabil¼a formula
Eg(X) =

R1
0
(g0 (y)F (y)� g0 (�y)F (�y)) dy unde F (y) = P (X > y) ; F (y) =

P (X � y)
Demonstraţie. Scriem X = X+ �X�: Atunci g (X) = g (X+) + g (�X�) şi

aplic¼am formula de dinainte.
Exemplu: EX =

R1
0
(F (y)� F (�y)) dy . Interpretare geometric¼a.

Excerci̧tii. Calculaţi diverse medii şi varianţe.
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Ar¼ataţi c¼a dac¼a X este o variabil¼a aleatoare aritmetic¼a, EX =
1P
n=0

P (X > n) ;EX2 =

1P
n=0

(2n+ 1)P (X > n) etc

1.5 Leçtia 5. Vectori aleatori

Dac¼a X : 
 ! Rn este un vector aleator, reparti̧tia sa FX este o probabilitate
pe (Rn; B (Rn))
Cum o descriem?
1. Funçtia de reparti̧tie. Se de�neşte la fel ca în cazul unidimensional,

cu aceeaşi convenţie
FX (x) = P (X � x) := P (X1 � x1; X2 � x2; :::; Xn � xn) ;FX (B) = P (X 2 B)
Nu e uşor de lucrat cu ea. Oricum, rezultatul unidimensional FX = FY ()

FX (x) = FY (x) pt orice x 2 Rn se p¼astreaz¼a.
Motivul? Muļtimea M a intervalelor (�1; x] este stabil¼a la interseçtii �-

nite ( evident (�1; x] \ (�1; y] = (�1;min (x; y)] !!) şi genereaz¼a muļtimile
din B (Rn) = B (R)
n

Cazul n = 2: X=(X1; X2) ;x=(x1; x2) ; FX (x) = P (X1 � x1; X2 � x2) =
FX ((�1; x1]� (�1; x2]) deci

FX ((a1; b1]� (a2; b2]) = FX (a1; a2) + FX (b1; b2)� FX (a1;b2)� FX (a2; b1)
Propriet¼aţi. F : R2 ! [0; 1] este o funçtie de reparti̧tie bidimensional¼a dac¼a

şi numai dac¼a
�: F(�1; y) =F(x;�1) = 0 pentru orice x; y 2 R
�:x� F (x;1) ; y� F (1; y) sunt funçtii de reparti̧tie unidimensionale

:F (a1; a2)+F (b1; b2)�F (a1;b2)�F (a2; b1) � 0 pentru orice a1 � b1; a2 �

b2:
Exemplu.
1. 1. Dac¼a FX = �(a;b) (reparti̧tia Dirac în punctul a; b) atunci FX (x; y) =

1[a;1)�[b;1) (x; y) = 1[a;1) (x) 1[b;1) (y) : Consecinţ¼a: dac¼a FX =
P
j

pj�(aj ;bj)

atunci FX (x; y) =
P
j

pj1[aj ;1) (x) 1[bj ;1) (y)

1.2. Se iau dou¼a numere la întîmplare , U şi V intervalul [0; 1] : Fie X =
min (U; V ) ; Y = max (U; V ) :
Atunci P(X � x; Y � y) =P(min (U; V ) � x;max (U; V ) � y) =P(((U � x) [ (V � x)) \ (U � y; V � y))
=P((U � min (x; y) ; V � y) [ (U � y; V � min (x; y)))
=P(U � min (x; y) ; V � y)+P(U � y; V � min (x; y))�P(U � min (x; y) ; V � min (x; y)) =

2ymin (x; y)�min (x; y)2

Deci F (x; y) =
�
2xy � y2 dac¼a 0 � x � y � 1

y2 dac¼a 0 � y � x � 1 :

Dac¼a x � 1 sau y � 1 avem F (x; y) = 2min (x; y)�min (x; y)2

O funçtie de reparti̧tie G : [0; 1]
2 ! [0; 1] cu proprietatea c¼a G (x; 1) =

G (1; x) = x se numeşte copul¼a.
De exemplu G (x; y) = xy sau G (x; y) = min (x; y) sunt copule.
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1.3 Exerci̧tiu. Ar¼ataţi c¼a F (x; y) = max (x; y) NU este o funçtie de repar-
ti̧tie. Într-adev¼ar, dac¼a a1 = a2; b1 = b2 atunci
max (a1; a2) + max (b1; b2) � max (a1;b2) � max (a2; b1) = a + b � b � b =

a� b < 0:
2. Reparti̧tiile didactice sunt cele discrete sau absolut continue.
Reparti̧tia este discret¼a dac¼a, la fel ca în cazul unidimensional, se poate scrie

sub forma FX =
P
x2A

p (x) �x unde A � Rn este o muļtime cel mult num¼arabil¼a.

Un criteriu su�cient ca acest lucru s¼a se întîmple ete ca X (
) s¼a �e o muļtime
cel mult num¼arabil¼a.
Reparti̧tia este absolut continu¼a dac¼a exist¼a o funçtie nenegativ¼a şi m¼asura-

bil¼a p : Rn ! R+ cu proprietatea c¼a FX (B) := P (X 2 B) =
R
p1Bd�

n: Orice
funçtie p � 0 cu proprietatea c¼a

R
pd�n = 1 este o densitate.

2.1. O urn¼a are a1 bile de culoarea 1,a2 bile de culoarea 2,...,an bile de
culoarea n: Se extrag k bile. X1 sunt de culoarea 1,X2 sunt de culoarea 2, ....,
Xn sunt de culoarea n.
Care este reparti̧tia vectorului X = (Xj)1�j�n ?

Dac¼a bila nu se pune la loc, evident P(X = x) =
Cx1
a1
Ca

x2
2 :::Cxn

an

Ck
a1+a2+:::+an

dac¼a x1 +

:::+ xn = k; xj � 0 81 � j � n sau P(X = x) = 0 altfel.
Dac¼a bila se pune la loc, atunci P(X = x) = k!

x1!:::xn!
px11 p

x2
2 :::p

xn
n în aceleaşi

condi̧tii. Aici pj =
aj

a1+a2+:::+an
:

2.2. Se arunc¼a un punct X la întîmplare într-o muļtime B � Rn m¼asura-
bil¼a. Presupunem c¼a �n (B) 2 (0;1) : Atunci

FX (A) = P (X 2 A) = �n(A\B)
�n(B) este absolut continuu şi are densitatea

p = 1B
/�
(B)

:

3. Majoritatea vectorilor aleatori au reparti̧tii care nu sunt nici discrete,
nici absolut continue.
De exemplu, dac¼a lu¼am o variabil¼a aleatoare � absolut continu¼a şi form¼am

vectorul X = (�; �) ; acesta va avea o reparti̧tie care nu este discret¼a (c¼aci
P(X = x) = 0 pentru orice x) dar nici absolut continu¼a, deoarece este concen-
trat¼a pe diagonala � = f(x; x) : x 2 Rg : Dac¼a F (t) = P (� � t) este funçtia de
reparti̧tie a lui �; atunci FX (x; y) = P (� � min (x; y)) = F (min (x; y))
4. Reparti̧tiile marginale. Fie X un vector aleator n-dimensional.

Reparti̧tia componenteiXj se numeşte marginala j a lui FX : Dac¼a am şti funçtia
de reparti̧tie FX ; atunci este evident c¼a

FXj (xj) = P (Xj � xj) = P (X1 � 1; :::; Xj�1 � 1; Xj � xj ; Xj+1 � 1; :::; Xn � 1) =
FX (1; :::;1; xj ;1; :::;1)
Dac¼a X este absolut continuu, atunci Xj sunt de asemenea absolut continui.

Dac¼a FX = p��n; atunci pXj
(xj) =

R
:::
R
p (x1; :::; xj�1; xj ; xj+1; :::; xn) dx1:::dxj�1dxj+1:::dxn

De exemplu
- în cazul n = 2 : pX1 (x1) =

R
p (x1; x2) dx2; pX2 (x2) =

R
p (x1; x2) dx1

- în cazul n = 3 : pX1 (x1) =
R R

p (x1; x2; x3) dx2dx3; pX2 (x2) =R R
p (x1; x2; x3) dx1dx3; pX3

(x3) =
R R

p (x1; x2; x3) dx1dx2
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Reciproc nu este adev¼arat, vezi punctul 3 de mai sus. Deşi � este absolut
continu¼a, vectorul (�; �) nu este.
4.1. O urn¼a are a1 bile de culoarea 1,a2 bile de culoarea 2,...,an bile de

culoarea n: Se extrag k bile. X1 sunt de culoarea 1,X2 sunt de culoarea 2, ....,
Xn sunt de culoarea n.
Care este reparti̧tiile marginale ale vectorului X = (Xj)1�j�n ?
R. Dac¼a nu se pune bila la loc sunt Hypergeometric(aj ; N � aj ; k) cu N =

a1 + a2 + :::+ an
Dac¼a se pune bila la loc sunt Binomial (k; pj)

4.2. X este repartizat uniform pe discul unitateD =
�
(x; y) : x2 + y2 � 1

	
:

Care sunt densit¼aţile marginale?

R. pX1
(x) =

R
1D (x; y) dy =

1
�

Rp1�x2
�
p
1�x2 dy =

2
p
1�y2
� 1(�1;1) (y) ; pX2

=
pX1

5. Aproximarea cu constante. Lucrurile se complic¼a deoarece funçtia
f (X; t) = d (t;X) c¼areia trebuie s¼a îi g¼asim punctul de minim argminf se
poate de�ni în multe feluri. Dac¼a îns¼a X este din L2 (adic¼a toate compo-
nentele sale sunt din L2) şi lu¼am distanţa euclidian¼a + norma din L2 atunci

f (X; t) =

s
E

nP
k=1

( Xj � tj)2 şi lucurile se petrec la fel ca în cazul unidimen-

sional: Argminf =Argminf2 =Argmin
�

nP
k=1

( Xj � tj)2
�
= (EX1; :::; EXn)

Acest vector se noteaz¼a cu EX:Atunci f (X;EX) =

s
nP
k=1

Var (Xj) := �2

Analogul inegalit¼aţii lui Cebî̧sev: P(kX � EXk � k�) � 1
k2

(Acelaşi argument: �2 =EkX � EXk2 � E
�
kX � EXk2 1(kX�EXk�k�)

�
�

k2�2P(kX � EXk � k�))
Exemplu: O urn¼a are a bile de albe, n bile negre, r bile roşii. Se extrag k

bile. X sunt albe, Y sunt negre. Facȩti o prediçtie asupra vectorului Z = (X;Y )

R1. Bila nu se pune înapoi. EZ =
�
kpa; k

n
a+n+r

�
;Var(X) = kpaqa

a+n+r�k
a+n+r�1 ;Var(Y ) =

kpnqn
a+n+r�k
a+n+r�1

Am notat cu pa = a
a+n+r ; qa = 1� pa =

n+r
a+n+r ; pn =

n
a+n+r ; qn = 1� pn =

a+r
a+n+r

Atunci P
�
kZ � (kpa; kpn)k � 5

q
kpaqa

a+n+r�k
a+n+r�1 + kpnqn

a+n+r�k
a+n+r�1

�
� 1

25 =

4%
Concret: a = n = r = 1200 = k =) pa = pn =

1
3 ;EZ = (400; 400) ; � =

2400
p
2

3
p
3599

= 18: 859�
Deci P(kZ � (400; 400)k � 94: 295) � 4%: Putem paria, cu riscul de a pierde

pariul mai mic decît 4% c¼a Z se a�¼a în interiorul cercului de centru (400; 400)
şi raz¼a 95.
R2. Bila se pune înapoi. Acum EZ =

�
kpa; k

n
a+n+r

�
dar Var(X) =

kpaqa;Var(Y ) = kpnqn
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În aceleaşi ipoteze de dinainte � =
q

4
91200 = 23: 094 deci P(kZ � (400; 400)k � 115: 47) �

4%
6. Portofolii. Covarianţ¼a. Vectorul X = (Xj)1�j�n poate � interpretat ca

�ind o piaţ¼a �nanciar¼a, în careXj s¼a reprezinte pro�tul obţinut în urma unui leu

investit. Dac¼a în aceast¼a piaţ¼a se investesc sj lei în pozi̧tia j şi S =
nP
j=1

sj ; atunci

vectorul s = (s1; :::; sn) se numeşte portofoliu de volum S. Variabila aleatoare

� =
nP
j=1

sjXj se numeşte valoarea portofoliului, media sa E� este randamentul

ortofoliului iar varianţa sa Var� este numit de unii riscul portofoliului.

Randamentul este uşor de calculat: E� =
nP
j=1

sjEXj : Varianţa lui introduce

în calcul aşa numita matrice de covarianţ¼a.
De�ni̧tie. Matricea (ci;j)1�i;j�n = C =Cov(X) = (EXiXj � EXiEXj)1�i;j�n

se numeşte matricea de covarianţ¼a a vectorului X:

Fapte evidente. Var� =
nP

i;j=1

sisjc = s0Cs: Matricea C este semipozitiv

de�nit¼a iar funçtia V (s) = s0Cs este convex¼a, deoarece matricea sa hessian¼a�
@2

@si@sj

�
i;j
coincide cu C:

Demonstraţie: Evident
7. Formula de transport. Formal, este aceeaşi din cazul unidimen-

sional. Dac¼a f : Rn ! R este o funçtie m¼asurabil¼a şi f (X) 2L1; atunci
Ef (X) =

R
fdFX

În cele dou¼a cazuri didactice - discret sau absolut continuu - e cam la fel.
Doar dac¼a X este absolut continuu apare variaţi Ef (X) =

R
fpd�n:

Exemple. EXj =
R
Rn xjp (x1; :::; xn) dx1:::dxn;EXiXj =

R
Rn xixjp (x1; :::; xn) dx1:::dxn

etc

8. Funçtia generatoare de momente: mX (t) = Ee

nP
j=1

tjXj

: Are sens s¼a se

lucreze cu ea dac¼a Ee
�

nP
j=1

jXj j6=1
pentru un � > 0:

Atunci EX =rmX
(0) ;EXiXj =

@2mX

@ti@tj
(0) = HmX

(0) iar Cov(X) = HmX
(0)�

rmX
(0)rmX

(0)
0
: H se numeşte matricea hessian¼a - din anul I de facultate.

Funçtia caracteristic¼a: �X (t) = Ee
i

nP
j=1

tjXj

Funçtia generatoare (are sens doar pentru vectori stocastici aritmetici,
adic¼a cu valori în Nn:

gX (x) =
P
j

xj11 x
j2
2 :::x

jn
n P (X = (j1; j2; :::; jn))

Atunci EX = rg (1) ; iar dac¼a i 6= j;atunci EXiXj =
@2g
@ti@tj

(1) :Dac¼a i =

j avem @2g
@t2i

(1) =EX (X � 1) =EX2�EX sau, în scriere matriceal¼a Hg (1) =

(EXiXj � �i;jEXi)i;j :

Obţinem formula Cov(X) = Hg (1)�rg (1)rg (1)0 + (�i;jEXi)i;j
Exerci̧tii. S¼a se calculeze EX;Cov(X) în cît mai multe cazuri.
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9. Portofoliu optim - varianta Markowitz. Utilitatea portofoliului este
U(s) =Es0X � r

2Var(s
0x) = s0�� r

2s
0Cx unde � = EX; C=Cov(X) ; r � 0 este

coe�cientul de aversiune la risc.
Exemplu de calcul. La exemplul 2.1, varianta cu bila pus¼a la loc, se zice c¼a X

are reparti̧tia multinomial¼a Mult(k,p1; p2; :::; pn):Atunci gX (x) =
P

j1;:::;jn�0;
nP

�=1
j�=k

k!
j1!:::jn!

pj11 p
j2
2 :::p

jn
n =

(p1x1 + p2x2 + :::+ pnxn)
k (de aceea i se spune reparti̧tia multinomial¼a!) deci

rg (x) = k (p1x1 + p2x2 + :::+ pnxn)
k�1

0BB@
p1
p2
:::
pk

1CCA =) EX=k

0BB@
p1
p2
:::
pk

1CCA
Hg (x) = k (k � 1) (p1x1 + p2x2 + :::+ pnxn)k�2

0BB@
p21 p1p2 ::: p1pn
p2p1 p22 ::: p2pn
::: ::: ::: :::
pnp1 pnp2 ::: p2n

1CCA =)

Hg (1) = k (k � 1)

0BB@
p21 p1p2 ::: p1pn
p2p1 p22 ::: p2pn
::: ::: ::: :::
pnp1 pnp2 ::: p2n

1CCA
Deci Cov(X) = Hg (1)+(npi�i;j)i;j �EX (EX)

0
= k

0BB@
p1q1 �p1p2 ::: �p1pn
�p2p1 kp2q2 ::: �p2pn
::: ::: ::: :::

�pnp1 �pnp2 ::: kpnqn

1CCA
Deci în cazul unui portofoliu � =

P
sjXj

Var� = k

 
nP
j=1

s2jpjqj �
nP

i 6=j=1
sisjpipj

!
Exerci̧tii.
1. Se d¼a densitatea p (x; y) = (ax+ by) 1(0;1) (x) 1(0;1) (y) : G¼asi̧ti condi̧tia

ca p s¼a �e densitate, media şi covarianţa. Acelaşi lucru pentru cît mai multe
exemple g¼asite de dv.
2. Acelaşi lucru pentru p (x; y) = c1C (x; y) unde C este o muļtime de arie

�nit¼a din plan. De exemplu C =co(0; 1; i) sau C =co(0; 1; i; 2 + 2i)

1.6 Leçtia 6. Probabilitate condi̧tionat¼a.

1. De�ni̧tie. Fie (
;K; P ) un spaţiu probabilizat şi A 2 K un eveniment de
probabilitate nenul¼a, P(A) 6= 0:
Atunci de�nim P(BjA) = P (A\B)

P (A) şi citim "probabilitatea lui B condi̧tionat¼a
de A"
2. Daca not¼am PA (B) =P(BjA) obţinem un nou spaţiu probabilizat (
;L; PA) :

Integrala faţ¼a de PA se calculeaz¼a dup¼a formula
R
XdPA =

R
X1AdP
P (A) şi se noteaz¼a

E(XjA) )demonstraţia imediat¼a cu metoda celor 4 paşi)
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O variabil¼a aleatoareY cu proprietatea c¼a P(Y 2 B) = P (X 2 BjA) se
noteaz¼a (abuziv!) Y = (XjA)
Exemplu. Timpul remanent de via̧t¼a. Dac¼a T este o variabil¼a aletoare

pozitiv¼a, o putem interpreta ca �ind timpul de viaţ¼a al unui organism sau aparat.
Atunci variabila aleatoare Tx = (T � xjT > x) se numeste timpul remanent de
viaţ¼a la vîrsta x: Aşadar P(Tx > t) = P (T>t+x)

P (T>x) şi se obi̧snuieşte a se nota cu
tpx:
3. Formula lui Bayes. Fie (Hn)n o parti̧tie cel mult num¼arabil¼a a lui 


(adic¼a m 6= n =) HmHn = ? şi
S
n
Hn = 
) format¼a evenimente neneglijabile,

adic¼a P(Hn) 6= 0: Presupunem cunoscute probabilit¼aţile P(AjHn) : Atunci
P(HijA) = P (AjHi)P (Hi)P

n
P (AjHn)P (Hn)

Evenimentele Hn se numesc ipoteze, probabilit¼aţile P(AjHn) formeaz¼a mod-
elul, probabilit¼aţile (P (Hn))n se numesc probabilit¼aţile apriori iar probabil-
it¼aţile (P (HnjA))n se numesc probabilit¼aţile aposteriori.
Exemplu. Populaţia României se compune din 50% bisericoşi, 40% neutri şi

10% atei. Dintre bisericoşi 50% respect¼a postul mare, dintre neutri îl respect¼a
20% iar dintre atei 1%. Cineva este v¼azut c¼a m¼anînc¼a un cîrnat chiar în vinerea
mare. Ce este el? bisericos? neutru? ateu?
Soluţie. Cele trei ipoteze sunt H1 =bisericos, H2 =neutru, H3 = ateu.

Probabilit¼aţile apriori sunt P(H1) = :5;P(H2) = :4;P(H3) = :1
A = individul care m¼anînc¼a un cîrnat în vinerea mare
Modelul este P(AjH1) = :5;P(AjH2) = :8;P(AjH3) = :99
Atunci
P(H1jA) = P (AjH1)P (H1)P

n
P (AjHn)P (Hn)

= :5�:5
:5�:5+:8�:4+:99�:1 = 0:373 69;P(H2jA) = :8�:4

:5�:5+:8�:4+:99�:1 =

0:478 33;P(H3jA) = :99�:1
:5�:5+:8�:4+:99�:1 = 0:147 98

Cel mai probabil este c¼a p¼ac¼atosul este neutru, apoi c¼a este un bisericos
împins de Satana iar cel mai puţin probabil e s¼a �e ateu.
4. Probabilitatea condi̧tionat¼a de o parti̧tie cel mult num¼arabil¼a.

Fie P =(An)n o parti̧tie cel mult num¼arabil¼a a lui 
: Atunci P (BjP ) este prin
de�ni̧tie variabila aleatoare Y =

P
n
P (BjAn) 1An

cu convenţia de bun simţ c¼a

dac¼a P(An) = 0; atunci P (BjAn) 1An
= 0:

Observaţie important¼a: EP (BjP ) = P (B) : într-adev¼ar, EY =
P
n
P (BjAn)E1An

=P
n
P (B \An) = P (B)

Observaţie important¼a: dac¼a F este ��algebra generat¼a de P , atunci Y este
F�m¼asurabil¼a.
Mai mult, dac¼a X este o variabil¼a aleatoare, atunci not¼am, abuziv, Y =

(XjP ) =
P
n
(Y jAn) 1An

o variabil¼a aleatoare cu proprietatea c¼a P(Y 2 BjP ) =

P (X 2 BjP ) =
P
n
P (X 2 BjAn) 1An

:

Observaţie important¼a: E(XjP ) =
P
n
E(Y jAn)P (An) =EY şi, în plus, Y

este F�m¼asurabil¼a.
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5. Reparti̧tia condi̧tionat¼a. Fie Z = (X;Y ) un vector aleator în care

Y ~

�
y1 y2 :::
p1 p2 :::

�
este discret¼a. Atunci not¼am

(XjY ) variabila aleatoare
P
n
(XjY = yn) 1(Y=yn): Dac¼a F este ��algebra

generat¼a de Y; atunci (XjY ) este de asemenea F�m¼asurabil¼a.
6. Media conditionata. Abordarea riguroasa. Fie Fo ��algebr¼a in-

clus¼a în K şi �e X 2 L1 (
;K; P ) :Atunci E(XjF) este prin de�niţie o vari-
abila aletoare, Y; cu proprietatea c¼a Y este F�m¼asurabil¼a şi E(X1A) =E(Y 1A)
pentru orice A 2 F : Probabilitatea condi̧tionat¼a a muļtimii B 2 K; P(BjF)
este prin de�niţie variabila aletoare, Y = E (1B jF) ; adic¼a o varibil¼a aleatoare
F�m¼asurabil¼a cu proprietatea c¼a E(Y 1A) = P (A \B) pentru orice A 2 F :
Dac¼a F este ��algebra generat¼a de o parti̧tie cel mult num¼arabil¼a, P; atunci ver-
i�caţi (este imediat!) c¼a E(XjF) =

P
H2P

E(XjH) 1H iar P(BjF) =
P
H2P

P(BjH) 1H

Exemplu. 
 = Z2n;P = ffjg � Zn : j 2 Zng ; B = f(i; j) 2 
 : i � jg :Atunci

P(Bj� (P )) =
n�1P
j=0

n�j
n 1fjg�Zn

Dac¼a F = � (Y ) unde Y este o variabil¼a aleatoare, atunci orice variabil¼a

aleatoare Z care este F�m¼asurabil¼a este de formaX = h (Y ) :

�
Veri�caţi pentru X =1A; apoi pentru X =

P
n
an1An ; apoi trecȩti la limit¼a!

�
Aşadar E(XjF) trebuie s¼a �e o funçtie de forma h (Y ) cu proprietatea c¼a

E(Xg (Y )) =E(h (Y ) g (Y ))pentru orice g m¼asurabil¼a şi m¼arginit¼a (veri�caţi! în
de�ni̧tia ini̧tial¼a g = 1A; A 2 � (Y ) () A =Y �1(B)cu B o muļtime borelian¼a
de pe dreapta real¼a, deci g = 1B ; etc). De aceea se obi̧snuieşte notaţia E(XjY )
în loc de E(Xj� (Y ))
De�niţie. Variabila aleatoare E(XjY ) se numeşte regresia lui Y asupra lui

X:
7. Propriet¼aţi ale mediei condi̧tionate
7.0 Liniaritate, monotonie
7.1. Dac¼a F1 � F2 atunci E(E (XjF2) jF1) =E(XjF1) - proprietatea de

proieçtie. Caz particular: E(E (XjF2)) =EX
7.2 Dac¼a Y 2 L1 (F) atunci E(XY jF) = Y E(XjF) � variabilele

F� m¼asurabile se comport¼a precum constantele
7.3. Jensen. E(f (X) jF) � f (E (XjF)) dac¼a f este convex¼a şi f (X) 2

L1

7.4. Beppo - Levi. Dac¼a Xn % X şi X1 2 L1 atunci E(XnjF)%E(XjF)
cu excepţia posibil¼a a unei muļtimi neglijabile
7.5 Proprietatea de optim:dac¼a X 2 L2; atunci E(X � E (XjF))2 �

E(X � Y )2 pentru orice Y 2 L2 (F)
Caz particular: E(X � E (XjY ))2 � E(X � g (Y ))2 pentru orice g

funçtie m¼asurabil¼a cu proprietatea c¼a g (Y ) 2 L2:
De aceea, E (XjY ) se mai numeşte estimatorul Bayesian exact dat

de Y asupra lui X:
7. Formule pentru reparti̧tia condi̧tionat¼a.
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Uneori - în cazurile didactice - reparti̧tia condi̧tionat¼a - deci şi media/varianţa
condi̧tionat¼a etc se pot calcula.
7.1. Cazul discret. Vectorul este Z = (X;Y ) :Fie pX;Y (i; j) = P (X = i; Y = j) :

Atunci pXjY=j (i) =
P (X=i;Y=j)
P (Y=j) = pX;Y (i;j)

��pX;Y (�;j)
; pY jX=i (j) =

P (X=i;Y=j)
P (X=i) = pX;Y (i;j)

��pX;Y (i;�)

7.2. Cazul absolut continuu. Densitatea lui Z este pX;Y :Atunci:
densitatea lui X este pX (x) =

R1
�1 pX;Y (x; t) dt

densitatea lui Y este pY (y) =
R1
�1 pX;Y (s; y) ds

densitatea lui (XjY = y) este pXjY=y (x) =
pX;Y (x;y)R1

�1 pX;Y (x;t)dt

densitatea lui (Y jX = x) este pY jX=x (y) =
pX;Y (x;y)R1

�1 pX;Y (s;y)ds

Justi�care. Stricto senso, nu se poate scrie P(Y 2 BjX = x) deoarece P(X = x) =

0:Dar are sens s¼a gîndim P(Y � yjX = x) ca �ind lim"!0
P (Y�yjx�"�X�x+")
P (x�"�X�x+") =lim"!0

R x+"
x�"

R y
�1 pX;Y (u;v)dudvR x+"

x�"
R1
�1 pX;Y (u;v)dudv

=lim"!0

R x+"
x�"

R y
�1 pX;Y (u;v)dudv

2" lim"!0
2"R x+"

x�"
R1
�1 pX;Y (u;v)dudv

Ştim c¼a dac¼a funçtia f este continu¼a în x; atunci lim"!0

R x+"
x�" f(u)du

2" = f (x) :Presupunem

c¼a acesta este cazul şi, atunic avem mai departe P(Y � yjX = x) =
R y
�1 f(x;v)dvR1
�1 f(x;v)dv

:

Dac¼a o deriv¼am în y;g¼asim densitatea pY jX=x (y) =
f(x;y)R1

�1 f(x;v)dv

În aceste dou¼a situaţii este valabil¼a <
E(g (X) jY = y) =

P
g (x) pXjY=y (x) =

P
g(x)pXjY (x;y)

��pX;Y (�;y)
(cazul discret)

E(g (X) jY = y) =
R
g (x) pXjY=y (x) dx =

1R
�1

g(x)f(x;y)R1
�1 f(x;v)dv

dx (cazul absolut continuu)

1. (a) i. A. Exerci̧tii

1. Se da p (x; y) = (ax+ by) 1(0;1) (x; y) : Condi̧tia ca p s¼a �e densi-
tate lui Z = (X;Y ) ; reparti̧tiile marginale, media, covarianţa, portofoliul
optim = ArgminU pentru U (s; t) = E� � rV ar (�) cu � = sX + tY

2. Aceeaşi oproblem¼a pentru p (x; y; z) = (ax+ by + cz) 1(0;1) (x; y; z)

3. Sau pentru P�Z�1 =Uniform
��
(i; j) 2 Z24 : i � j

	�
; sau Uniform

��
(i; j) 2 Z24 : i+ j � 4

	�
4. Sau pentru X~Polinomial(4; p; q; r)

5. Sau cît mai multe exerci̧tii în dou¼a sau trei dimensiuni inventate de dv

F

1.7 Leçtia 7. Independeņta

1.7.1 A. Dou¼a obiecte

De�ni̧tii. Fie (
;K; P ) un spaţiu probabilizat şi A;B 2 K:
1. Spunem c¼a A este independent de B (şi scriem AqB) dac¼a şi numai dac¼a

P (A \B) = P (A)P (B)
Observaţie. Dac¼a P(A) 6= 0; atunci faptul c¼a A q B este echivalent cu

P(BjA) = P (B) : Intuitiv, apari̧tia lui A nu afecteaz¼a probabilitatea de apari̧tie
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a evenimentului B: Sau, obţinerea unei informaţii asupra lui A nu are nici o
valoare: nu schimb¼a datele problemei.
Observaţie. Evenimentul sigur A = 
 sau cel imposibil A = ? sunt inde-

pendente de orice alt eveniment.
2. FieM1 şiM2 dou¼a familii de evenimente incluse în K. Spunem c¼aM1 şi

M2sunt independente (şi not¼amM1 qM2) dac¼a AqB pentru orice A 2M1

şi B 2M2.
3. Propozi̧tia 1. Dac¼aM1 qM2, atunci U-sistemele generate vor �din nou

independente: U (M1) q U (M2) : In particular, dac¼aM1 şiM2 sunt stabile la
interseçtii �nite, atunci ��algebrele generate vor � de asemenea independente:
� (M1) q � (M2) :
4. Fie X : 
! E; Y : 
! F dou¼a variabile aleatoare, unde (E;E) şi (F;F )

sunt dou¼a spaţii m¼asurabile oarecare. Atunci spunem c¼aX este independent¼a de
Y (şi scriemXqY ) dac¼a şi numai dac¼a ��algebrele generate sunt independente,
adic¼a dac¼a X�1 (E)qX�1 (F ) :
Formul¼ari echivalente
a. X q Y
b. � (X)q � (Y )
c. P(X 2 A; Y 2 B) = P (X 2 A)P (Y 2 B) pentru orice A 2 E; B 2 F:
d. P� (X;Y )�1 =P� (X)�1
P� (Y )�1
5. Cum veri�c¼am dac¼a X q Y ?
a. Algoritm general : veri�c¼am egalitatea P(X 2 A; Y 2 B) = P (X 2 A)P (Y 2 B)

pentru orice A 2 E; B 2 F:
b. În cazul variabilelor aleatoare reale:de veri�cat c¼a P(X � x; Y � y) =

P (X � x)P (Y � y) pentru orice x; y 2 R:
Adic¼a dac¼a FX;Y = FX 
 FY :

c. Dac¼a variabilele sunt discrete: de veri�cat c¼a P(X = x; Y = y) =
P (X = x)P (Y = y) pentru orice x 2 E; y 2 F
d. În cazul real: dac¼a X este discret¼a, de veri�cat c¼a P(X = x; Y � y) =

P (X = x)P (Y � y) pentru orice x; y 2 R
e. În cazul real: dac¼a (X;Y ) are densitatea p;de veri�cat c¼a se poate

scrie p (x; y) = p1 (x) p2 (y)
Adic¼a dac¼a pX;Y = pX
pY :Dac¼a not¼am supp(p) = Cl ((x; y) : p (x; y) > 0) ;

o condi̧tie necesar¼a ca acest lucru s¼a se întîmple este ca supp(p) s¼a �e de forma
A�B:
6. Propriet¼a̧ti.
a. Dac¼a X;Y sunt independente, atunci f (X) şi g (Y ) sunt de asemenea

independente pentru orice f; g m¼asurabile.
Precis: dac¼a X : 
 ! E; Y : : 
 ! F sunt independente şi f : E ! E0; g :

F ! F 0 sunt m¼asurabile, atunci f (X) q g (Y )
Consecinţe: Dac¼a E = Rn; E = Rm atunci 1A (X)q 1B (Y ) pentru

orice A 2 E; B 2 F;a0Xq b0Y pentru orice a 2 Rn; b 2 Rm etc
b. Dac¼a X 2 L1 şi Y 2 L1 sunt independente, atunci XY 2 L1;

(deoarece EjXY j =EjXjEjY j,vezi formula de transport) şi sunt şi necorelate.
Independenţa implic¼a necorelare. Reciproc, dac¼a sunt necorelate, nu rezult¼a c¼a
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sunt independente - de exemplu dac¼a (X;Y ) este repartizat uniform pe discul
unitate . Totuşi, dac¼a X şi Y au doar dou¼a valori, necorelarea implic¼a indepen-
denţ¼a.
c. Dac¼a X;Y sunt independente, g : R2 ! R este m¼asurabil¼a, g (X;Y ) 2

L1; atunci Eg (X;Y jX = x) =
R
g (x; y) dFY (y)

Ca atare avem de exemplu, P(X � Y ) =E(P (X � Y jX)) =EFY (X) =R
FY (x) dFX (x) etc.
Dac¼a, de exemplu,X este repartizat¼a Exp(�) ;P(X � Y ) =EP(X � Y jY ) =Ee��Y+ =mY+ (�) ; unde

mY+ este mgf-ul lui Y+:
d. Dac¼a X este independent¼a de Y; atunci E(XjY ) =EX: Sau, reformulat:

Dac¼a X este independent¼a de ��algebra F ,atunci E(XjF ) =EX Într-adev¼ar,
m¼asurabilitatea este evident¼a, la fel ca şi egalitatea E(X1B) =E((EX) 1B) =
P (B)EX: Reciproca este fals¼a: dac¼a E(XjY ) =EX nu rezult¼a c¼a X q Y: De

exemplu dac¼a (X;Y ) ~
�
(0; 0) (1; 0) (2; 0) (1; 1) (2; 0) (2; 1) (2; 2)
1
9

1
9

1
9

1
3

1
9

1
9

1
9

�
;

atunci (XjY = 0) ~ (XjY = 0) ~Uniform(Z3) ; (XjY = 1) = 1 deci E(XjY ) =EX =

1 deşi evident c¼a X~
�
0 1 2
2
9

5
9

2
9

�
nu este independent¼a de Y ~Uniform(Z3) :

1.7.2 B. O muļtime oarecare obiecte

De�ni̧tii
1. Evenimente. Evenimentele (A�)�2I , unde I este o muļtime oarecare de

indici sunt independente dac¼a P

 T
�2J

A�

!
=
Q
�2J

P(A�) pentru orice muļtime

de indici J � I care este �nit¼a.
2. Familii de muļtimi. Fie (M�)�2I o familii de muļtimi din K: Ele sunt

independente dac¼a P

 T
�2J

A�

!
=
Q
�2J

P(A�) pentru orice orice muļtime�nit¼a
de indici J � I şi A� 2M�:

Propozi̧tia 2. Dac¼a muļtimile (M�)�2I sunt independente, atunci şi
U-sistemele generate vor � independente. Dac¼a familiile M� sunt şi stabile la
interseçtii �nite, atunci (� (M�))�2I vor � independente.
3. Variabile aleatoare. Variabilele aleatoare (X�)�2I sunt independente

dac¼a ��algebrele generate (� (X�))�2I sunt independente.
4. Proprietatea de asociativitate. Dac¼a (F �)�2I sunt �� algebre in-

dependente şi � = (��)�2J este o parti̧tie a muļtimii de indici I , atunci

�� algebrele

 
�

 S
�2��

F �

!!
�2J

vor � de asemenea independente. Sau, în

termeni de variabile aleatoare: Dac¼a (X�)�2I sunt variabile aleatoare indepen-
dente, � = (��)�2J este o parti̧tie a muļtimii de indici I , g� : R

�� ! R sunt

m¼asurabile, atunci şi variabilele aleatoare
�
g�

�
(X�)�2��

��
�
vor �de asemenea
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independente

1.7.3 C. Şiruri de obiecte

Cum veri�c¼am dac¼a un şir de variabile aleatoare sunt independente?
Su�cient s¼a veri�c¼am dac¼a P(X1 � x1; :::; Xn � xn) =P(X1 � x1)P(X2 � x2) :::P(Xn � xn)

pentru orice n: Dac¼a unele din ele sunt discrete, e su�cient s¼a punem "=" în loc
de "�"
Probabilitatea produs. Teorema lui Kolmogorov.
Fie (
n;Kn; Pn)n un şir de spaţii probabilizate, 
 =

Q
n�1


n;K = 

n�1

Kn:

Pe acest spaţiu m¼asurabil exist¼a o unic¼a probabilitate cu u proprietatea c¼a
P(A1 �A2 � :::::) =

Q
n�1

Pn (An) : Ea se numeşte peobabilitatea produs şi se

noteaz¼a cu P = 
Pn
n�1

.

Fapt 1: variabilele aleatoare (Xn)n�1 sunt independente dac¼a (X1; :::; Xn)
sunt independente pentru orice n � 2
Dac¼a ele au aceeaşi reparti̧tie, se numesc independente şi identic repartizate

şi scriem "�e (Xn)n�1" iid.
Fapt 2: Fie (En;En)n spaţii m¼asurabile şi Fn : En ! [0; 1] un şir de

reparti̧tii. Atunci exist¼a un spaţiu probabilizat (
;K; P ) şi un şir de variabile
aleatoare Xn : 
! En care sunt independente şi au exact reparti̧tiile Fn:
Se ia 
 =

Q
n�1

En;K = 

n�1

En; P = 
Pn
n�1

; Xn ((xk)k) = xn:

Fapt 3. Dac¼a (En;En) = (R; B (R)) atunci se poate lua mai concret 
 =
[0; 1]

1
;K = B ([0; 1])

/
1
; P = �1;(unde � este m¼asura Lebesgue pe [0; 1]) şi

Xn ((xk)k) = F�1n (xn) ; unde F�1n sunt cuantilele lui funçtiei de reparti̧tie Xn:
Aşadar enunţul "Fie (Xn)n un şir de variabile aletoare iid cu reparti̧tia F

are întotdeaun sens"
Exemplu. Fie 
 = (0; 1) ;K = B ((0; 1)) ; p � 2 un num¼ar natural. Orice

num¼ar $ 2 
 se poate scrie în baza p sub forma
$ =

1P
n=1

Xn ($) p
�n: Atunci variabilele aleatoare (Xn)n sunt iid repartizate

Uniform(Zp) : În plus, variabilele aleatoare
�
X1; Xn; :::; Xn; Xn+1 =

�
nP
k=1

Xk

�
(mod p)

�
sunt n+1 variabile aleatoare au proprietatea c¼a NU sunt independente, deşi ori-
care n din ele sunt independente.
Fapt 4. Dac¼a (Xn)n sunt variabile aleatoare independente din L

2; necorelate;

atunci Var
�

nP
k=1

Xk

�
=

nP
k=1

Var(Xn) : Deci cu atît mai mult egalitatea este vala-

bil¼a dac¼a ele sunt independente. Ca atare Var
�
1
n

nP
k=1

Xk

�
= 1

n

nP
k=1

Var(Xn) : În

cazul particular cînd (Xn)n sunt i.i.d., atunci Var
�
1
n

nP
k=1

Xk

�
= V ar(X1)

n !
n!1

0

Exerci̧tii.
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1. Dac¼a X q Y atunci P(X > x; Y > y) =P(X > x)P(Y > y) : Interpretare
daca X;Y sunt timpi de viata.
2. Dac¼a P(X > x; Y > y) � P(X > x)P(Y > y) pentru orice x; y variabilele

X şi Y se numesc pozitiv dependente, iar dac¼a este valabil¼a inegalitatea invers¼a,
se numesc negativ dependente. Veri�caţi c¼a dac¼a X q Y atunci min (X;Y ) şi
max (X;Y ) sunt pozitiv dependente.
3. Dac¼a (X;Y ) are densitatea p (x; y) = (ax+ by) 1(0;1)2(x;y) cu a; b � 0; a+

b = 2 atunci X şi Y sunt negativ dependente
4. Veri�caţi dac¼a [X] şi fXg sunt independente dac¼a X este repartizat¼a

exponenţial sau Uniform(a; b)
5. Veri�caţi c¼a dac¼a X = (Xj)1�j�n este un vector cu toate componentele

independente, atunci mX (t) =
nQ
j=1

mXj (tj) şi �X (t) =
nQ
j=1

�Xj
(tj) ; dac¼a are

valori din Nn; atunci gX (x) =
nQ
j=1

gXj
(xj)

6. Veri�caţi c¼a dac¼a X = (Xj)1�j�n este un vector cu toate componentele

independente şi S =
nP
j=1

Xj , atunci mS (t) =
nQ
j=1

mXj
(t) şi �X (t) =

nQ
j=1

�Xj
(t) ;

dac¼a are valori din Nn; atunci gX (x) =
nQ
j=1

gXj (x) : Ce rezult¼a în cazurile partic-

ulare cîndXj~N
�
�j ; �

2
j

�
; Xj~Binomial(nj ; p) ; Xj~Poisson(�j) ; Xj~Exponential(�)?

7. FieX;Y variabile aleatoare m¼arginite. Presupunem c¼a EXmY n =EXmEY n

pentru orice m;n � 1: Atunci X q Y
Hint. �X;Y (s; t) =Ee

i(sX+tY ) =
P
n

in

n!E(sX + tY )
n
=
P

n
in

n!

nP
k=0

Ckns
n�ktkEXn�kY k =P

n
in

n!

nP
k=0

Ckns
n�ktkEXn�kEY k

�X (s)�Y (t) =Ee
isXEeisX =

P
m
im

m!s
mtkEXm

P
k
ik

k!EY
k =

P
m;k

im+k

(m+k)!C
k
m+ks

mtkEXmEY k

Cele dou¼a reparti̧tii au aceeaşi funçtie caracteristic¼a, deci coincid (Teorema de unicitate)
De ce am pus condi̧tia s¼a �e m¼arginite? Ca s¼a putem comuta media cu suma.

8. Vectorul Z = (X;Y ) este repartizat
�
(�1; 0) (0; 1) (1; 0) (0;�1)

1
4

1
4

1
4

1
4

�
:

Gasi̧ti reparti̧tiile marginale, media,covarianţa, funçtia de reparti̧tie, funçtia de
supraviȩtuire F (x; y) = P (X > x; Y > y) ; (Y jX) ; (XjY ) ;E(XmY n)�E(Xm)E(Y n) etc

1.8 Leçtia 8. Convergeņta variabilelor aleatoare. Legea
Numerelor Mari

1. În orice spaţiu cu m¼asur¼a (E;E; �) putem construi spaţiile Banach
Lp (E;E; �) =

�
X : E ! R :

R
jXjp d� 6=1

	
; 1 � p � 1.

Spaţiile probabilizate nu fac excepţie: Fie (Xn)n , X variabile aleatoare din

Lp (
;K;P) : Spunem c¼a Xn converge la X în Lp (şi scriem Xn
Lp�! X) dac¼a

kXn �Xkp ! 0
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Ce este special la spaţiile probabilizate este inegalitatea normelor. Ea arat¼a
c¼a
Propozi̧tie. Dac¼a 1� p � q şi (Xn)n ; X sunt variabile aleatoare din Lq ;̧si

Xn
Lq�! X atunci Xn

Lp�! X
2. De asemenea, în orice spaţiu cu m¼asur¼a (E;E; �) se introduce con-

vergenţa în m¼asur¼a:
De�ni̧tie. Spunem c¼aXn converge laX în m¼asur¼a dac¼a � (fjXn �Xj > "g) �!

0 pentru orice " > 0 şi scriem Xn
��! X: În general nu este nici o leg¼atur¼a în-

tre aceste tipuri de convergenţ¼a: de exemplu, pe (R;B (R) ; �) şirul de funçtii
m¼asurabile /fn (x) = e�nx1(0;1) (x) converge la 0 în orice Lp (R;B (R) ; �) cu
1� p <1 şi totuşi pentru orice " > 0 este evident c¼a � (fx : jfn (x)j > "g) =1:
În spaţiile probabilizate exist¼a o implicaţie
Propozi̧tie. Fie (Xn)n ; X variabile aleatoare din Lp (
;K;P) ; 1 �

p � 1: Atunci Xn
Lp�! X =) Xn

P�! X

Într-adev¼ar, P(jXn �Xj > ") � kXn�Xkpp
"p �! 0 dac¼a n!1:

3. La fel, în orice spaţiu cu m¼asur¼a (E;E; �) se introduce şi convergenţa
aproape peste tot, notat¼a a.p.t:
spunem c¼aXn converge aproape peste tot dac¼a � (flim infXn 6= lim supXng) =

0:Aceeaşi de�ni̧tie este valabil¼a şi în cazul spaţiilor probabilizate, numai c¼a aici
not¼am a.s. (= aproape sigur = almost surely)în loc de a.p.t.. Aşadar

Xn
a:s:�! X

Def() � (flim infXn = lim supXn = Xg) = 1
În general, pe un spaţiu cu m¼asur¼a oarecare, convergenţa a.p.t. NU garan-

teaz¼a convergenţa în m¼asur¼a (vezi exemplul de la 2). Totuşi, în cazul spaţiilor
probabilizate avem

Propozi̧tie. Dac¼a Xn
a:s:�! X atunci Xn

P�! X
Demonstraţie. Evident, înlocuindXn cuXn�X putem presupune c¼aX = 0:

Fie A =
n
Xn

a:s:�! 0
o

Aşadar ştim c¼a P(Ac) = 0 P(Ac) = P (9" > 0;8n > 0;9n1 > n ca jXnj > ") =

P
�
9m > 0;8n > 0;9k > 0 ca jXn+kj > 1

m

�
= P

� 1S
m=1

1T
n=1

1S
k=1

�
jXn+kj > 1

m

	�
Cum şirul de muļtimi

� 1T
n=1

1S
k=1

�
jXn+kj > 1

m

	�
m

este cresc¼ator, aplicînd

proprietatea de continuitate a probabilit¼aţii g¼asim c¼a P(Ac) = lim
m
P

� 1T
n=1

1S
k=1

�
jXn+kj > 1

m

	�
=

0; aşadar P
� 1T
n=1

1S
k=1

�
jXn+kj > 1

m

	�
= 0 pentru orice m � 1: Dar şirul de

muļtimi
� 1S
k=1

�
jXn+kj > 1

m

	�
n

este descresc¼ator, aşadar P
� 1T
n=1

1S
k=1

�
jXn+kj > 1

m

	�
=

lim
n
P

� 1S
k=1

�
jXn+kj > 1

m

	�
= 0;deci cu atît mai mult lim

n
P
��
jXnj > 1

m

	�
= 0;

adic¼a Xn
P�! 0:

Reciproc nu este adev¼arat, dup¼a cum ne putem convinge cu exemplul urm¼a-
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tor: orice num¼ar natural n se poate scrie sub forma n = 2k+j unde 0� j � 2k�1:
Lu¼am 
 = (0; 1) ; P =m¼asura Lebesgue,An =

�
j
2k
; j+1
2k

�
; Xn = 1An : De exemplu

primele muļtimi An sunt (0; 1) ;
�
0; 12
�
;
�
1
2 ; 1
�
;
�
0; 14
�
;
�
1
4 ;

2
4

�
;
�
2
4 ;

3
4

�
;
�
3
4 ; 1
�
; ::::

Atunci lim supXn = 1 (a:s:) ; lim infXn = 0 (a:s:) şi totuşi Xn
P�! 0

4. Legea slab¼a a numerelor mari. Dac¼a (Xn)n 2 L2 sunt necorelate

atunci X1+:::+Xn

n

P�! �; unde � =EX1:
Evident: dup¼a ce centr¼am variabilele Xn înlocuindu-le cu Yn = Xn � � :

X1+:::+Xn

n � �


2
2
=Var

�
Y1+:::+Yn

n

�
= �2

n ! 0 unde am notat cu �2 =Var(X1) :
De ce se numeşte legea slab¼a? Pentru c¼a asigur¼a DOAR convergenţa în

probabilitate, care este mai slab¼a decît cea aproape sigur¼a.
5. Legea tare a numerelor mari.Dac¼a (Xn)n 2 L1 sunt i.i.d. atunci

X1+:::+Xn

n

a:s:�! �; unde � =EX1: Mai mult, convergenţa are loc şi în L1:
Sunt mai multe demonstraţii clasice. Cea mai puternic¼a se bazeaz¼a pe
TEOREMA ERGODICA BIRKHOFF. Fie (E;E;�) un spaţiu prob-

abilizat şi t : E ! E o funçtie m¼asurabil¼a cu propriet¼aţile:
a. �

�
t�1 (A)

�
= �(A) pentru orice A 2 E:

b. Dac¼a t�1 (A) = A; atunci �(A) 2 f0; 1g
Fie, de asemenea, f 2 L1 (E;E;�) :
Atunci

f+f(t)+f(t2)+f(t3)+:::f(tn�1)
n converge ��aproape sigur şi în L1 laR

fd�:Am notat t2 = t � t; f3 = t � t � t; ::::
Observa̧tie. O funçtie t cu propriet¼aţile a. şi b. se numeşte ergodic¼a.

La noi vom lua E=R1; E=B (R)1 ;� = F1 unde F = P �X�1
n este repar-

ti̧tia comun¼a a variabilelor i.i.d (Xn)n ; t : E ! E va � shiftul t (x1; x2; x3; ::) =
(x2; x3; x4; ::::) care evident are proprietatea a.
Accept¼am c¼a are proprietatea b. Apoi consider¼am vectorul aleator X :


 ! E;X = (Xn)n şi observ¼am c¼a P�X�1 = �: Aşadar pentru orice funçtie

m¼asurabil¼a f 2 L1 (E;E;�) avem
f+f(t)+f(t2)+f(t3)+:::f(tn�1)

n

a:s:�!
R
fd� =R

fd
�
P �X�1� =Ef (X) : Deci f+f(t)+f(t2)+f(t3)+:::f(tn�1)n (X)

a:s:�!Ef (X) :
Legea tare este un caz foarte particular în care se ia f ((xn)n) = x1 :atunci

f+f(t)+f(t2)+f(t3)+:::f(tn�1)
n (X) = X1+:::+Xn

n :
Demonstr¼am acum c¼a shiftul t are proprietatea b.
LEMA. 5.1.

1. Fie (E;E;�) un spaţiu probabilizat, t : E ! E o funçtie m¼a-
surabil¼a cu proprietatea c¼a P

�
t�1 (A)

�
= P (A) pentru orice A 2 M şi M

� E o familie de submuļtimi. Presupunem c¼a P(A \ t�n (B)) ! P (A)P (B)
pentru orice A;B 2 M : Atunci P(A \ t�n (B)) ! P (A)P (B) pentru orice
A;B 2 u (M) unde u (M) este u-sistemul generat.

2. Dac¼a M este stabil la interseçtii �nite, atunci a�rmaţia este
valabil¼a pentru pentru orice A;B 2 � (M)

3. Dac¼a în plus � (M) = E; atunci egalitatea t�1 (A) = A implic¼a
P(A) 2 f0; 1g ; adic¼a t este aplicaţie ergodic¼a.
Demonstraţie.
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1. Fie A 2M �xat şiCA = fB 2 E : P (A \ t�n (B))! P (A)P (B)g :
Atunci CA este un u-sistem care conţine peM: (singurul lucru mai delicat este
s¼a ar¼at¼am c¼a dac¼a (Bk)k este un şir de elemente disjuncte din CA, atunci şi
reuniunea

S
k

Bk este tot în CA: Adic¼a dac¼a P (A \ t�n (Bk)) ! P (A)P (Bk) ;

atunci şi
P
k

P (A \ t�n (Bk))!
P
k

P (A)P (Bk) ; lucru care rezult¼a din teorema

Lebesgue cu dominarea P (A \ t�n (Bk)) � P (t�n (Bk)) = P (Bk)
În concluzie dac¼aA 2M şiB 2 � (M) ; atunci P (A \ t�n (B))! P (A)P (B) :
FieC = fA 2 E : P (A \ t�n (B))! P (A)P (B) pentru orice B 2 u (M)g :

Atunci C conţine pe M şi este de asemenea un u-sistem. (folosim acum dom-
inarea P (Ak \ t�n (B)) � P (Ak)!)
2. Evident
3. Dac¼a t�1 (B) = B; atunci t�n (B) = B deci convergenţa P (A \ t�n (B))!

P (A)P (B) devine P(A \B) = P (A)P (B) : Dac¼a lu¼am A = B (e voie, c¼aci
� (M) = E!) atunci avem P(B) = P 2 (B) :
Observaţie. O funçtie t cu proprietatea din Lem¼a se numeşte funçtie mix-

ing.
LEMA 5.2. Shiftul canonic t : R1 ! R1 este mixing faţ¼a de probabilitatea

� = F1:
Demonstraţie.
��algebra produs este generat¼a de muļtimeaM =fA1 �A2 � :::�Ak � R� R� :::: : k � 1; Aj 2 B (R)g :

Dac¼a A;B 2 M şi B = B1 � B2 � ::: � Bk � R � R�; atunci t�n (B) =
R � R � ::: � R � B1 � B2 � ::: � Bk � R � R � ::::; (pe primele n pozi̧tii este
R ); deci pentru n destul de mare A \ t�n (B) = A1 �A2 � :::�Ak � R� R�
:::�R�B1 �B2 � :::�Bk �R� ::::;aşadar P (A \ t�n (B)) este chiar egal cu
P (A)P (B)
Cu aceasta legea numerelor mari ca aplicaţie a teoremei lui Birkhof este

complet demonstrat¼a.

1.8.1 6. Consecinţe ale Legii tari a numerelor mari.

6.1. Metoda Monte Carlo
Dac¼a vrem s¼a calcul¼am o integral¼a de forma

R
f1Cd�

n unde C � Rn este
o muļtime cu proprietatea c¼a �n (C) 2 (0;1) putem observa c¼a ea se scrie
sub forma

R
f1Cd�

n = �n (C)Ef (X) cu X un vector repartizat uniform pe

C:Atunci avem
R
f1Cd�

n = �n (C)
�
a:s:� limN f(X1)+:::f(XN )

N

�
unde (Xn)n

este un şir de v.a. i.i.d cu reparti̧tia Uniform(C)
Problema di�cil¼a este cum se poate simula un asemenea şir. Uneori este

simplu.
6.2. Teorema fundamental¼a a statisticii.
Fie (Xn)n un şir de variabile aleatoare i.i.d. Variabila aleatoare Fn (x) =

1(X1�x)+1(X2�x)+:::+1(Xn�x)
n se numeşte funçtia de reparti̧tie empiric¼a dup¼a n

observaţii. Legea tare a numerelor mari ne spune c¼a Fn (x)
a:s:�! F (x) unde

F (x) =E1(X1�x) =P(X1 � x)
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Interpretare: funcţiile de repartiţie empirice converg a.s. la funcţia de repar-
tiţie teoretic¼a.
Teorema lui Glivenco: sup

x
jFn (x)� F (x)j

a:s:�! 0

Interpretare: funcţiile de repartiţie empirice converg UNIFORM a.s. la
funcţia de repartiţie adev¼arat¼a.

Exemplu. Se arunc¼a dou¼a puncte la întîmplare într-un cerc de raz¼a 1. S¼a se
calculeze distanţa medie dintre ele.
Soluţie analitic¼a. Fie Z = (X;Y ) şi Z 0 = (X 0; Y 0) doi vectori iid repartizaţi

Uniform(C) cu C =
�
(x; y) : x2 + y2 � 1

	
şi �e D = kZ � Z 0k

Atunci avem, din formula de transport EkZ � Z 0k =E
q
(X �X 0)

2
+ (Y � Y 0)2 =

1
�2

R q
(x� x0)2 + (y � y0)21C (x; y) 1C (x0; y0) dxdx0dydy0

= 1
�2

1R
�1

1R
�1

p
1�x2R

�
p
1�x2

p
1�x2R

�
p
1�x2

q
(x� x0)2 + (y � y0)2dydy0dxdx0

Este o integral¼a care nu se poate calcula
Simul¼am un vector repartizat Uniform(C) prin metoda urm¼atoare, numit¼a

a respingerii:
- lu¼am X;Y independente repartizate Uniform(�1; 1) :
- veri�c¼am dac¼a X2 + Y 2 � 1:

Daca DA, rȩtinem Z = (X;Y )
Daca NU, repet¼am.

Algoritmul d¼a rezultate bune dac¼a putem încadra muļtimea C într-un drep-
tunghi de forma I � J cu I; J � R intervale m¼arginite în aşa fel încît raportul
�2(C)
�(I)�(J) s¼a nu �e prea mic.

Formal, se ia U~Uniform
�
(0; 1)

2
�
(e simplu) si se pune Z =

�
U jU�1 (C)

�
Dupa cum am vazut in lectia 6.2 Z este un vector aleator cu proprietatea ca

P(Z 2 B) = P (U 2 BjU 2 C) = �2(U\C)
�2(C)

Un script R care simuleaza N asemenea vectori aleatori este
n=10000
u=2*runif(n)-1;v=2*runif(n)-1;w=which(u^2+v^2<1);x=u[w];y=v[w]
up=2*runif(n)-1;vp=2*runif(n)-1;wp=which(up^2+vp^2<1);xp=up[wp];yp=vp[wp]
N=min(length(x),length(xp))
X=x[1:N];Y=y[1:N];Xp=xp[1:N];Yp=yp[1:N]
D=sqrt((X-Xp)^2+(Y-Yp)^2);summary(D)

Explicaţie. n este num¼arul de vectori (Uj ; Vj) ~Uniform
�
(0; 1)

2
�
simulaţi; în

urma testului U2j +V
2
j � 1 din ei se rȩtin vectorii (Xj ; Yj) ; se repet¼a cu vectorii�

U 0j ; V
0
j

�
din care se rȩtin vectorii

�
X 0
j ; Y

0
j

�
:

N este num¼arul de vectori aleatori care au trecut testul de apartenenţ¼a în

C: Cu ajutorul lor se calculeaz¼a distanţele Dj =
q�

Xj �X 0
j

�2
+
�
Yj � Y 0j

�2
şi

li se face apoi sumarul.
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Rezultate: Min = minDj este minimul empiric: cu legea tare a numerelor
mari tinde aproape sigur la ess infD =0

1st Qu = F�1n
�
1
4

�
; unde Fn este reparti̧tia empiric¼a a lui D

dup¼a N probe;
tinde la F�1

�
1
4

�
unde F este reparti̧tia lui D

Median = mediana empiric¼a a lui D, tinde la mediana teoretic¼a
Mean = media empiric¼a a lui D,tinde la ED
3rd Qu. = F�1n

�
3
4

� a:s:�! F�1
�
3
4

�
Max = max(Dj)

a:s:�! ess supD = 2
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu.

Max.
0.004957 0.575500 0.889100 0.906700 1.226000 1.985000
0.01565 0.58110 0.89570 0.91090 1.22700 1.98500
0.01315 0.57970 0.89000 0.90500 1.21900 1.99500

0.002263 0.573700 0.888600 0.904800 1.221000 1.992000
0.001696 0.575100 0.892900 0.906600 1.224000 1.993000
Dar daca am arunca punctele în p¼atratul unitate? Formal, am avea de

calculat ED =
1R
0

1R
0

1R
0

1R
0

q
(x� x0)2 + (y � y0)2dydy0dxdx0 care pare mai simpl¼a;

nu cred c¼a se poate face.
Simularea este mult mai simpl¼a
x=runif(n);y=runif(n);xp=runif(n);yp=runif(n);d=sqrt((x-xp)^2+(y-yp)^2;summary(d)
Vedȩti ce iese.
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1.9 Leçtia 9. Convolu̧tia, convergeņta reparti̧tiilor şi Teo-

rema Limit¼a Central¼a

1.9.1 Convoluţia

Fie X;Y dou¼a variabile aleatoare. Dac¼a se ştie reparti̧tia lor (notat¼a cu F şi G),
atunci nu se poate spune nimic despre reparti̧tia sumei X + Y; decît dac¼a ştim
reparti̧tia comun¼a a vectorului (X;Y ) :În cazul cel mai simplu, dac¼a presupunem
c¼a X şi Y sunt independente, atunci reparti̧tia vectorului (X;Y ) este F 
 G:
În acest caz reparti̧tia sumei S = X + Y se noteaz¼a cu F � G şi se numeşte
convoluţia dintre F şi G:
Formula de transport ne arat¼a c¼a dac¼a f : R! R este m¼asurabil¼a m¼arginit¼a,

atunci
Ef (X + Y ) =

R
f (x+ y) dF 
 G (x; y) =

R R
f (x+ y) dF (x) dG (y) =R R

f (x+ y) dG (y) dF (x)
Aşadar am descoperit formula

Z
fdF �G =

Z Z
f (x+ y) dF (x) dG (y) =

Z Z
f (x+ y) dG (y) dF (x)

care poate � luat¼a ca o de�ni̧tie a convoluţiei.
Propriet¼a̧ti.
1. (F �G) (B) =

R R
F (B � y) dG (y) =

R R
G (B � x) dF (x) ; deci funçtie

de reparti̧tie se calculeaz¼a dup¼a formula
(F �G) (t) =

R R
F (t� y) dG (y) =

R R
G (t� x) dF (x)

2. F � �0 = F; (F � �a) (x) = F (x� a)
3. F � (aG+ bH) = aF � G + bF � H (convoluţia este distributiv¼a faţ¼a

de adunare)
4. Spaţiul m¼asurilor cu semn m¼arginite de pe dreapta real¼a echipat cu

adunarea, înmuļtirea cu scalari şi convoluţia (Mb (R; B (R)) ;+; �) este o algebr¼a
comutativ¼a, cu elementul neutru �0:În cadrul acestei algebre familia Prob(R; B (R))
a probabilit¼aţilor este o muļtime convex¼a

5. �a � �b = �a+b; (p�a + q�b)
�n
=

nP
k=0

Cknp
n�kqk�(n�k)a+kb

6. Proprietatea de netezire. Dac¼a G este absolut continu¼a, atunci şi
F � G este absolut continu¼a indiferent de F: Dac¼a G are densitatea g; atunci
F �G are densitatea pF�G (t) =

R
g (t� x) dF (x)

7. Convoluţia densit¼a̧tilor. Dac¼a F are densitatea p şi G are densi-
tatea q atunci F�G are densitatea pF�G (t) =

R
q (t� x) p (x) dx =

R
p (t� y) q (y) dy

8. Dac¼a mF (t) =
R
etxdF (x) , mG (t) =

R
etxdG (x) sunt mgf-urile

reparti̧tiilor Fsi G atunci mF�G =mFmG: Aceeaşi a�rmaţie este valabil¼a pentru
funçtiile caracteristice �F ; �G sau pentru funçtiile generatoare (dac¼a F şi G au suport pe muļtimea numerelor naturale)
gF ; gG
9. Bin(m; p) �Bin(n; p) =Bin(m+ n; p) ;Poisson(a) �Poisson(b) =Poisson(a+ b) ;
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N
�
�1; �

2
1

�
�N
�
�2; �

2
2

�
=N
�
�1 + �2;

p
�21 + �

2
2

2
�
;Gamma(m;a) �Gamma(n; a) =Gamma(m+ n; a)

(prin de�ni̧tie, dac¼a m este num¼ar natural Gamma(m;a)=Exp(a)�n :

10. Uniform(a; b) �Uniform(c; d) =Trapez(a+ c; a+ d; b+ c; b+ d)
FUniform(0;1)�n (x) =

xn�C1
n(x�1)

n
++C

2
n(x�2)

n
+�C

3
n(x�3)

n
++::::

n!
Demonstraţiile punctelor 1-8 sunt banale şi l¼asate ca exerci̧tii.
9. La binomial¼a şi Poisson se face funçtia generatoare, la Gamma nu avem

nimic de demonstrat iar la normal¼a folosim funçtia caracteristic¼a sau mgf-ul:

mN(�;�2) (t) = e�t+
�2t2

2

10. Observ¼am c¼a Uniform(a; b) = �a�Uniform(0; b� a) ;Uniform(c; d) =
�c�Uniform(0; d� c) deci
Uniform(a; b) �Uniform(c; d) = �a+c�Uniform(0; �) �Uniform(0; �) cu � =

b� a; � = d� c:
FieX;Y independente, X~Uniform(0; �) ;Y~Uniform(0; �).Atunci P(X + Y � t) =

�2((0;�)�(0;�)\Dt)
�� unde Dt = f(x; y) : x+ y � tg : Calculînd aria aceasta (un tri-

unghi triunghic isoscel din care se mai scad eventual alte dou¼a triunghiuri drep-

tunghice isoscele) rezult¼a FX+Y (x) = 1
2��

�
x2 � (x� �)2+ � (x� �)

2
+ + (x� �� �)

2
+

�
cu densitatea
pX+Y (x) =

1
��

�
x� (x� �)+ � (x� �)+ + (x� �� �)+

�
Gra�cul ei are forma unui trapez isoscel :de exemplu dac¼a � � � avem
pX+Y (x) =

1
��

�
x1(�;�) + �1(�;�) + (�+ � � x) 1(�;�+�)

�
Analog,

FU(0;�)�U(0;�)�U(0;
) (x) =
1

6��


�
x3 � (x� �)3+ � (x� �)

3
+ � (x� 
)

3
+ + (x� �� �)

3
+ + (x� �� �)

3
+ + (x� �� �)

3
+ � (x� �� � � 
)

3
+

�
a carei densitate deja are form¼a de clopot.
Pentru a calcula convoluţia Uniform(0; 1)�n ; calcul¼am �n ([0; 1]

n \Dt) unde

Dt =
n
(xk)1�k�n 2 Rn+ : x1 + x2 + :::+ xn � t

o
Observ¼am c¼a [0; 1]n\Dt = Dt�

nS
k=1

�t;j unde�t;j =
n
(xk)1�k�n 2 Rn+ : x1 + x2 + :::+ xn � t; xj � 1

o
Dac¼a scriem xj = 1+yj ;atunci vedem c¼a putem scrie�t;j = ej+

�
(x1; :::; xj�1; yj ; xj+1; :::; xn) 2 Rn+ : x1 + x2 + yj + :::+ xn � t� 1

	
;unde

ej = (0; :::; 0; 1; 0; :::0) este versorul canonic de pe pozi̧tia j. Altfel scris, �t;j =
ej +Dt�1
Folosind principiul includerii şi excluderii avem şi observînd c¼a �t;j \�t;i =

ei + ej +Dt�2;�t;j \�t;i \�t;k = ei + ej + ek +Dt�3 etc g¼asim c¼a

�n ([0; 1]
n \Dt) = �n

�
Dt �

nS
k=1

�t;j

�
= �n (Dt)� �n

�
nS
k=1

�t;j

�
= �n (Dt)�

 P
i

�n (�t;i)�
P

i;j:i 6=j
�n (�t;i \�t;j) +

P
i;j;k::i 6=j 6=k 6=i

�n (�t;i \�t;j \�t;k)� :::
!

g¼asim formula (10) , deoarece se veri�c¼a imediat c¼a �n (Dt) =
tn

n!
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1.9.2 Convergenţa reparti̧tiilor

Ce se întîmpl¼a dac¼a facem mai multe convoluţii de tipul F; F �2; F �3; :::? Legea
numerelor mari spune c¼a în cazul i.i.d. media aritmetic¼a Xn =

X1+X2+:::+Xn

n
converge aproape sigur la media teoretic¼a � = EX1 =

R
xdF (x) ; unde F este

reparti̧tia lui X1: Cum se re�ect¼a acest lucru în reparti̧tia lui Xn?
Oricum, dac¼a Xn

a:s:�! X şi h : R! R este o funçtie continu¼a, atunci h (Xn)
a:s:�! h (X) :
Cum am putea traduce acest lucru în termeni de reparti̧tii?
Dac¼a am putea comuta media cu limita, ar trebui s¼a rezulte c¼a Eh (Xn)!Eh(X) :
Un caz în care acest lucru este absolut sigur este dac¼a h este continu¼a şi

m¼arginit¼a.
S¼a not¼am cu Fn reparti̧tiile lui Xn şi cu F reparti̧tia lui X: Deci dac¼a h este

continu¼a şi m¼arginit¼a avem
Xn

a:s:�! X =) h (Xn)
a:s:�! h (X) =)Eh (Xn) ! Eh(X) ()

R
hdFn !R

hdF:
Aceasta este de�ni̧tia la care s-au oprit matematicienii.
De�ni̧tie. Fie (Fn)n un şir de reparti̧tii. Spunem c¼a Fn converge la F

(slab) dac¼aZ
hdFn !

Z
hdF pentru orice h : R! R continu¼a m¼arginit¼a

Notaţia acceptat¼a este "Fn =) F"
Vom da f¼ar¼a demonstraţie cele dou¼a teoreme mari privind convergenţa slab¼a
Teorema 1.(Portmanteau).Fn =) F dac¼a şi numai dac¼a Fn (x) ! F (x)

în orice punct de continuitate al lui F; adic¼a în toţi acei x cu proprietatea c¼a
F (x� 0) = F (x)
Comentariu. Trebuie pus¼a condi̧tia nepl¼acut¼a de continuitate deoarece este

evident c¼a � 1
n
=) �0;dar nu este adev¼arat c¼a funçtiile de reparti̧tie converg

peste tot: funçtia de reparti̧tie a lui � 1
n
este 1[ 1n ;1) şi ea converge la 1(0;1) care,

ne�ind continu¼a la dreapta NU este o funçtie de reparti̧tie. De altfel se poate
ar¼ata c¼a Fn =) F dac¼a şi numai dac¼a Fn (x) ! F (x) pe o muļtime � � R
dens¼a.
Teorema 2.(de convergenţ¼a a funçtiilor caracteristice): .Fn =) F dac¼a

şi numai dac¼a �Fn ! �F adic¼a
R
eitxdFn (x)!

R
eitxdF (x) pentru orice t 2 R

Acum d¼am un criteriu su�cient pentru a asigura convergenţa slab¼a, folositor
în cazurile didactice
Propozi̧tia 3. (criteriul convergenţei densit¼aţilor)
S¼a presupunem c¼a F�n au densit¼aţile pn faţ¼a de o m¼asur¼a ���nit¼a, �:S¼a

mai presupunem c¼a pn converge la o funçtie p despre care ştim deja c¼a este
densitate. Atunci Fn =) p � �
Demonstraţie. jFn (x)� F (x)j =

���R x�1 (pn (z)� p (z)) d� (z)��� � R jpn � pj d�
Scriem jpn � pj = jp� pnj = 2 (p� pn)+ � (p� pn) şi avem în continuare
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R
jpn � pj d� =

R �
2 (p� pn)+ � (p� pn)

�
d� = 2

R
(p� pn)+ d��

R
(p� pn) d� =

2
R
(p� pn)+ d�� 1 + 1 = 2

R
(p� pn)+ d�

Dar (p� pn)+ converge la 0 şi este dominat de p: Din teorema lui LebesgueR
(p� pn)+ d� va converge de asemenea la 0.
Cazuri particulare: m¼asura Lebesgue sau m¼asura cardinal pe o muļtime

num¼arabil¼a.
Corolar. Teorema de aproximare Poisson. Dac¼a Fn = Bin (n; pn) şi npn !

�; atunci Fn =) Poisson (�)

Într-adev¼ar, Cknp
k (1� p)n�k converge la �k

k! e
��:

Corolar al teoremei lui Glivenko.Reparti̧tiile discrete sunt dense în fa-
milia tuturor reparti̧tiilor de pe dreapt¼a.
Într-adev¼ar, reparti̧tiile empirice sunt discrete şi converg la reparti̧tia teoret-

ic¼a.
Notaţie. S¼a presupunem c¼a variabilele Xn au reparti̧tiile Fn şi Fn =) F:

Atunci se mai foloseşte notaţia Xn
D�! F; care se citeşte "Xn converge în

reparti̧tie la F". Sau, dac¼a X este o variabil¼a aleatoare cu reparti̧tia F , atunci
se mai poate citi "Xn converge în reparti̧tie la X". Evident c¼a dac¼a Xn converge
aproape sigur la X; atunci Xn converge în reparti̧tie la X:

1.9.3 Teorema limit¼a central¼a

Convoluţiile tind s¼a aib¼a o form¼a de clopot.
Iat¼a, de exemplu densit¼aţile lui F �n dac¼a F = Exp (1) pentru n = 1; 2; 3; 4; 5

(negru = densitatea lui F;maro = densitatea lui F � F; indigo = densitatea lui
F � F � F;verde =densitatea lui F �4;albastru = densitatea lui F �5)
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sau densitatile reparti̧tiilor U(�1; 1)�n pentru n = 2; 3; 4; 5 (Negru pentru
n = 2; roşu pentru n = 3, verde pentru n = 4; albastru pentru n = 5)
Explicatia se a�¼a în
TEOREMA LIMIT¼A CENTRAL¼A
Fie (Xn)n un şir de variabile aleatoare i.i.d din L

2 cu media � şi varianţa
�2:
Atunci X1+X2+:::+Xn�n�

�
p
n

D�!N(0; 1)
Sau, mai explicit

P
�
X1+X2+:::+Xn�n�

�
p
n

� x
�
�! 1p

2�

R x
�1 e�

y2

2 dy pentru orice x num¼ar real.

Demonstraţie. Vom folosi teorema de convergenţ¼a a funçtiilor caracteristice:
va trebui s¼a s¼a ar¼at¼am c¼a �sn (t) �! �N(0;1) (t) pentru orice t:Am notat cu sn
raportul X1+X2+:::+Xn�n�

�
p
n

= Y1+Y2+:::+Yn
�
p
n

unde Yn = Xn � � sunt variabilele

centrate; evident Yn 2 L2:
Fie � (t) =EeitYn ; � : R ! C: Funçtia � este derivabil¼a de dou¼a ori, � (0) =

1; �0 (0) = 0; �00 (0) = i2E (Xn � �)2 = ��2:
Este important de rȩtinut c¼a putem scrie � (t) = � (0) + t�0 (0) + t2

2 �
00 (0) +

o (t) t2 unde o : R ! C este o funçtie continu¼a şi o (0) = 0:Într-dev¼ar, o (t) =
�(t)��(0)�t�0(0)� t2

2 �
00(0)

t2 este evident continu¼a; din regula L�Hospital lim
t!0

o (t) =

1
2 limt!0

�
�0(t)��0(0)

t � �00 (0)
�
= 0 - c¼aci am presupus c¼a �0 (t) este derivabil¼a în 0.

Atunci �sn (t) =Ee
it
Y1+Y2+:::+Yn

�
p
n =

�
Ee

i t
�
p
n
Y1
�n

(am presupus variabilele

aleatoare i.i.d!)
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= �n
�

t
�
p
n

�
=
�
� (0) + t

�
p
n
�0 (0) + t2

2n�2�
00 (0) + o

�
t

�
p
n

�
t2

n�

�n
=�

1� t2

2n + o
�

t
�
p
n

�
t2

n�

�n
= (1� �n)n =

 
(1� �n)

1
�

/n
!n�n

(cu �n = t2

2n �

o
�

t
�
p
n

�
t2

n�

Deci lim�n
�

t
�
p
n

�
= lim e�n�n = lim e

�n
�
t2

2n�o
�

t
�
p
n

�
t2

n�

�
= e

� t2

2 �lim o
�

t
�
p
n

�
t2
=

e�
t2

2 = �N(0;1) (t) :QED:
Convergenţa funçtiilor de reparti̧tie nu implic¼a şi convergenţa densit¼aţilor.

Reciproca este evident adev¼arat¼a, dup¼a cum am v¼azut mai sus.
Totuşi, în anumite ipoteze se poate demonstra - mult mai greu şi cu un

aparat matematic foarte so�sticat - şi
TEOREMA LIMIT¼A LOCAL¼A.
Presupunem c¼a variabilele aleatoare de mai sus, Xn; sunt şi absolut con-

tinue. Fie pn densitatea sumelor centrate şi normate sn = Y1+Y2+:::+Yn
�
p
n

: S¼a
presupunem c¼a exist¼a un n0 cu proprietatea c¼a pn0 este m¼arginit¼a. Atunci

pn (x) �! 1
�
p
2�
e�

x2

2 : densit¼aţile tind la densitatea normal¼a. Aceasta ar �
explicaţia fenomenului ar¼atat în cele dou¼a gra�ce de mai sus.

Aplica̧tie în aproximarea unor reparti̧tii.
Binomial(n; p) �=N

�
np;

p
npq

�
dac¼a np şi npq sunt "mari"

Gamma(n; �) �=N
�
n
� ;
�p

n
�

�2�
dac¼a n

� şi
p
n
� sunt "mari"

Poisson(�) �=N
�
n�;

p
n�

2
�

dac¼a n� este "mare"
etc
Aplica̧tie în calculul primelor de asigurare.
Se d¼a un portofoliu omogen de n asiguraţi de tip F:
Traducere matematic¼a: Fie (Xk)1�k�n variabile aleatoare i.i.d. nenegative

din L2: Ele e numesc daune.
Asiguratorul î̧si asum¼a riscul de default ": Ce prim¼a de asigurare s¼a cear¼a?
Traducere matematic¼a. Care s¼a �e cel mai mic num¼ar � cu proprietatea c¼a

P(X1 +X2 + :::+Xn � n�) � "?

Sriem P(X1 +X2 + :::+Xn � n�) =P
�
X1+X2+:::+Xn�n�

�
p
n

� n��n�
�
p
n

�
=P
�
sn �

p
n(���)
�

�
Dac¼a n este destul de mare (ce înseamn¼a acest lucru este o alt¼a discuţie, de

loc simpl¼a!), atunci putem aproxima ultima probabilitate cuN (0; 1)
��p

n(���)
� ;1

��
=

�
�p

n(���)
�

�
; unde prin tradi̧tie se noteaz¼a � (x) = 1p

2�

R x
�1 e�

y2

2 dy; adic¼a

funçtia de reparti̧tie a normalei standard. Cum reparti̧tia normal¼a este simet-
ric¼a faţ¼a de origine, � (a) = � (�a) pentru orice a 2 R: De aceea putem scrie

P(X1 +X2 + :::+Xn � n�) �= �
�
�
p
n(���)
�

�
şi punem condi̧tia ca �

�
�
p
n(���)
�

�
=

" () �
p
n(���)
� = ��1 (") ()

p
n(���)
� = ���1 (") = ��1 (1� ") de unde

g¼asim ���
� = ��1(1�")p

n
adic¼a
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Principiul de calcul medie-abatere:
� = �+ �p

n
��1 (1� ")

Pe aceast¼a baz¼a putem, de exemplu aprecia c¼a, pentru un portofoliu omogen

de 100 asiguraţi de tip Binomial
�
100; 14

�
prima va �de tipul� = 25+

p
100� 14 �

3
4p

100
��1 (1� ") =

25 + 0:4 331��1 (1� ")
Concret, pentru un risc de 1% am avea ��1 (1� ") = ��1 (0:99) = 2.326348

deci � = 25 + 2: 326 3 = 27: 326
Putem compara cu probabilitatea exact¼a: X1 + ::: + X100 are reparti̧tia

Binomial
�
100; 14

��100
=Binomial

�
10000; 14

�
;

n� = 2732:6
Probabilitatea de default este (în limbajul R)  = 1 - pbinom(2732.6,10000,1/4)=

5.236055e-08
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