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Comparaţii legate de timpul de viaţă

1. Asigurări de persoane. Timp de viaţă

Cel mai simplu model de asigurări de persoane este de următorul tip:

Un individ (asiguratul, notat cu A) încheie cu o societate de asigurări (asiguratorul, notat cu S) următorul contract:

A se obligă să plătească lui S o sumă de bani a(t) la fiecare moment de timp t (măsurat în ani, luni, săptămîni) pînă la un moment , m > 0.  Începînd de la acest moment, S se obligă să plătească lui A o altă sumă de bani s(t) pînă la sfîrşitul vieţii lui A. 

De exemplu A  este un salariat iar S este o casă de pensii. Pînă la pensionare, A plăteşte o sumă la fiecare unitate de timp (de exemplu lună sau chenzină) iar după aceea S se obligă să îi plătească o pensie în caloare de s(t) lei. În cazul cel mai simplu m este o constantă (de exemplu m = 35 de ani =  420 luni = 840 chenzine). 

Suma plătită de A este

(1.1)
SA = a0 + a2 + … + am 

Iar cea plătită de S este

(1.2)
SS = s0 + s1 + …+ sT – m        

unde T = TA este timpul pe care îl mai are de trăit A din momentul începerii asigurării.

Perechea de funcţii (a,s) se numeşte plan de asigurare pe viaţă, sau plan de pensie iar variabila aleatoare T se numeşte timpul de viaţă (al asiguratului)


Condiţia ca planul să fie echitabil este ca 

(1.3)
SA = SS

Apar două probleme.


Prima este că T este o variabilă aleatoare. S nu are de unde să ştie cît timp va trăi A. Dar, putem presupune că în urma unor investigaţii statistice de durată, S cunoaşte repartiţia lui T. 


A doua problemă este că o unitate monetară la momentul t0 nu este egală cu aceeaşi unitate monetară la un moment ulterior , t1 . 


Să neglijăm deocamdată a doua problemă.


Înseamnă că un contract echitabil în sensul satisfacerii ecuaţiei (1.3) nu este posibil. O variantă de a-l înlocui, în caz că S are mulţi asiguraţi cu aceeaşi repartiţie ca a lui A este de a înlocui egalitatea (1.3) cu

(1.4) SA =ESS 

Dar SA este de asemenea o variabilă aleatoare. Motivul este că este posibil ca asiguratul A să moară înaintea momentului m. Aşa că (1.1) ar trebui înlocuită cu 

(1.5)
SA = a0 + a2 + … + am(T
iar (1.2) cu 

(1.6)
SS = (s0 + s1 + …+ sT – m)1(T ( m)

Acum condiţia ca planul să fie echitabil devine

(1.7)
ESA = ESS

Luăm acum în calcul valoarea diferită a unităţii monetare  la momente de timp diferite. Aici apar noţiunile duale de dobîndă şi de factor de depreciere.


O unitate monetară (1UM) depusă în planul de pensii la momentul t = 0 valorează la momentul t = 1 q1 lei. Ne putem imagina că sunt depuşi la bancă; valoarea q1 – 1 este dobînda la momentul t = 1. Presupunînd că la momentele t = j dobînda va fi qj – 1 , atunci 1 UM la momentul t = 0 valorează q1q2…qj UM la momentul j. 


Scriind qj = e((j) relaţia se mai poate scrie

(1.8)
1 UM la momentul t = 0 = e((1)+((2)+…+((j) UM la momentul j. 


Invers, dacă judecăm planul de pensii la momentul t = 0, 1UM depus la momentul t = j valorează e- ((1)-((2)-…- ((j) UM la momentul 0.  Ţinînd seama de aceste considerente, suma depusă de asigurat devine, actualizată la momentul t = 0 

(1.9)
SA = a0 + a1e -((1) + a2e- ((1) - ((2) + …+ am(Te-((1)-((2)-…-((m(T)
cea plătită de asigurator devine

(1.10)    SS = (s0 e-((1)-((2)-…-((m) + s1 e-((1)-((2)-…-((m+1) + …+ sT e-((1)-((2)-…-((T))1(T ( m)
Condiţia ca planul să fie echitabil rămîne aceeaşi, anume (1.7)


Relaţiile (1.9)-(1.10) sunt incomod de tratat matematic. În principiu T este o variabilă aleatoare pozitivă, nu neapărat cu valori întregi. Poate fi şi absolut continuă – şi de fapt aşa se şi consideră. De aceea este mai comod de făcut o aproximare continuă, astfel: postulăm existenţa unei intensităţi a plăţilor efectuate de asigurat a(t) , a unei intensităţi a plăţilor efectuate de asigurator s(t) şi a unei  dobînzi instantanee  e((t) (corespunzătoare unui factor de depreciere instantaneu e-((t) ) de aşa manieră încît suma plătită de asigurat pe o unitate de timp între momentul t şi t+1 să fie 
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. Atunci un plan de pensie este o pereche de funcţii (a,s) cu a:[0,m] ( (+ şi s: [m,() ( (+ funcţii integrabile. Valoarile actualizate la momentul t = 0  a plăţilor făcute de asigurat şi asigurator devin  

(1.11) SA = 
[image: image2.wmf]0

()d

0

()d

t

Tm

uu

atet

d

Ù

-

ò

ò

, SS = 
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Ţinînd seama de formula

(1.12) Ef(T) – f(0)  = 
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valabilă dacă T ( 0 şi dacă f este derivabilă pe porţiuni, obţinem 

PROPOZIŢIA 1.1. Condiţia ca planul (a,s) să fie echitabil este ca

(1.13)
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Demonstraţie. Funcţia f(x) = 
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este derivabilă în afara punctului x = m şi f’(x) = 
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1(0,m) . De asemenea, funcţia g(x) = 
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este de asemenea derivabilă (cu excepţia aceluiaşi x = m) şi g’(x) = 
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. Cum f(0) = g(0) = 0 formula (1.12) devine E(SA) =  Ef(T)  = 
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 şi E(SS) = Eg(T) = 
[image: image14.wmf]0

()d

()()d

t

uu

m

stePTtt

d

¥

-

ò

³

ò

(

Devine importantă variabila aleatoare (T-m)1(T ( m), căci ea arată cît mai are de trăit A după ce iese la  pensie. Actuarii preferă să lucreze cu variabila aleatoare T(m) avînd repartiţia lui T – m condiţionată de faptul că T ( m. O notaţie universal acceptată – deşi nu chiar corectă pentru matematician –  pentru T(m) este 

(1.14)

T(m) = (T – m (T ( m) 

adică T – m în ipoteza că T ( m. În scrierea noastră, T(m) este o variabilă aleatoare cu proprietatea că 

(1.15)

P(T(m) ( t) = P(T ( t +m(T ( t)

2. Noţiuni fundamentale legate de timpul de viaţă 

Fie T ( 0 o variabilă aleatoare interpretată ca fiind timpul de viaţă al unui asigurat, începînd de la data începerii planului de asigurare (a,s). Funcţia sa de repartiţie o vom nota F = FT  deci F(x) = P(T ( x). Se va folosi de asemenea funcţia F(x) = P(T ( x) = 1 – F(x-0). Aceasta se numeşte funcţia de supravieţuire. În cazul în care T are densitate, aceasta se va nota f = fT . 

Prin variabilă aleatoare absolut continuă vom înţelege o noţiune mai restrictivă decît cea cu care se lucrează de obicei. Vom face ipoteza ca densitatea sa este continuă la dreapta , eventual cu excepţia punctului x = 0. În cazul acesta funcţia de repartiţie F este continuă, derivabilă la dreapta şi 
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 dt = F(x). În plus în acest caz este verificată relaţia  F(x) = 1 – F(x). Majoritatea repartiţiilor absolut continue în sens obişnuit folosite în statistică satisfac această proprietate. Punem această condiţie pentru a avea asigurată relaţia F’ = f peste tot şi nu numai (-a.p.t. cum 

Vom nota cu R = RT  opusul logaritmului funcţiei de supravieţuire, adică R(x) = log F(x). Deci F = e-R .

Un rol important îl joacă cantitatea

(2.1) rT(x,h) = 
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P(T  (  x + h(T ( x)

numită riscul de moarte pe intervalul (x, x+h). Deci este probabilitatea de deces a asiguratului A în intervalul (x,x+h) ştiind că au supravieţuit pînă la momentul x, împărţită la lungimea intervalului. În termeni de funcţie de supravieţuire, relaţia devine

(2.2) rT(x,h) = 
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În caz că T este absolut continuă există limita rT(x,0+0) = 
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. Această cantitate poartă diferite nume, depinzînd de autori. Noţiunea se pare că a fost introdusă în teoria fiabilităţii, sub numele de rată de defectare (failure rate, risque de panne). ( Gnedenko, B., Beliaev Y., Soloviev A. , Methodes Mathematiques dans la Theorie de la Fiabilite, Mir 1972; Barlow şi Proschan 1965) . În acest context funcţia F  poartă numele de funcţie de fiabilitate şi se notează de mulţi autori cu P = PT . A se remarca faptul că există o analogie izbitoare între teoria fiabilităţii – care studiază timpul de funcţionare a componentelor unui ansamblu – şi actuariat sau demografie care studiază acelaşi lucru la organisme vii. În actuariat ( adică ştiinţa asigurărilor) cantitatea rT(x,0+0) poartă de asemenea diferite nume : unii îi spun forţă de mortalitate (Goovaerts, M.J., Kaas, R., Van Herwaarden, A. E., Bauwelinckx T.: Effective actuarial methods, North Holland 1990) alţii risc instantaneu de moarte (Burlacu, V., Cenuşă Gh., Bazele matematice ale teoriei asigurărilor, Bucureşti 2000) . Fiind un curs de actuariat, îi vom spune şi noi risc de moarte. 

În teoria fiabilităţii riscul de moarte se notează cu rT (Barlow şi Proschan) sau (T (Karlin, Gnedenko) iar în actuariat cu ( = (T . Noi îl vom nota cu rT(x) , folosind litera ( în alte scopuri. Atragem atenţia că în textele de actuariat funcţia de supravieţuire se notează cu p = pT .

Aşadar

(2.3) rT(x) : = rT(x,0+0) = 
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Ca atare , din (2.2) deducem relaţiile

(2.4)
RT(x) = 
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(A se nota că relaţiile de mai sus au sens deoarece am presupus densitatea f continuă la dreapta, ca să nu avem probleme cu derivatele)

Reciproc, orice repartiţie absolut continuă pe [0,() ( = f(( este unic determinată de funcţia sa de risc r prin relaţia (2.4) : deci F(x) = 
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(x)dx = ( variabila aleatoare T ( ( este finită a.s. iar dacă 
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Noţiunea de risc de moarte are şi un analog discret. Dacă variabila aleatoare T ia numai valori de forma (n cu n ( N cu ( > 0 (altfel zis are o repartiţie laticeală) atunci definim 

(2.5) rT((n) =  
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 (deci rT((n,h) = 
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În cazul particular în care T(() ( ( , T (
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, atunci (2.5) devine

(2.6) rT(n) = 
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  (deci  rT(n,h) = 
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În acest ultim caz este uşor de văzut că dacă notăm (n = rT(n) atunci

(2.7)
 p0 = (0, p1 = (1- (0)(1 ,…,  pn = (1- (0)(…((1- (n-1)((n  şi  n ( 1 ( F(n) = (1- (0)(…((1- (n-1) 

Pentru fiecare h  fixat domeniul de definiţie al funcţiei x ( rT(x,h) este (0,M) unde M = ║T║( = ess sup T. Deci, dacă T este din L( - esenţial mărginită – atunci domeniul de definiţie depinde de T, ceea ce este neplăcut. Dacă însă observăm că x ( 0 ( F(x) = 1, atunci putem extinde domeniul de definiţie al riscului de moarte pe intervalul (-(, M), ceea ce nu rezolvă încă problema definirii lui rT(x,h) pentru orice x. Facem de aceea următoarea 


Convenţie: dacă x ( ║T║( atunci rT(x,h) = 
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 . Dacă T este absolut continuă, atunci x(  ║T║(  ( rT(x) = ( iar dacă T are repartiţie laticeală pe (N atunci atunci x (  ║T║(  ( rT(x) = 
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Motivul este dat de următoarele proprietăţi simple ale lui r :


PROPOZIŢIA 2.1.  Fie T ( L( o variabilă aleatoare nenegativă, h > 0 şi M = ║T║(
(i). Dacă x ( M atunci rT(x,h) (  
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. Mai mult, rT(M-0 , h) = 
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(ii). Dacă T este absolut continuă şi densitatea sa f este monotonă pe un interval (M-(, M) , ( > 0 , atunci limita rT(M – 0) există şi este egală cu + (;

(iii). Dacă T are o repartiţie laticeală atunci rT(M) = 
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Demonstraţie. (i). rT(x,h) = 
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. Dacă M – h ( x ( M , atunci nu avem decît să observăm că x  > M – h ,  ( T ( M (a.s.) (  x + h deci P( x ( T ( x + h) = P(x ( T) ( rT(x,h) =  
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. (ii): fie ( = f(M-0). Limita există, deoarece am presupus că f este momotonă pe un interval (M-(,M). Avem de calculat 
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, căci M = ess sup T = sup((n│ P(T = (n) > 0) = max((n│ P(T = (n) > 0) (căci mulţimea respectivă este finită!) deci P(T = M) = P(T ( M) > 0. (
Observaţie. Coeficienţii rT au sens şi dacă variabila aleatoare T nu este neapărat pozitivă. Ceea ce nu mai este adevărat este relaţia F(x) = 
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, căci acum F(0) nu mai este neapărat chiar 0.

Comportarea riscului de moarte faţă de operaţia de scalare. Prin scalare înţelegem înlocuirea variabilei aleatoare T cu variabila T’ = aT+b


PROPOZIŢIA 2.2. (i). Dacă a > 0, atunci  raT+b(x,h) = 
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); dacă T are densitate atunci raT+b(x) = 
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(ii). rT+b(x,h) = rT(x-b,h) ; dacă T are densitate, atunci rT+b(x) = rT(x-b).

Demonstraţie. FaT+b(x) = P(aT+b ( x) = P(T ( 
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Riscul de moarte al timpului rezidual de viaţă. Aici formula este deosebit de simplă.


PROPOZIŢIA 2.3. Fie T un timp de viaţă şi m ( 0. Atunci 
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(x,h ) = rT(x+m,h) iar dacă T admite densitate atunci 
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Demonstraţie. 
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= rT(x+m,h). Pentru a doua relaţie trecem la limită cînd h ( 0.(

Comportarea riscului de moarte la operaţia de discretizare. Operaţia de discretizare constă în înlocuirea variabilei aleatoare T cu discretizata ei T(() = (
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. Variabila aleatoare T(() aproximează uniform pe T şi ia valori în mulţimea ((. 


PROPOZIŢIA 2.4.  Fie r(()(x,h) riscul de moarte al variabilei discretizate T(() . Atunci 
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Demonstraţie. Observăm că P(k( ( T(() < k(+() = P(k ( 
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Dintre operaţiile cu variabile aleatoare independente, singura faţă de care riscul de moarte se comportă acceptabil este operaţia de minim.


PROPOZIŢIA 2.5. Fie X,Y două variabile aleatoare pozitive independente. Atunci 

(2.7) rX(Y(x,h) = rX(x,h) + rY(x,h) – hrX(x,h)rY(x,h)

În consecinţă , dacă X şi Y sunt absolut continue

(2.8) rX(Y(x) = rX(x) + rY(x)  şi rX(Y ( rX ( rY 

iar dacă sunt repartizate pe o reţea de pas ( 

(2.9)
rX(Y(x) = rX(x) + rY(y) – (rX(x)rY(x)

Demonstraţie. Folosind independenţa variabilelor aleatoare X şi Y deducem că 

P(X(Y ( x) = P(X ( x, Y ( x) = P(X ( x)P(Y ( x) = F(x)G(x) unde F şi G sunt funcţiile de supravieţuire ale variabilelor aleatoare X şi Y. Deci 

rX(Y(x,h) = 
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Dar din (2.2)  hrY(x,h) = 1 – G(x+h)/G(x)  (  G(x+h)/G(x) = 1 – hrY(x,h). 

Înlocuind , deducem că rX(Y(x,h) = rY(x,h) + rX(x,h)(1 – h rY(x,h)), adică (2.7). Egalitatea de la 2.8 se obţine făcînd h ( 0 iar inegalitatea este evidentă : chiar din definiţia (2.1) este clar că hrY  şi hrY ( 1. (

În legătură cu riscul de moarte al variabilei “timp rezidual de viaţă” avem următoarea formulă:


PROPOZIŢIA 2.6. Fie m ( 0. Atunci pentru orice x,h ( 0 este valabilă relaţia

(2.10)
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În cazul în care T este absolut continuă sau repartizată pe reţeaua (N, atunci 
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Demonstraţie. Folosim (2.1):  
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Precizăm acum comportarea riscului de moarte relativ la diferitele tipuri de convergenţă..


PROPOZIŢIA 2.7. 

(i). 
Dacă Tn converg la T  în repartiţie şi T este continuă, atunci 
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(ii). 
Dacă Tn sunt absolut continue cu densităţile fn iar T are densitatea f şi fn ( f , atunci 
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(iii).
Dacă Tn = (nT(/n şi T este absolut continuă atunci 
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1

,

(

n

x

r

n

T

( rT(x) în toate punctele de continuitate ale lui rT .

Demonstraţie. (i). Este imediat. Fie Fn şi F funcţiile de repartiţie ale variabilelor aleatoare Tn şi T.  Cum F este continuă şi Tn converge la T  în repartiţie, înseamnă că Fn converge la F ; deci 
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. Fie kx ( N astfel ca kx (  nx ( kx+ 1. Sunt două posibilităţi: sau x = kx/n şi atunci 
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în al doilea caz. Deci xn ( x (deci F(xn) ( F(x)!)  şi 
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Să presupunem că f este continuă în x. Deci pentru orice ( > 0 există ( > 0 ca x - ( ( t ( x+( ( f(x) - ( ( f(t) ( f(x) + ( . Dacă n este suficient de mare atunci x - ( ( xn ( xn + 
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Un rol important îl joacă în această teorie variabilele aleatoare exponenţiale şi analogul lor discret, cele geometrice. Ele sunt singurele pentru care riscul instantaneu de moarte este constant.


PROPOZIŢIA 2.8. Dacă rX (x,h) = r(h) (nu depinde de x) atunci X este repartizată exponenţial: există a>0 ca X ( ea , adică F(x) = e-ax1(0,()(x). Dacă X are repartiţie în reţeaua (N , (>0 atunci X/( are o repartiţie geometrică.

Demonstraţie. Din (2.2) deducem că mărimea 
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 nu depinde de x. 
Înseamnă că R(x+h) – R(x) = ((h) ( x. Funcţia (:(0,() ( ( este continuă la stînga (căci lim((0((h-() = lim((0(R(x+h - () – R(x)) = R(x+h) – R(x) = ((() – am folosit continuitatea la stînga a funcţiei R = - logF !) coincide cu 0 dacă h = 0 şi este aditivă, adică că ((h+k) = ((h)+((k) ( h,k ( 0 (deoarece ((h+k) = R(x+h+k) – R(x) = (R(x+h+k) – R(x+h)) + (R(x+h) – R(x)) = ((k) + ((h)!) . Atunci ((h) = h((1) pentru h ( 0 număr raţional. Înseamnă că ((h) = h((1) ( h ( 0 (orice număr h > 0 se poate aproxima de la stînga cu un şir de numere raţionale!). Fie a = ((1). Evident a ( 0 căci în caz contrar R = const, absurd – funcţia de supravieţuire nu poate fi constantă decît dacă X  ( (, caz exclus. Am descoperit că R(x+h) – R(x) = ah ( x ( 0. În particular, pentru x = 0 deducem că R(h) – R(0) = ah . Dar R(0) = 0, deoarece X ( 0 ( F(0) = 1. Deci R(h) = ah. Mai mult, R ( 0 ( a > 0. În concluzie F(x) = e-ax1(0,()(x) deci X ( ea. 


Cazul discret. Fie X’ = X/(. X’ are atunci valori numere naturale. Fie q = rX’(n) – nu depinde de n. Din (2.7) rezultă că FX’(n) = qn, adică X’ este repartizată geometric.

3. Relaţia de dominare “(m”. Proprietăţi simple

Definiţie. Fie X,Y două variabile aleatoare pozitive. Spunem că X este dominat de Y în sensul riscului de moarte dacă rX(x,h) ( rY(x,h) ( x ( 0, h > 0. Scriem în acest caz X (m Y .

Observaţie. Se pare că noţiunea provine din teoria fiabilităţii. Poate fi întîlnită în teoria aşteptării sau a proceselor de reînnoire sub diferite alte nume sau notaţii cum ar fi: “hazard rate domination ”( S.M. ROSS, Stochastic Processes, Bell System Wiley, New York, (1983 sau Barlow, R. and F. Proschan (1975). Statistical Theory of Reliability and Life Testing: Probability Models, Holt, Rinehart and Winston, New York. Barlow, R. and F. Proschan (1965). Mathematical Theory of Reliability, John Wiley, New York., Shaked şi Shantikumar 1994) Se mai notează în acest caz cu “X (hr Y”. De fapt este o relaţie de ordine între repartiţii; are deci sens să scriem mai degrabă “( (m (” unde ( şi ( sunt două repartiţii pe dreaptă.

Dăm acum unele caracterizări echivalente ale acestei relaţii.

PROPOZIŢIA 3.1. Fie X şi Y două variabile aleatoare pozitive. Fie F şi G funcţiile lor de supravieţuire . Următoarele afirmaţii sunt echivalente.

(i).
X (m Y
(ii).
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( 0 ( x,y ( (, x ( y unde ( este o mulţime densă în [0,()

(iii) X(t) (st Y(t) ( t ( 0
(iv) X(t) (m Y(t) ( t ( 0
În consecinţă, făcînd în (iii) t = 0 deducem că  X (m Y ( X (st Y . 
Demonstraţie.  

(i) ( (ii). Din (2.2) X (m Y ( 
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(ii) ( (ii’). Funcţia det(x,y) = 
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 este continuă la stînga. Condiţia (ii) este echivalentă cu „det(x,y) ( 0 ( 0 ( x ( y ”, deci evident (ii) ( (ii’). Să presupunem că este adevărată condiţia (ii’). Dacă x = 0, det(0,y) = 0, deci nu este nimic de demonstrat; la fel, det(x,x) = 0 ( x deci putem presupun că  x > 0 şi y > x. Cum ( este densă, există şirurile (xn)n, (yn)n de elemente din ( astfel ca xn ( yn şi xn (x, yn ( y , xn ( yn ( n. Din continuitatea la stînga avem det(x,y) = limn(( det(xn, yn) ( 0. 

(i) ( (iii). Funcţiile de supravieţuire : pentru X(t)​ este P(X(t) ( h) = P(X – t ( h│ X ( t) = P(X ( t+h│X ( t) = 
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 adică funcţia de supravieţuire a lui X(t) nu o depăşeşte pe cea a lui Y(t) : P(X(x) ( h) ( P(Y(x) ( h) ( h ( 0 ceea ce este echivalent cu  X(x) (st Y (vezi lecţia despre dominare stocastică). 
(i) ( (iv). Din Propoziţia (2.6) avem 
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În cazul variabilelor aleatoare absolut continue sau discrete, dar cu valori în reţeaua (N , ( > 0, se poate spune mai mult.


PROPOZIŢIA 3.2. Dacă X,Y sunt absolut continue sau discrete cu valori în reţeaua (N , ( > 0 atunci
X (m Y 
( rX(x) ( rY(x) ( x ( ( (în al doilea caz ( x ( (N)


Demonstraţie. “(”: Dacă X,Y sunt absolut continue, atunci există limitele rX(x,0+0) := rX(x) respectiv rY(x,0+0) := rY(x) . Evident că rX(x,h) ( rY(x,h) ( h > 0 ( rX(x,0+0) ( rY(x,0+0). În al doilea caz, rX(k() nu înseamnă altceva decît rX(k(,().

“(”. Dacă X,Y sunt absolut continue, avem din (2.4) rX(x,h) =
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. Evident că rX ( rY ( rX(x,h) ( rY(x,h). 

Să presupunem că X,Y au valori în ( N . Fie x = k(.Dacă h ( ( nu avem nimic de demonstrat, deoarece rX(k(,h) = rX(k(,() = rX(k(). Presupunem că h = n( + r cu 0 ( r ( (. Atunci să notăm cu X’,Y’ noile variabile aleatoare X/( şi Y/(. Acestea vor avea valori naturale. Fie (j = rX’(j) şi (j = rY’(j). Din ipoteză ştim că (j ( (j ( j ( 0. Din (2.7) rezultă că FX’(m) = (1-(0)(…((1-(j-1) şi FY’(m) = (1-(0)(…((1-(j-1) ( j ( 1. Să remarcăm că rX(k(,h) = P(k( ( (X’ ( (k+n)( + r)/(P(k( ( (X’) = P(k ( X’ ( (k+n) + r/()/(P(k ( X’) = rX’(k,m) ( unde m = n dacă r = 0 şi m = n+1 dacă r ( 0) = 
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 de unde rX(k(,h) =1- (1-(k)(1-(k+1) (…((1-(k+m-1) (am aplicat (2.7)! ) .Analog rY(k(,h) =1- (1-(k)(1-(k+1) (…((1-(k+m-1). Acum concluzia este evidentă: (j ( (j ( 1 - (j ( 1 - (j ( (1-(k)(1-(k+1) (…((1-(k+m-1) ( (1-(k)(1-(k+1) (…((1-(k+m-1) ( rX(k(,h) ( rY(k(,h). (

Exemplu.3.1. Dacă X = a, Y = b sunt constante şi a ( b atunci X (m Y.


Într-adevăr, 
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= 1(-(,a(((-(,b((x,x+h) - 1(-(,b(((-(,a((x,x+h) = 1(-(,a(((a,b((x,x+h) ( 0. Sau direct: rX(x,h) = 1(a-h,()(x) ( 1(b-h,()(x) = rY(x,h). Scrisă în termeni de repartiţii, relaţia devine

(3.1)

a ( b ( (a (m (b 


Dimpotrivă, nu este adevărat că X (m X + a dacă a ( 0. 


Contraexemplu. 3.2. Fie X astfel ca F(x) = 
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 şi riscului instantaneu de moarte rX(x) = 
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(1(1,()(x). Pentru variabila aleatoare Y = X+a avem (fie calcul direct, fie folosim propoziţia 2.2(ii)!) rY(x) = rX(x-a) = 
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(1(a+1,()(x). Pe intervalul (-(,a+1) este adevărat că rX ( rY , dar pe (a+1,() este valabilă exact inegalitatea inversă: rX(x) = 
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Definiţie. Dacă X (m X + a ( a ( 0 spunem că X are rată crescîndă de mortalitate. Vom nota acest lucru prin “X ( IFR”. Aceasta este notaţia internaţională şi provine din teoria fiabilităţii : o prescurtare de la “Increasing Failure Rate”. Notaţia în termeni de repartiţii ar fi “( ( IFR”

Invarianţa relaţiei “(m” la minim.

PROPOZIŢIA 3.3. Fie X,Y şi X’, Y’ două perechi de variabile aleatoare independente.

Dacă X (m X’  şi Y (m Y’ , atunci X(Y (m X’(Y’ .

Demonstraţie. Fie x,h >0. Fie a = rX(x,h), b = rY(x,h), a’ = rX’(x,h) şi b’ = rY’(x,h). Din (2.7) ştim că rX(Y(x,h) = a + b – hab, rX’(Y’(x,h) = a’ + b’ – ha’b’ . Din ipoteză a ( a’, b ( b’ . Vrem să arătăm că 

a + b – hab ( a’ + b’ – ha’b’ ( a – a’ + b –b’ ( hab – ha’b’. 

Dar hab – ha’b’ = ha(b-b’) + hb’(a-a’) ( ( b -b’) + (a – a’) deoarece întotdeauna hrT(x,h) ( 1 (din 2.1).(

Invarianţa relaţiei “(m” la operaţia de scalare.


PROPOZIŢIA 3.4. Fie X,Y două variabile aleatoare. Dacă X (m Y, atunci aX+b (m aY+b pentru orice a,b ( 0. 


Demonstraţie. Aplicăm propoziţia 2.2: raX+b(x,h) = 
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Observaţie. Noţiunea are sens şi pentru variabile aleatoare nu neapărat pozitive; puteam accepta şi b ( ( oarecare.


Invarianţa relaţiei “(m” la operaţia de discretizare.


PROPOZIŢIA 3.5. Fie X,Y două variabile aleatoare pozitive. Dacă X (m Y, atunci (aX( (m (aY( pentru orice a ( 0. 


Demonstraţie. Fie X’ =(aX( şi Y’ = (aY(. Cum acestea iau valori numere naturale, din propoziţia 3.2 este suficient să arătăm că rX’(k) ( rY’(k) ( k natural. Dar P(X’ = k)/P(X’ ( k) = P(k (aX(k+1)/P(k(aX) = P(k/a ( X (k/a+1/a)/P(k/a ( X) = rX(k/a, 1/a)/a ( rY(k/a, 1/a)/a = rXţ(k). (

Invarianţa relaţiei “(m” la convergenţa slabă.


PROPOZIŢIA 3.6. Dacă (n ( ( , (n ( ( sunt repartiţii pe dreaptă  atunci 

(3.2) (n (m (n ( n  ( ( (m (
Demonstraţie. Funcţiile de supravieţuire Fn (x) := (n((x,()) converg la F(x) = (((x,()) în toate punctele de continuitate ale lui F iar Gn (x) := (n((x,()) converg la G(x) = (((x,()) în toate punctele de continuitate ale lui G. Fie ( = (x ( F şi G sunt continue în x(. Cum (c este o mulţime cel mult numărabilă, ( este densă în [0,(). Putem aplica echivalenţa (i) ( (ii’) din Propoziţia 3.1. 

Într-adevăr, funcţiile detn(x,y) := 
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converg la det(x,y) := 
[image: image143.wmf]()()
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pentru (x,y) ( (((, apoi (n (m (n ( detn(x,y) ( 0 ( 0 ( x ( y ; deci det(x,y) = limn detn(x,y) ( 0 ( (x,y) ( ((( , x ( y . Or, condiţia det(x,y) ( 0 ( x ( y, x,y ( ( este chivalentă cu „( (m (”  (

Contraexemplu 3.3. Relaţia “(m” nu este invariantă nici la maxim, nici la convoluţie şi nici la mixtură. 


1.
Fie X,Y două variabile aleatoare exponenţiale independente: X ( ea, Y ( eb, b > a. Vom arăta că relaţia X (m X(Y este falsă. Cele două variabile aleatoare sunt absolut continui, de aceea va fi suficient să arătăm că nu este adevărat că rX(Y ( rX.

Din Propoziţia 2.8 vedem că rX = a, rY = b . Apoi, cum X şi Y sunt independente avem că FX(Y(x) = P(X(Y ( x) = P(X ( x) + P(Y ( x) - P(X ( x) P(Y ( x) = e-ax + e-bx – e- (a+b)x de unde, derivînd, găsim că densitatea este fX(Y(x) = (a e-ax + be-bx –(a+b) e- (a+b)x)1(0,()(x) deci, simplificînd cu e-(a+b)x rezultă

(3.3)
rX(Y(x) = 
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Inegalitatea rX(Y ( rX devine aebx + beax– a – b  ( aeax + aebx – a (  beax – b  ( aeax ( (b-a)eax ( b ( x care este evident falsă: dacă x ( ( termenul stîng al inegalităţii tinde la (. 


Deci nu numai că se poate ca X (m X’, Y (m Y’ , X,Y şi X’,Y’ independente dar să nu fie adevărat că X(Y (m X’(Y’ ci se poate şi mai rău : X = X’, Y = 0 şi totuşi X = X(0 să nu fie dominat de X’(Y’. 

2. Se poate folosi chiar contraexemplul 3.2: X (m X, 0 (m a dar e fals că X+0 (m X + a.
3.
Vom arăta că se pot construi repartiţii (, (’, (, (’ pe (0,() astfel ca ( (m (’, ( (m (’ şi totuşi relaţia p( + q( (m  p(’ + q(’ să fie falsă (p+q = 1, p,q ( 0!) . Vom lua chiar mai mult:  repartiţii exponenţiale: ( = (’ = ea , ( = eb+h şi (’ = eb şi p = q = ½ . Fie X ( p( + q( şi Y ( p(’ + q(’ . Presupunem 0 (a ( b .

Calculăm densităţile şi riscurile instantanee de moarte rX şi rY . Rezultă

(3.4)
rX(x)  = 
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(3.5) rY (x) = 
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Pretindem că pentru orice x > 0 se poate alege h astfel ca rX(x) ( rY(x). Într-adevăr, fie x > 0 fixat. Dacă facem  h ( ( atunci rX(x) ( a ( 
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. Aceasta contrazice ipoteza că rX ( rY , adică X (m Y sau în termeni de repartiţii că ar putea fi adevărată relaţia p( + q( (m  p(’ + q(’


Observaţie. În teoria fiabilităţii operaţiile acestea sunt importante. Să spunem că X şi Y sunt timpii de viaţă ai unor componente ale unui aparat. De multe ori – în cazurile cele mai simple-  putem accepta că X şi Y sunt independente. De exemplu X ar pute fi durata de viaţă a platinii unui automobil iar Y cea a condensatorului. În cazul în care componentele sunt în paralel – adică aparatul nu funcţionează decît dacă ambele componente funcţionează (cum este exemplul nostru cu platina şi condensatorul) atunci X(Y este durata de funcţionare a dispozitivului (în cazul nostru, dacă una din piese nu funcţionează, maşina nu merge). Faţă de această operaţie relaţia “(m” se comportă bine: dacă ai platină şi condensator de calitate mai bună (cu risc instantaneu de defectare mai mic) atunci maşina va merge mai mult fără defecţiuni decît dacă iei piese de calitate mai slabă. Din punct de vedere actuarial o asemenea situaţie ar putea apărea dacă cineva îşi depune banii a o bancă şi îşi stabileşte un împuternicit care să poată face operaţiuni în cont: dacă unul din ei moare, contractul cade. Sau dacă îşi propune să depună bani la o bancă pînă la un moment Y cînd îşi va putea cumpăra o vilă: depune pînă la momentul X(Y, X fiind durata sa de viaţă.


Se mai poate şi altfel: componentele să fie legate în serie. Ca să revenim la exemplu cu maşina. bujiile sunt legate în serie. Dacă, să zicem, avem un motor cu două bujii - de exemplu un Trabant - el merge (cum merge, este altă problemă) atîta vreme cît mai funcţionează o bujie. Dacă X,Y sunt timpii de funcţionare al bujiilor, atunci X(Y va fi timpul cît, teoretic, motorul poate să funcţioneze. Din punct de vedere actuarial un exemplu analog ar fi durata de timp în care se plăteşte pensia unei familii formată din doi pensionari. S-ar putea da probabil şi exemple mai inteligente.


Se poate şi aşa: componentele cu durata de viaţă X şi Y sunt puse în serie, dar a doua nu începe să funcţioneze decît atunci cînd prima se defectează.Componentele sunt deci legate în serie cu înlocuire.Dacă tot am vorbit de maşini,ne putem gîndi la roata de rezervă: X este timpul pînă la prima pană de cauciuc, Y este timpul de la înlocuirea roţii defecte cu cea de rezervă pînă la următoarea pană. Atunci durata de funcţionare a aparatului va fi X+Y. Nu e nevoie să argumentăm imortanţa convoluţiei în actuariat. Ajunge să ne gîndim că suma plătită de o societate de asigurări este o sumă de variabile aleatoare care în majoritatea cazurilor se pot presupune independente.


În fine, operaţia de mixtură corespunde următoarei situaţii: avem mai multe componente, produse de firme diferite, avînd repartiţii diferite ale duratei de viaţă. Dacă repartiţiile lor sunt (1,…,(n şi luăm o piesă la întîmplare (de exemplu am amestecat piesele şi nu mai ştim firma care le-a produs) atunci repartiţia timpului de viaţă al piesei alese va fi, apriori p1(1 + …+ pn(n unde pj este probabilitatea ca piesa să fie din lotul “j”. În actuariat o asemenea situaţie este tipică unei abordări bayesiene (vezi capitolul despre teoria credibilităţii). 


Relaţia de ordine “(m” se comportă bine aşadar numai faţă de prima operaţie: de minim. 


Şi totuşi, în anumite condiţii suplimentare, se comportă bine şi faţă de convoluţie.

4. Invarianţa relaţiei „(m” la convoluţii cu repartiţii IFR 

Am văzut în contraexemplele 3.3. că relaţia de dominare „(m” nu este invariantă la operaţia de convoluţie. Acum vom demonstra că, totuşi, dacă repartiţiile au unele proprietăţi suplimentare invarianţa la convoluţii poate fi salvată. 

Reamintim că o repartiţie pe [0,() ( este de tip IFR dacă X (m X + a ( a(0 unde X este o variabilă aleatoare repartizată  X ~ (.

Folosind propoziţia 3.1. deducem următoarea caracterizare a acestor repartiţii

PROPOZIŢIA 4.1. Fie X o variabilă aleatoare pozitivă cu funcţia de supravieţuire F.

 Atunci X ( IFR ( 
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Demonstraţie. Funcţia de supravieţuire a variabilei X + a este G(x) = P(X + a ( x) = F(x-a). Propoziţia 3.1 arată că relaţia X (m X + a este echivalentă cu 
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 ( 0 ( h ( 0. În legătură cu a doua echivalenţă, ea este imediată. Nu avem decît să înlocuim în determinantul de mai sus pe x cu x-a şi pe a cu b-a . Obţinem 
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Observaţie. Atît propoziţia 3.1 cît şi propoziţia 4.1 sunt adevărate şi pentru variabile aleatoare oarecare, nu neapărat pozitive. Noţiunile  „IFR” şi „(m” au sens şi pentru variabile aleatoare oarecare iar în demonstraţia echivalenţelor de la Prop. 3.1 nu s-a folosit nicăieri pozitivitatea lui X şi Y. 

PROPOZIŢIA 4.2. Fie X o variabilă aleatoare pozitivă nemărginită, F funcţia sa de supravieţuire şi R(x) = - lnF(x).

Atunci X ( IFR 
(
R este convexă

În concluzie orice variabilă aleatoare nemărginită de tip IFR este absolut continuă.
Demonstraţie. Aplicăm propoziţia anterioară. Avem :

(4.1)
F(x) = e- R(x), F(x+h) =  e- R(x+h),  F(x - a) = e- R(x-a), F(x – a + h) = e- R(x+h - a)
deci 
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( 0 ( R(x) – R(x-a) ( R(x+h) – R(x+h-a) ( x ( (, a,h ( 0. 

Altfel spus diferenţa x ( R(x) – R(x-a) este o funcţie crescătoare. Dar aceasta este o caracterizare a convexităţii (o aplicare imediată a inegalităţii coardelor!) . 

Fiind convexă, funcţia R: ( ( ( este şi continuă şi derivabilă la dreapta. Fie r = R’, unde derivata este înţeleasă ca fiind derivata la dreapta. Cum R este convexă, r este crescătoare şi continuă la dreapta (deci continuă cu excepţia unei mulţimi cel mult numărabile, deci neglijabile Lebesgue).

Înseamnă că şi F este continuă şi derivabilă la dreapta. Derivata sa este F’(x) = - r(x)F(x) va fi de asemenea continuă la dreapta şi, fiind mărginită pe orice interval compact şi continuă cu excepţia unei mulţimi cel mult numărabile, va fi integrabilă Riemann. Mai 
mult, este valabilă formula Leibniz-Newton
 F(b) – F(a) = 
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. Dacă vom pune f(x) = - F’(x) atunci aceasta va fi o densitate pentru repartiţia lui X. Ca atare, X este absolut continuă. (
Observaţie. Dar dacă X este mărginită ? Atunci nu mai este adevărat că X ( IFR ( X absolut continuă. De exemplu orice variabilă aleatoare constantă este de tip IFR (a ( 0 (  X (m X + a !) . Rămîne adevărat însă R : I ( [0,() este continuă, derivabilă pe intervalul I = (x ( 0 ( R(x) ( ( ( := (a,b). Avem două cazuri:

· sau  
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; în acest caz F(b) = 0, deci X este absolut continuă;

· sau   
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; atunci F(b) > 0 deci P(X = b) = F(b) – F(b+0) = F(b) > 0 , deci X nu este absolut continuă. Repartiţia sa este de forma (1- F(b))( + F(b)(b unde ( este o repartiţie absolut continuă pe intervalul (a,b). 

Al doilea caz este tipic dacă avem de a face cu variabile aleatoare Y = X ( b unde X este o variabilă aleatoare absolut continuă. De exemplu, dacă X ~ U(0,1) şi Y = X ( ½ atunci P(X –1 = ½ (U(0, ½) + (½) .

Observaţie. Unii autori numesc proprietatea „IFR” logconcavitate: adică funcţia de supravieţuire F este logconcavă.

Pentru variabilele aleatoare discrete, există un analog perfect:

Definiţie . Fie X o variabilă aleatoare cu valori în ((. Atunci spunem că X este de tip IFR (scriem X ( IFR(() ( X (m X + a ( a ( ((.

Proprietatea IFR este în acest sens invariantă la operaţia de discretizare. Ea este de asemenea invariantă la operaţia de scalare.

PROPOZIŢIA 4.3. Dacă X ( IFR atunci (
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Demonstraţie. Fie a = k( şi X’ = (
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. Trebuie arătat că X’ (m X’ + a. Dar X (m X + a , căci X este de tip IFR. Dar relaţia „(m” este invariantă la discretizare şi scalare (Propoziţia 3.5 şi 3.4). Înseamnă că 
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+ k) = X’ + (k sau, altfel spus, X’ (m X’ + a.

A doua afirmaţie rezultă imediat din Propoziţia 4.1:dacă a = 0 nu e nimic de demonstrat iar dacă a >0 trebuie arătat că t ( 0 ( aX+b  (m aX+b+t . Dar X ( IFR ( X (m X + t/a (definiţia) ( aX+b (m a(X+t/a) + b (Propoziţia 3.4.) ( aX+b (m aX+t+b (

Cu aceste pregătiri putem demonstra rezultatul principal al acestei secţiuni.


Mai întîi varianta discretă.


TEOREMA 4.4. Fie X1, X2 variabile aleatoare pozitive cu valori numere naturale şi Y o variabilă aleatoare de asemenea cu valori numere naturale şi, în plus, de tip IFR.


Dacă Y este independentă de X1 şi de X2 atunci 

(4.2) X1 (m X2  ( X1 + Y (m X2 + Y

Sau, în termeni de repartiţii: dacă (1, (2 şi ( sunt repartiţii pe ( atunci

(4.3)
(1 (m (2 , ( ( IFR(1)  ( (1*( (m (2*(
Demonstraţie. 

Să fixăm mai întîi unele notaţii. Fie, pentru  j ( ( fixat

(4.4)
p1,j = P(X1 = j), p2,j = P(X2 = j), qj = P(Y = j), F1,j = P(X1 ( j), F2,j = P(X2 ( j), G(j) = P(Y ( j)

Fie de asemenea (,( şi ( riscurile de moarte ale celor trei variabile aleatoare. Deci

(4.5) (j = p1,j /F1,j , (j = p2,j /F2,j, (j  = qj /G(j) ( j ( (
cu convenţia de la propoziţia 2.1: dacă F1(j) = 0, atunci (j = 1; F2(j) = 0 ( (j = 1 , G(j) = 0 ( (j = 1 


Din ipoteză şi din definiţia riscului de moarte avem atunci relaţiile

(4.6)
(j ( (j ,  p1,j = (j F1(j), p2,j = (j F2(j) , qj = (j G(j) ( j ( (

Fie V1 şi V2 funcţiile de supravieţuire ale variabilelor aleatoare X1 + Y şi X2 + Y. 

Din definiţia convoluţiei avem 
(4.6) V1(a) = 
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, V2(a) = 
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Conform Propoziţiei 3.1 avem de demonstrat că 

(4.7)
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Să notăm cu V(a,b) determinantul de mai sus. Fie a ( b două numere naturale. Dacă a = b , atunci V(a,a) = 0, deci nu avem nimic de demonstrat. Presupunem aşadar a < b. Avem


V(a,b) = 
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. Suma din mijloc este egală evident cu 0 ; în cea din urmă înlocuim i cu j şi j cu i . Obţinem V(a,b) = 
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(4.8)
V(a,b) = 
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Ultima egalitate este evidentă, deoarece pentru i = j termenul general al ei este egal cu 0. Să notăm cu sj suma

(4.9) sj = 
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unde

(4.10)
ai = 
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(într-adevăr, bi – bi-1 = 
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Pe de altă parte 
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(căci din (4.10) ajbj = 0!) 

În cazul nostru ai – ai+1 = 
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Dar , din (4.6) avem : 
[image: image194.wmf]1,

1,

2,

2,

j

i

j

i

pF

pF

 = 
[image: image195.wmf]1,1,

2,2,

ij

i

ij

i

FF

FF

a

b

 ( (i
[image: image196.wmf]1,1,

2,2,

ij

ij

FF

FF

 ( 0 (conform ipotezei (i ( (i  iar  
[image: image197.wmf]1,1,

2,2,

ij

ij

FF

FF

( 0 căci X1 (m X2 şi aplicăm Propoziţia 3.1 (ii)! ). Pe de altă parte 
[image: image198.wmf]()

()

aj

bj

Gaiq

Gbiq

-

-

-

-

 = 
[image: image199.wmf]()()

()()

aj

bj

GaiGaj

GbiGbj

-

-

-g-

-g-

 ( (a-j
[image: image200.wmf]()()

()()

GaiGaj

GbiGbj

--

--

 ( 0 (conform ipotezei Y ( IFR, deci şirul ((n)n este crescător: cum a < b  ( b-j ( a-j  ( (b-j ( (a-j ; pe de altă parte i  < j ( a – j < a – i, b – j < b – i şi din (2.7) deducem că G(a-i) = G(a-j)(a-j(a-j+1…((a-i-1 , G(a-i) = G(b-j)(b-j(b-j+1…((b-i-1 deci 
[image: image201.wmf]()()

()()

GaiGaj

GbiGbj

--

--

 = G(a-j)G(b-j) ((b-j(b-j+1…((b-i-1 - (a-j(a-j+1…((a-i-1)  ( 0 fiindcă a < b ( (b-t ( (a-t !) 

Am obţinut în definitiv estimarea 

(4.11)
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TEOREMA 4.5. (invarianţa la convoluţii cu repartiţii IFR)


Fie X1, X2, Y1, Y2 variabile aleatoare cu valori numere naturale. Presupunem că X1 (m X2 şi Y1 ( Y2. Dacă

(i) X1 este independentă de Y1, X2 este independentă de Y2 ;

(ii) Y1 şi X2 ( IFR sau X1 şi Y2 ( IFR

Atunci X1 + X2 (m Y1 + Y2 . 


În particular rezultatul este cu atît mai mult valabil dacă toate cele patru variabile aleatoare sunt de tip IFR.


Scris în termeni de repartiţii rezultatul este : dacă (j, (j sunt repartiţii pe ( atunci

(4.12)

(1 (m (2 , (1 (m (2 ( IFR(1)  ( (1*(1 (m (2*(2

Demonstraţie. Putem presupune, lucrînd eventual cu alte variante de variabile aleatoare pe un spaţiu probabilizat convenabil ales că (X1, Y1) este independent de (X2, Y2). Să presupunem că Y1 şi X2 sunt de tip IFR. Din Teorema 4.4 avem atunci implicaţia X1 (m X2  ( X1 + Y1 (m X2 + Y1 . Dar X2 este de tip IFR, deci X2 + Y1 (m X2 + Y2 . Cum relaţia „ (m ” este tranzitivă rezultă imediat concluzia dorită. 


În al doilea caz, adică dacă X1 şi Y2 ( IFR(1) atunci Y1 (m Y2 ( Y1 + X1 (mY2 + X1 (m Y2 + X2 . (

În sfîrşit, acum putem prezenta rezultatul general.


TEOREMA 4.6. Fie X1, X2, Y1, Y2 variabile aleatoare pozitive. Presupunem că X1 (m X2 şi Y1 (m Y2. Dacă

(i) X1 este independentă de Y1, X2 este independentă de Y2 ;

(ii) Y1 şi X2 ( IFR sau X1 şi Y2 ( IFR

Atunci X1 + X2 (m Y1 + Y2

În termeni de repartiţii: pentru orice repartiţii pe [0,() este adevărat că

(4.13)

(1 (m (2 , (1 (m (2 ( IFR(1)  ( (1*(1 (m (2*(2

Demonstraţie. 

Demonstrăm mai întîi că X1 (m X2, Y ( IFR, Y independentă de X1 şi de X2 ( X1 + Y (m X2 + Y. Fie X1,n =[nX1]/n, X2,n = [nX2]/n, Yn = [nY]/n. Din Propoziţia 3.5. [nX1] (m [nX2].  Din Propoziţia 4.3 nY ( IFR ( [nY] ( IFR(1) (propoziţia 4.3 cu ( = 1) . Mai mult, [nY] este independentă de [nX1] şi de[nX2]
Înseamnă că [nX1] +[nY] (m [nX2]+ [nY]. Aplicînd din nou propoziţia 3.4 urmează că 

(4.14)
X1,n + Yn (m X2,n + Yn  ( n

Dar X1,n + Yn (respectiv X2,n + Yn ) converge uniform la X1 + Y  (respectiv la X2 + Y), deci şi în repartiţie. Din Propoziţia 3.6 rezultă atunci că X1 + Y (m X2 + Y .


Restul demonstraţiei este analog celei din Teorema 4.5; schema este aceeaşi

(4.15) X1 + Y1 (m X2 + Y1 (m X2 + Y2 . (
COROLAR 4.7. Să presupunem că X,Y sunt variabile aleatoare independente absolut continue pozitive şi X ( IFR. Atunci 

(4.16)
rX+Y ( rX(rY


Demonstraţie.  0 (m Y, X (m X ( 0 + X (m Y + X ( rX ( rX+Y . Analog rY ( rX+Y . (
5. Păstrarea proprietăţii “IFR” la convoluţii


Am văzut în Propoziţia 4.3 că proprietatea IFR este invariantă la operaţiunile de scalare şi discretizare. Este uşor de văzut că ea este invariantă la operaţia de minim precum şi la cea de limită slabă . 


PROPOZIŢIA 5.1. Fie X,Y două variabile aleatoare independente .

 Atunci

(i).
X,Y ( IFR (   X ( Y  ( IFR.

(ii). 
Dacă X,Y sunt cu valori în (  atunci  X,Y ( IFR(1) ( X ( Y ( IFR(1)

(iii).
Dacă (n ( IFR şi (n ( ( , atunci ( ( IFR

Demonstraţie. (i).Un mod de a demonstra afirmatia este folosind chiar definiţia şi Propoziţia 3.3:  X,Y ( IFR ( X (m X + a, Y (m Y + a ( a ( 0 . Deci X (Y (m (X + a)((Y + a) = X(Y + a. Demonstraţia are avantajul că merge şi la punctul (ii), decît că acum trebuie înlocuit „a ( 0” cu „a((” : X,Y ( IFR(1) ( X (m X + a, Y (m Y + a ( a ( (. 

(iii). Fie Fn funcţiile de supravieţuire ale repartitiilor (n şi Rn = - logFn. Din Propoziţia 4.2 acestea sunt funcţii convexe. Dar limita unui şir de funcţii convexe este de asemenea o funcţie convexă, deci ( ( IFR, folosind din nou Propoziţia 4.2 (
Vom demonstra acum o proprietate importantă a repartiţiilor de tip IFR : invarianţa la convoluţie. În cazul absolut continuu ea a fost demonstrată de Barlow şi Proschan în 1965

TEOREMA 5.2. Fie X,Y două variabile aleatoare independente. Atunci

(i).
X,Y ( IFR
 (
X + Y ( IFR ;

(ii).
X,Y ( IFR(1)
(
X + Y ( IFR(1) ;

Dimpotrivă, nu este adevărat că X ( IFR, Y ( IFR(1) ( X+Y ( IFR


Demonstraţie. (i). Trebuie arătat că X+Y + a (m X+Y ( a ( 0. Dacă a = 0 nu este nimic de demonstrat, deci vom presupune că a > 0. Din ipoteză Y (m Y + a , căci Y ( IFR. Cum X este independentă de Y, ea va fi independentă şi de Y + a. Teorema 4.6. , în care punem X1 = X2 = X, Y1 = Y şi Y2 = Y+ a ne spune că X + Y (m X + (Y + a). La punctul (ii) demonstraţia este similară, dar folosim Teorema 4.5. 

Pentru ultima afirmatie, un contraexemplu ar putea fi următorul : ( = Uniform(0,½ ) , ( = ((0 + (1) / 2. Atunci (*( este repartiţia uniformă pe (0, ½) ( (1,1½) care nu mai este de tip IFR. (

Observaţie. Contraexemplele din paragraful 3 sugerează că proprietatea IFR nu este invariantă la operaţiile de maxim şi de mixtură. Dacă luăm X ( e1 şi Y ( e2 cu X,Y independente atunci, din (3.3) vedem că rX(Y = 
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, care nu este o funcţie crescătoare. Că o mixtură de variabile IFR nu mai e neapărat IFR se poate vedea din relaţiile (3.4), (3.5): se poat alege parametrii a,b ca ricurile inatantanee de moarte să nu fie crescătoare.


Observaţie. Există o noţiune duală noţiunii de „IFR”, folosită mai ales în teoria aşteptării (Ross, Stochastic processes, 1983) , anume aceea de „DFR” (Decreasing Failure Rate) . Dacă X este o variabilă aleatoare absolut continuă şi pozitivă, Y ( DFR ( rX : [0,() ( [0,() este o funcţie descrescătoare. Spre deosebire de noţiunea „IFR” care are sens pentru orice variabilă aleatoare absolut continuă, cea de „DFR” nu are sens decît pentru variabile aleatoare mărginite inferior, căci nu se poate ca raportul rX = fX /F să fie descrescător pe toată axa reală. Motivul este că F(x) = 
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ar fi egal cu 0 dacă rX ar fi o funcţie descrescătoare. Repartiţiile de tip DFR corespund timpilor de viaţă ale componentelor „mai bune folosite decît noi ” – de exemplu motorul unei maşini. Repartiţiile DFR nu sunt invariante la convoluţie (de exemplu repartiţia exponenţială ea– care este şi IFR şi DFR convolutată cu ea însăşi dă naştere unei repartiţii Gamma, care este IFR , dar nu şi DFR) în schimb sunt invariante la mixturi. (Vezi de exemplu Ross sau Barlow şi Proschan).


Vom trece acum în revistă unele repartiţii de tip IFR. 


PROPOZIŢIA 5.3. Următoarele repartiţii discrete sunt de tip IFR(1)

(i).
( = (1-p)(0 + p(1
(ii).
( = Geometric(p)

(iii).
Repartiţiile complet decompozabile, adică avînd proprietatea că funcţia lor generatoare este produs de polinoame de gradul I;

(iii).
Binomial(n,p);

(iv).
Poisson(();

(v).
Repartiţia binomiala inversă, adică ( := Negbin(n,p) = Geometric(p)*n

Demonstraţie. (i). Calcul direct: r((n) = (1-p)1(0((n) + 1[1,()(n) este un şir crescător.

(ii). 
pn = pqn , F(n) = qn ( r((n) = p ; repartiţia geometrică este analogul discret al exponenţialei.

(iii).
O repartiţie complet decompozabilă este de forma ( = (1*(2*…*(n unde (j =(1-pj)(0 + pj(1 ; aplicăm Teorema 5.2.

(iv).
Binomiala este complet decompozabilă.

(iv).
Poisson(() = limnBinomial(n,(/n) . Dar se verifică uşor şi direct.

(v).
Aplicăm Teorema 5.2. (

Observaţie. Nu ştim dacă repartiţia hipergeometrică Hipergeometric(a,n ; k) este de tip IFR. Bănuim că da, însă nu am reuşit o demonstraţie.

Observaţie. Punctul (iii) al propoziţiei furnizează un criteriu de a decide dacă o repartiţie este complet decompozabilă. De exemplu repartiţia ( = (5(0 + (1 + 4(2) / 10 nu este decompozabilă deoarece r((0) = 0.5  , r((1) = 0.2 şi r((n) = 1 (dacă n ( 2) nu este un şir crescător. 


Observaţie.A se remarca faptul că în abordarea repartiţiilor folosind riscul instantaneu de moarte r( repartiţia exponenţială ea joacă rolul central: ea este şi de tip IFR şi de tip DFR. De fapt IFR ( DFR = EXP, adică repartiţiile exponenţiale.


Multe repartiţii uzuale sunt de tip IFR. 


PROPOZIŢIA 5.4. Următoarele repartiţii absolut continue sunt de tip IFR:

(i). Uniform(0,1) şi deci, prin scalare Uniform(a,b) şi prin convoluţie, repartiţiile triunghiulare;

(ii). Gamma((,a) dacă ( ( 1 deci şi (2(n) pentru n ( 2;

(iii). N((,(2)

(iv). Beta(m+1, n+1) cu m,n ( 0

Demonstraţie. (i). Fie X ( Uniform(0,1). Atunci rX(x) = 1(0,1)(x)/(1-x) + ((1[1,()(x) este o funcţie crescătoare.

(ii). Dacă X ( Gamma((,a) atunci X = Y/a unde Y ( Gamma((,1). Din invarianţa proprietăţii IFR la scalare, rezultă că este suficient de demonstrat că Y ( IFR. Dacă ( este un număr natural, afirmaţia este o consecinţă imediată a teoremei 5.2 , deoarece Y este o sumă de ( variabile aleatoare independente repartizate exponenţial : Gamma((,1) = e1*e1*…*e1, convoluţia făcîndu-se de n ori. Vom presupune aşadar că ( = n +1+ ( cu n un număr natural şi ( ( (0,1). Atunci densitatea fY va fi de forma fY(x) = Cx(-1e-x1(0,()(x). Să notăm p = ( - 1 = n + ( > 0. Deci 

(5.1) r(x) :=  rY(x) = 
[image: image206.wmf], x ( 0

Trebuie arătat că această funcţie este crescătoare. Condiţia r’(x) ( 0 devine 

(5.2) (p – x)
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Dacă 0 ( x ( p aceasta este evident. Vom presupune deci x > p şi vom scrie (5.2) sub forma

(5.3)
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Pentru a demonstra inegalitatea (5.3) vom integra în mod repetat prin părţi.Avem :
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dt = xpe-x+p
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dt = xpe-x+ pxp-1e-x + p(p-1)
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dt = … = e-x(xp+ pxp-1 + p(p-1)xp-2 + … + p(p-1)…(p-n+1)xp-n + p(p-1)…(p-n) 
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Dar 
[image: image214.wmf]1

pnt

x

te

¥

---

ò

dt = 
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dt ( x( -1
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dt (căci ( < 1 ( ( - 1 < 0 deci t < x  ( t( -1 < x ( - 1) = x( - 1e-x . 

Deducem astfel inegalitatea

(5.4)
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(A se observa că, dacă p este număr natural (5.4) este chiar egalitate!) 

Pe de altă parte 

(5.5)
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Comparînd membrii drepţi ai relaţiilor (5.4) şi (5.5) inegalitatea (5.3) devine evidentă . Deci Y ( IFR

În legătură cu repartiţia (2(n), se ştie că (2(n) = Gamma(n /2, ½) .  

(iii). Din raţiuni de scalare este suficient de demonstrat că N(0,1) ( IFR. Într-adevăr, dacă X ( N((,(2), atunci X = ( + (Y cu Y ( N(0,1). De data aceasta rata de mortalitate, r este o funcţie de finită pe ( cu valori pozitive. Mai precis

(5.6)
r(x) = 
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 deci r’ ( 0 ( 
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dt 

Dacă x ( 0 inegalitatea de mai sus este evidentă. Dacă x > 0 avem  
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dt = 
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dt (  
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dt  (căci x ( t!) = 
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(iv). La repartiţia Beta(m+1,n+1) densitatea este de forma f(x) = C xm(1-x)n 1(0,1)(x) unde C este o constantă de normare (de fapt 1/C = ((m+1,n+1) , nu are importanţă). Dacă m = n = 0, avem repartiţia uniformă care este de tip IFR. Presupunem că m+ n > 0.Atunci riscul instantaneu de moarte este 

(5.7) r(x) = 
[image: image227.wmf]
de unde, derivînd, rezultă condiţia ca r să fie crescătoare  şi anume

(5.8) r’ ( 0 ( ((m+n)x – m) 
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Dacă x ( 
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inegalitatea este evidentă, deoarece membrul stîng este negativ iar cel drept pozitiv. Dacă 
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(5.9)
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Să notăm y = 1-x şi să facem substituţia t := 1- t . Atunci (5.9) devine

(5.10)
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Pentru a o demonstra, să considerăm funcţiile f,g : [0, 
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 şi g(y) = 
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. Vrem să arătăm că f ( g. Să observăm că f(0) = g(0) = 0. Vom arăta că f’ ( g’, ceea ce va rezolva problema : funcţia cu derivata mai mare va fi mai mare. Derivînd şi scăpînd de numitori, vedem că inegalitatea f’ ( g’  este echivalentă cu

(5.11)
(n – (m+n)y)2 ( (n+1 – (m+n+2)y)( n – (m+n)y) + (m+n)y(1 – y) 
( 0 < y < 
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care, în urma reducerii termenilor asemenea devine

(5.12)
(m+n)y2 – 2ny + n ( 0

care este evidentă: discriminantul ( = n2 – n(m+n) este negativ. 

(

Observaţie. Din inegalităţile 5.4, 5.6 şi (5.9) rezultă următoarele estimări

(5.13)
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(5.15) rBeta(m+1,n+1)(x) ( 
[image: image242.wmf]()

(1)

mnxm

xx

+

æö

+-

ç÷

-

èø


Mai mult, în cazul în care p este un număr natural, prima inegalitate din (5.13) devine chiar egalitate. 

Ca exemplu de aplicare: 

0 ( p ( 1 (  
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1 < p ( 2 ( 
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În legătură cu (5.13), ar fi de verificat numai că rGamma(p+1,1)(x) ( 1 ( 
[image: image245.wmf] ( 1 ceea ce este acelaşi lucru cu 
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( xpe-x care este evidentă : t ( x ( 
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= xp
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= xpe –x . Cît despre (5.14), inegalitatea r’ ( 0 este echivalentă cu  
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Se poate arăta chiar mai mult: funcţia rN(0,1) este chiar convexă şi pentru x mare rN(0,1)(x) ( x. (Vezi de exemplu Gnedenko, Beleaev, Soloviev , pg. 104). Demonstraţia nu este de loc simplă. 

Familiile de repartiţii uzuale de tip IFR au anumite proprietăţi de monotonie. Să spunem că o familie de repartiţii ((t)t ( I ( ( este crescătoare(respectiv descrescătoare )dacă s < t ( (s (m (t şi  (respectiv  s < t ( (t (m (s ). 

PROPOZIŢIA 5.5.

(i). 
Familia (Binomial (n,p))n ( (, 0 ( p ( 1 este crescătoare atît în n cît şi în p;

(ii).
Familia (Negbin(n,p)) n ( (, 0 ( p ( 1 este crescătoare în n şi descrescătoare în p ;

(iii). 
Familia (Poisson(())( ( 0 este crescătoare;

(iv).
Familia (Uniform(0,a))a ( 0  este crescătoare;

(v).
Familia (Gamma((+1,a))(, a  ( 0  este crescătoare în ( şi descrescătoare în a;

(vi).
Familia (Beta(m+1, n+1))m, n  ( 0  este crescătoare îm m şi descrescătoare în n;

(vii).
Familia (N((,(2))(( (, ( ( 0  este crescătoare în (, nu are monotonie în (;

Demonstraţie.(i).:  Este suficient de verificat că p < q ( Binomial(1, p) (m Binomial(1, q) şi apoi aplicăm Teorema 4.5; (ii).: Este suficient de verificat că p < q ( Negbin(1, q) (m Negbin(1, p) ceea ce este iarăşi evident: repartiţia binomial negativă este în acest caz repartiţia geometrică, avînd rata de defectare constantă: rNegbin(1,q) = q > p = rNegbin(1,p) ; (iii).: Poisson(() = limn ( ( Binomial(n,
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). Aplicăm punctul (i). şi invarianţa relaţiei „(m” la convergenţa slabă.

(iv).
Este imediat căci rUniform(0,a)(x) = 
[image: image252.wmf]1

ax
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1(0,a)(x);

(v).
Fie 0 < a < b . Atunci, din propoziţia 2.2 avem relaţiile

r1: = rGamma((+1,a)(x) = arGamma((+1,1)(ax), r2 := rGamma((+1,b)(x) = brGamma((+1,1)(bx) . Trebuie arătat că r1 ( r2 , sau 
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 ceea ce este imediat deoarece a < b ( ax < bx ( rGamma((+1,1)(ax) ( rGamma((+1,1)(bx) (căci repartiţiile Gamma sunt de tip IFR!) ( 
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. Deci aplicaţia a ( Gamma((+1,a) este descrescătoare. Pentru a demonstra cealaltă monotonie, observăm că datorită invarianţei la operaţia de scalare este suficient de arătat că m < n ( Gamma(m+1, 1) (m Gamma(n+1, 1) sau că 

(5.16)
x > 0 
(
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care este echivalentă cu 

(5.17)
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ceea ce este imediat: 
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(vi). Demonstraţia este asemănătoare cu cea a punctului precedent : dacă m < m’ atunci 
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 deci rBeta(m, n)(x) ( rBeta(m’, n)(x)  iar dacă n < n’ atunci 
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(vii). Rezultă imediat din relaţia 
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Faptul că N((,(2) şi N((,(’2) nu sunt comparabile este clar deoarece cele două repartiţii au aceiaşi medie, (. Dacă, să zicem N((,(2) (m N((,(’2) atunci ar trebui ca N((,(2) (st N((,(’2) deci funcţiile de supravieţuire să fie comparabile, ceea ce nu este adevărat căci ambele funcţii au graficul simetric faţă de punctul ((, ½ ). (
6. Proprietăţi ale repartiţiilor de tip “IFR” 

Vom folosi notaţiile de la paragraful 2: FT(x) = P(T ( x) = e-R(x)


Faptul că logaritmul funcţiei de supravieţuire este o funcţie concavă are consecinţe. 

În primul rînd toate repartiţiile de tip IFR pozitive au momente de orice ordin.

PROPOZIŢIA 6.1. Fie T ( IFR o variabilă aleatoare pozitivă. Atunci T ( Lp ( 1 ( p < (.

Analogul discret este de asemenea adevărat: dacă T ( IFR(1) atunci ETp < ( ( p ( 1.

Demonstraţie. Dacă T este mărginită, nu este nimic de demonstrat. Dacă nu, fiind de tip IFR, variabila aleatoare T este absolut continuă, deci R este de forma R(x) = 
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dt unde r este riscul instantaneu de moarte. Mai mult, funcţia r : [0,() ( [0,(] este crescătoare şi există x0 ca a:=r(x0)>0. Deci x ( x0 ( R(x) ( 
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. Dacă x < x0 inegalitatea este cu atît mai mult adevărată, deci avem estimarea F(x) ( Ce-ax ( ETp =  
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Dacă T ( IFR(1) atunci logF nu mai este concavă. Avem două situaţii: sau T este mărginită – deci nu mai este nimic de demonstrat- sau şirul (Rn)n(0 = (logF(n))n ( 0 este concav. Unind cu segmente de dreaptă punctele (n,Rn) şi (n+1,Rn+1) obţinem o funcţie poligonală concavă, R*, avînd proprietatea că F ( e-R* şi demonstraţia este analogă: ETp =  
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Observaţie. Să presupunem că T este o variabilă aleatoare nemărginită cu valori naturale. Dacă notăm F* = e- R* obţinem tot o funcţie de supravieţuire, a unei variabile aleatoare T* care este absolut continuă de data aceasta, de tip IFR, şi domină stocastic pe T. Am putea numi variabila T* aproximarea IFR a lui T. Dacă T este mărginită, fie  k primul n cu proprietatea că  F(n) = 0. Operaţia de înlocuire a lui -R cu o linie poligonală - R* situată deasupra lui R  nu se mai poate face decât pînă la acest n; variabila aleatoare T* de care vorbeam nu mai este absolut continuă, ci repartiţia sa este o mixtură între o repartiţie absolut continuă şi (n-1 . 

 În al doilea rînd, în cazul repartiţiilor de tip IFR funcţia F este log - concavă, lucru care nu poate rămîne fără urmări.

PROPOZIŢIA 6.2. Fie T ( 0 o variabilă aleatoare pozitivă de tip IFR cu funcţia de supravieţuire F şi fie ( = ET > 0.. Atunci

(6.1)
0 < x < (
(
 F(x) ( 
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Demonstraţie. Funcţia g(x) = log F(x) este concavă. Inegalitatea Jensen spune atunci că 

(6.2)                 Eg(T) ( g(ET) = g(()

Fie X = F(T). Dacă T ar fi continuă, X ar fi uniform repartizată. 

În general, fie a = inf(F > 0( , b = sup(F < 1().

Avem două cazuri.

Cazul 1. Dacă b < (, deci T ( L(,  fie p = F(b) = P(T ( b) = P(T = b). Funcţia F : (a,b) ( (p,1)  este continuă şi strict descrescătoare (este continuă deoarece logF este concavă, deci continuă şi strict descrescătoare deoarece dacă ar exista a < x1 < x2 < b ca g(x1) = g(x2) ar trebui ca g(x) să coincidă cu g(x1) pentru orice x ( (x1, x2), ceea ce ar contrazice concavitatea funcţiei g). Înseamnă că F  este bijectivă pe (a,b) şi are o inversă F-1: (p,1) ( (a,b). 

Calculăm funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare X. Avem două cazuri:

· dacă  p < x < 1 atunci P(X ( x) = P(F(T) ( x) = P(F(T) ( F(F –1(x))) = P(T ( F –1(x)) = F(F –1(x)) = x. 

· Dacă 0 < x < p atunci P(X ( x) = 0, deoarece  p ( X ( 1  (a.s.) 

În concluzie funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare X este FX(x) = x1[p,1](x) + 1(1,()(x) ceea ce corespunde repartiţiei P (X-1 = p(p + (1-p)U(p,1). Ca atare în acest caz avem

(6.3)
Eg(T) = ElogX = plog p + 
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Cazul 2. Dacă b = ( este cazul simplu, deoarece atunci T este o variabilă absolut continuă, p = F(b) = 0 şi X este uniform repartizată. Deci acum 

(6.3’)
Eg(T) = ElogX = 
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0

log

ò

x dx =  – 1 = - 1 + p 

Înlocuind în (6.2) deducem că în ambele situaţii  log F(() ( - 1 deci că 

(6.4)

F(() = P(T ( ET) (  e –1+ p  
Pe de altă parte funcţia t ( g(t)/t ( = 
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 (din 6.4). Acum inegalitatea (6.1) este evidentă. (
Propoziţia 6.2 sugerează că, în cazul repartiţiilor IFR continue măcar, putem spune cîte ceva despre cuantile. Fie T o variabilă aleatoare de tip IFR absolut continuă avînd funcţia de repartiţie F şi cea de supravieţuire F, p ( (0,1) şi ((p) = sup(t(F(t) ( p(- cuantila de ordin p . Din continuitatea funcţiilor F şi F avem atunci că (6.1)
F(((p)) = p, F(((p)) = 1 – p şi - R(((p)) = log(1-p)

Fie - a = 
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. Funcţia  –R fiind concavă, sunt valabile inegalităţile

(6.5)
t ( ((p) ( F(t) ( e- at,  t > ((p) ( F(t) ( e-at
PROPOZIŢIA 6.3. Fie T o variabilă aleatoare de tip IFR absolut continuă cu funcţia de repartiţia F şi cea de supravieţuire F , fie ( = ET  şi M = Median(T). Atunci

(6.6)
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(6.7)
(log2
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( 2((log2


Dacă T nu este absolut continuă, înseamnă că este esenţial mărginită. Atunci estimările de mai sus se pot îmbunătăţi astfel

(6.6’)
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(6.7’)

[image: image290.wmf]log2

(1)

()

FT

¥

mÙ


( 
M
(( 2((log2) ( 
[image: image291.wmf]T

¥



Demonstraţie.  Dacă T este absolut continuă, F(
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) = 0.  Să presupunem că ((p) ( (. Înlocuind în (6.1) deducem că F(((p)) ( 
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. Dar F este continuă, deci F(((p)) = 1 – p ; aşadar log(1-p) ( - ((p)/( . Altfel spus am verificat că  că

(6.8)
((p) ( (
(
 ((p) ( 
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Dacă ((p) ( ( nu e nimic de demonstrat căci ( ( 
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. Astfel am demonstrat prima inegalitate din (6.6). 

Pe de altă parte funcţia  am văzut că funcţia t ( -R(t)/t este descrescătoare deci F(t)1/ t este de asemenea descrescătoare. Avem atunci inegalităţile 

( = 
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. Am demonstrat astfel a doua inegalitate (6.6)..

Inegalitatea 6.7 rezultă înlocuind p cu ½ : mediana este cuantila la 50%. 

În fine, dacă T nu este absolut continuă (deci mărginită esenţial) , aplicăm din nou inegalitatea (6.1) care spune că ((p) < ( ( F(((p)) ( 
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de unde rezultă prima estimare din (6.6’); a doua este evidentă, toate cuantilele sunt mai mici ca supremul esenţial. (
Observaţie.  După cum ne putem convinge studiind mediana unei variabile aleatoare de tipul X = Y(m unde Y ~ U(0,1) sau Y ~ e1 , cele două margini din (6.7’) se ating. Adică inegalitatea nu poate fi substanţial îmbunătăţită. 


Observaţie. Inegalitatea (6.4) F (ET) ( e-1 nu are nici un analog discret. De exemplu, dacă T ~ Binomial(n,p) cu p suficient de mic, F(ET) = F(np) = np poate fi făcut oricît de mic; dacă T ~ Poisson(() cu ( < 1 atunci F(ET) = F(() = (1 – e - () ( ( poate fi de asemenea oricît de mic. 

Pentru a obţine estimări de cuantile în cazul variabilelor aleatoare discrete vom folosi „aproximaţia IFR” a lor. 


Fie T o variabilă aleatoare cu valori naturale, pn = P(T = n), Fn = P(T ( n) şi m = ║T║( = max (n(Fn ( 0( - care poate să fie şi (. Unim punctele de coordonate (n,logFn) şi (n+1,logFn+1) cu segmente de dreaptă pentru n = 0,1,…, m-1 şi obţinem astfel graficul unei funcţii concavă pe [0,m) situată deasupra graficului funcţiei logF ; să notăm această funcţie cu – R* . Fie F*(x) = e – R*(x)1[0,m](x) (dacă m ( () sau F*(x) = e – R*(x) (dacă m = () . Atunci F* este funcţia de supravieţuire a unei variabile aleatoare T* care este de tip IFR; mai mult, T (st T* căci T* are funcţia de supravieţuire mai mare.


Mai mult, dacă analizăm cele două funcţii, F şi F* vedem că

(6.9)
F*(x+1) (  F(x)  ( F*(x)

ceea ce ne va permite să dăm estimări de cuantile.


Fie ( = ET  = 
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(6.10) ( ( (* ( ( + 1

Într-adevăr, că ( ( (* este evident. A doua inegalitate rezultă integrînd prima inegalitate din (6.9): deci 
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Fie ((p) cuantilele lui T şi (*(p) cuantilele lui T* . Din (6.9) deducem cleştele

(6.11) (*(p) – 1 ( ((p) ( (*(p) 

Acum putem aplica estimaţiile din Propoziţia 6.3. 

PROPOZIŢIA 6.4. Fie T ( IFR(1) o variabilă aleatoare cu valori naturale, b = ║T║( , F funcţia sa de supravieţuire, F funcţia de repartiţie, ( = F(b) = 1 – F(b), ( = ET, ((p) cuantilele sale. Atunci 

(6.12)
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Demonstraţie. Se aplică (6.11), (6.10) şi inegalităţile (6.6’) şi (6.7’). (
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