Lecţia 3. Capitaluri aleatoare. Principiul utilităţii medii.

Am definit în prima lecţie o mulţime de capitaluri în sens larg ca fiind o mulţime 

(1)
C = ((ti,xi)(i ( I(
unde I este o mulţime finită şi (ti,xi) sunt capitaluri. Să numim capital generalizat o mulţime de capitaluri de forma (1) unde mulţimea I poate fi cel mult numărabilă.
Este o idealizare matematică, fireşte: nu există mulţimi infinite de capitaluri.

Definiţia 1. Un capital aleator este o mulţime

(2)
C = ((Ti,Xi)(i ( I(
unde I este  o mulţime cel mult numărabilă iar Ti şi Xi sunt variabile aleatoare. Ti au semnificaţie de timpi iar Xi au semnificaţie de  valori băneşti. Cu alte cuvinte un capital aleator este un capital generalizat în care momentele de timp ti şi valorile xi din (1) sunt variabile aleatoare.  

În definitiv toate capitalurile sunt aleatoare. 
Exemplu 1. Să spunem că cineva are depusă la o bancă o sumă 1 UM sub forma de depozit la termen de t ani cu dobînda anuală i.

Valoarea pe care o va retrage este (1+i)t. Ce poate fi aleator aici? 


Apare o mărime macroeconomică numită indice de inflaţie. El nu poate fi prevăzut. Cel mult, poate fi calculat post factum, făcînd o medie ponderată a cantităţilor de bunuri care puteau fi cumpărate cu 1 UM la momentul 0 şi la momentul t. Şi nici măcar nu poate fi calculat exact, ci numai cu aproximaţie. 


Într-adevăr, să presupunem că la momentul 0 bunurile de pe piaţă sunt (Bj)j ( J . Ponderea lor în „coşul de cumpărături” este (pj)j(J. Aceasta înseamnă că din cantitatea totală de bani cheltuiţi pe piaţă într-o economie dată, să zicem X, pjX sunt cheltuiţi pentru bunul bj. Să presupunem că la momentul t sunt exact aceleaşi bunuri pe piaţă (deja o simplificare) şi ponderea lor în coşul de cumpărături este (p’j)j(J. La momentul 0, cu 1 UM se putea cumpăra o cantitate cj din produsul  Bj iar la momentul t o cantitate c’j din acelaşi produs. Cum putem atunci compara puterea de cumpărare a unei unităţi monetare la momentul 0 cu puterea sa de cumpărare la momentul t?  Avem nevoie de o definiţie a puterii de cumpărare. Am putea defini puterea de cumpărare la momentul 0 ca fiind vectorul (cj)j(J iar la momentul t ca fiind vectorul (c’j)j(J, dar atunci cum am putea compara cei doi vectori pentru a ajunge la un coeficient de inflaţie? 


Exemplu 2 foarte didactic. Pe piaţă sînt numai trei bunuri,  (Bj)1 (j ( 3. La momentul 0 cu 1 UM se puteau cumpăra 10 bunuri B1, 9 bunuri B2 şi 8 bunuri B3, iar la momentul t se puteau cumpăra 8 bunuri B1, 9 bunuri B2 şi 10 bunuri B3. Adică B1 s-a scumpit, B2 a rămas la fel iar B3 s-a ieftinit. Un client cheltuia la momentul 0  aceeaşi sumă de bani pentru fiecare bun, dar apoi, la momentul t comportametul său s-a schimbat: cheltuieşte 50% din bani pentru B1, şi cîte 25% pentru B2 şi B3. Cum a afectat modificarea preţurilor puterea sa de cumpărare?

Am putea face o medie: la momentul 0 cumpărătorul putea cumpăra cu 1 UM 
P0=10(
[image: image1.wmf]3

1

+9(
[image: image2.wmf]3

1

+ 8(
[image: image3.wmf]3

1

 = 9 bunuri „în general” iar la momentul t,
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 = 8,75 bunuri „în general”

Pentru el puterea de cumpărare a scăzut. Dacă însă ar fi cheltuit invers, 25% din bani pentru B1 şi B2 şi 50% pentru B3, puterea lui ar fi fost Pt=8(
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 = 9,25, adică puterea sa de cumpărare ar fi crescut.


Este clar că pentru a calcula exact puterea de cumpărare în general, şi nu numai pentru un anumit cumpărător, ar trebui avută o evidenţă a tuturor bunurilor (Bj)j (inclusiv creditul şi valutele străine) şi al procentelor (pj)j existente pe o piaţă. Lucru deocamdată imposibil. 

 
Definiţia 2. Fie (Bj)j(J bunurile existente pe o piaţă şi cj(t) cantitatea de bunuri Bj care pot fi cumpărate cu 1 UM la momentul t. Fie pj(t) ponderea lor în coşul de cumpărături. 
Atunci puterea de cumpărare la momentul t  este numărul 
(3)

P(t) = 
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(4)

I(t) = 
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se numeşte indicele de inflaţie la momentul t sau, mai bine zis, pe intervalul [t,t+1]. În caz că funcţia P este derivabilă, limita 

(5)

((t) = 
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 se numeşte inflaţie instantanee la momentul t. 

Observăm că dacă P creşte, inflaţia instantanee este negativă: atunci se numeşte deflaţie. Legătura dintre inflaţia instantanee şi puterea de cumpărare este dată de relaţia evidentă
(6)

P(t) = P(s)
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iar cea dintre inflaţia instantanee şi indicele de inflaţie este că

(7)

1 + I(t) = 
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Dacă inflaţia instantanee este constantă, (, atunci 1 + I(t) = e(. În regim de inflaţie, raportul P(s)/P(t) = 
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corespunde definiţiei unui factor de fructificare scindabil.

Revenim acum la 


Exemplu 1. Dacă ţinem seama de inflaţie, capitalul depunătorului nostru va fi 

(8)

C = (
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Dar la momentul 0 indicii de inflaţie sînt necunoscuţi, sunt variabile aleatoare. Deci C este un capital aleator. Putem complica puţin lucrurile, acceptînd şi ideea că depunătorul poate decide să îşi retragă banii, caz în care i se va plăti doar dobînda simplă de cont curent, i0 < i. Atunci capitalul său va fi 
(9)
C = (
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unde A este evenimentul care constă în aceea că depunătorul îşi retrage banii la termen iar τ<t este momentul aleator al retragerii banilor de la bancă.


Dar chiar dacă neglijăm inflaţia, există cazuri de capitaluri aleatoare, destul de întîlnite în practică. Un exemplu uşor de înţeles este împrumutul obligatar. 

Exemplul 2. O entitate publică (stat, primării, CEC) face un împrumut la populaţie sau persoane juridice private – bănci sau alte companii-  şi se obligă să plătească o dobîndă i mai mare decît dobînda bancară. Suma pe care doreşte să o împrumute o împarte în N titluri de valoare mai mici, numite obligaţii. Îşi planifică să restituie eşalonat împrumutul în t ani, astfel: N1 obligaţii le „răscumpără” după un an, N2 obligaţii după 2 ani, ..., Nt obligaţii după t ani. Momentul răscumpărării se trage la sorţi.
 O persoană juridică, D,  cumpără n obligaţii, fiecare în valoare de 1 UM. Ce capital are ea? Neglijăm inflaţia.

Fie N = N1 + ...+ Nk totalul obligaţiilor emise. Fie n1 obligaţiile lui D care au fost răscumpărate după 1 an (la prima tragere la sorţi), n2 cele care se răscumpără după 2 ani,... etc. Deci n1 + n2 + ... nt = n. Atunci capitalul lui D este

(10)

C = ((s, ns(1+i)s ( 1 ( s ( t(

Exemplul 3. Un caz mai simplu, idealizat. O persoană are o singură obligaţie în valoare de 1 UM, cu deosebirea că probabilitatea sa de a fi răscumpărată este invariabil p.  Acum momentul τ al răscumpărării poate fi oricît de mare, Deci capitalul său va fi

(11) 

C = ((τ, (1+i)τ)(

Deoarece τ este o variabilă aleatoare, C este şi acum un capital aleator.

Exemplul 4. O variantă. Cineva depune 1 UM la bancă cu dobînda anuală i, sumă ce va reveni urmaşilor lui după decesul său. Dacă decesul se întîmplă la momentul τ, urmaşii vor beneficia de capitalul aleator (11).

Exemplul 5. Asigurarea de viaţă. În cazul celui mai simplu model, un individ depune la un asigurator 1 UM care îi va fi restituită la momentul t, în caz că mai este în viaţă. Atunci capitalul său va fi

(12)

C = ((t, (1+i)t1A)( unde A este evenimentul „persoana mai e în viaţă”

Se pune problema: cum evaluăm un capital aleator?

În primul rînd, aşa cum am văzut în prima lecţie, trebuie mai întîi făcută o actualizare a capitalului, la un moment (. Pentru aceasta presupunem că avem la dispoziţie un factor de fructificare (. În urma operaţiei de actualizare orice capital aleator devine o variabilă aleatoare. Am redus problema atunci la compararea unor variabile aleatoare 

(13)

Y =  A((C)
În al doilea rînd ar trebui găsită repartiţia capitalului. Dacă prima operaţie este uşoară, nu la fel s-ar putea spune despre a doua. 

A găsi repartiţia unei variabile aleatoare X înseamnă a-i determina funcţia de repartiţie FX(x) = P(X ( x). Există şi alte variante mai comode: dacă variabila este discretă, să găsim P(X = x); dacă este absolut continuă, să-i găsim densitatea, adică acea funcţie fX cu proprietatea că FX(x) = 
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 ( x. Alteori este mai comod de lucrat cu funcţia de supravieţuire sau coada FX(x) = P(X > x) = 1 – FX(x). Considerăm aceste lucruri cunoscute de la cursul de probabilităţi.

Ajungem la concluzia că, principial, a compara capitalurile aleatoare (Cj)j, înseamnă a compara variabilele aleatoare Xj = A((Cj). Dacă ((s,t) = h(t)/ h(s) atunci nici nu mai contează momentul actualizării, din motivele văzute în primele două lecţii: h(() se simplifică.
Cum se pot compara variabilele aleatoare? Cel mai simplu este de studiat

Exemplu 3. Un decident are 1 UM cu care doreşte să cumpere obligaţii cu timpul de răscumpărare nelimitat. Are de ales între două oferte: una din ele oferă dobînda i1 iar probabilitatea de răscumpărare este p1 iar cealaltă oferă dobînda i2 cu probabilitatea de răscumpărare p2. Care ofertă este mai avantajoasă? Presupunem că nu există inflaţie. 

În acest caz  X1 = 
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 unde τj sunt momentele răscumpărării obligaţiei, presupuse repartizate geometric de parametru pj. Decidentul ar dori să aleagă pe cea mai mare dintre cele două variabile aleatoare. Numai că nu se ştie care e cea mare. În ipoteza că τj ar fi independente, am putea calcula P(X1 > X2) = P(lnX1 > lnX2) = P(τ1 > 
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. Suma aceasta nu se poate calcula exact, din nefericire. Regula ar fi ca dacă P(X1 > X2) > ½ să se aleagă prima variantă, iar dacă nu, a doua. Folosind inegalitatea x-1 < [x] ( x pentru n  ( n0, cu n0 destul de mare, am putea obţine estimări oricît de bune ale acestei probabilităţi.

La o primă impresie, s-ar părea că principiul de alegere „de bun simţ” este

„Alege acel capital care are cea mai mare probabilitate să fie cel  mai mare”


Numai că, făcînd abstracţie de faptul că este incomod matematic (în puţine cazuri putem calcula această probabilitate exact!) principiul acesta duce la rezultate paradoxale, care de asemenea contrazic bunul simţ. 
Exemplu 6. Să presupunem că X1 ~
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. Pentru a fi cît mai clar: aveţi de ales între două scenarii: în ambele aveţi o urnă cu 10 bile. Extrageţi o bilă.  În primul scenariu aveţi 5 bile pe care scrie „0” şi 5 pe care scrie  „1”. În al doilea aveţi 6 pe care scrie „0” şi 4 pe care scrie „100”. Cîştigul vostru este numărul scris pe bilă. Ce variantă preferaţi? Majoritatea ar prefera a doua variantă, cea care le asigură un cîştig de 100 1 UM , e adevărat, cu o probabilitate puţin mai mică. Criteriul probabilităţii însă le-ar recomanda prima variantă deoarece P(X1​ > X2) = P(X2 = 0) = 0,6!

De fapt orice principiu de preferinţă între mai multe capitaluri ar fi un nonsens dacă decidentul nostru are de a face o singură dată (sau numai de cîteva ori) cu capitaluri aleatoare. Nu are decît să aleagă la întîmplare, bazîndu-se pe noroc. Dar dacă face asta sistematic, atunci ar fi de dorit să aibă un criteriu de alegere bazat pe cunoaşterea repartiţiei variabilei aleatoare Y de la (13). Există unele instituţii care cu asta se şi ocupă: numai cu capitaluri aleatoare. Trăiesc din capitaluri aleatoare. Ele sunt băncile şi companiile de asigurări. În general toate operaţiunile financiare se fac în condiţii de risc: coeficientul de inflaţie este imprevizibil pe termen mediu sau lung.


Ar fi de dorit ca evaluarea unui capital actualizat să se poată face printr-un număr. 

Definiţia 3. Fie (Ω,K,P) un spaţiu probabilizat. O evaluare este orice funcţie V definită pe o mulţime de variabile aleatoare notată cu Dom(V) şi cu valori reale.

Atunci, variabila aleatoare Y ar fi preferabilă faţă de X dacă V(X) ( V(Y). 

Exemplul 7. Evaluări posibile. 

1. V(X) = EX; atunci Dom(V) = L1(Ω,K,P)  

2. V(X) = ess sup X ; Dom(V) =(X variabilă aleatoare( ess sup X < ((
3. V(X) = ess inf X; Dom(V) =(X variabilă aleatoare( ess inf X > - ((
4. V(X) = Median(X); Dom(V) = L(Ω,K,P)

5. V(X) = V@R((X). Aceasta este valoarea la riscul (, adică cel mai mic număr v cu proprietatea că P(X ( v) ( 1 - (. În terminologie normală, se numeşte cuantila la nivel 1 - (. Mediana este un caz particular, este cuantila la nivel (.

6. Evaluarea “stop at loss” : V(X) = E((X – a)+); Dom(V) =(X ( EX+ <  ((
7. Evaluarea medie – varianţă : V(X) = EX - (Var(X); Dom(V) = L2(Ω,K,P)

8. Evaluarea medie – abatere pătratică: V(X) = EX - (((X)
Fireşte că sînt posibile multe tipuri de evaluare. Dar una utilă ar trebui să satisfacă măcar condiţiile

H1.  X ~ Y ( V(X) = V(Y); 
H2. X ( Y (a.s.) ( V(X) ( V(Y)


Prima condiţie spune că dacă două variabile aleatoare au aceeaşi repartiţie, atunci trebuie să fie evaluate la fel. Într-adevăr, a cunoaşte o variabilă aleatoare înseamnă a-I cunoaşte repartiţia. Valoarea sa adevărată este X(ω) şi depinde de evenimentul elementar ω. În exemplul 6, de pildă, a spune că V(X1) =X1(ω), adică 0 dacă pe bilă scrie 0 şi 1 dacă pe bilă scrie “1” nu este o evaluare din motivul că nu cunoaştem apriori pe X1(ω). A doua condiţie spune că dacă ştim cumva că P(X > Y) = 0 (interpretarea statistică este: “nu se poate ca X > Y” !) atunci trebuie şi ca V(X) ( V(Y).  
Definiţia 4. Evaluarea V se numeşte naturală dacă satisface condiţiile H1 şi H2.

Vom prezenta aici un principiu de evaluare care are avantajul că poate justifica nevoia de asigurare: principiul utilităţii medii. Ca orice alt principiu de matematică aplicată, este criticabil. Avantajul lui este că este comod matematic şi suficient de plauzibil.

Sunt aici două idei de bază:

· că orice decident are, chiar fără a fi conştient de ea, o funcţie de utilitate. Aceasta este o funcţie u : I ( ( cu semnificaţia u(x) = „cît de util îmi este să am x UM”

· că un decident care are de a face cu  multe capitaluri foloseşte evaluarea V(X) = Eu(X)

Evident că evaluarea nu are sens decît pentru variabile aleatoare X ca căror imagine esenţială este inclusă în  intervalul I  şi pentru care u(X) ( L1 (
). Este uşor de văzut că nu contează atît variabila aleatoare X cît repartiţia sa FX (
). Formula de transport
 spune că 
(FT)

Eu(X) = 
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Observaţie. De ce media şi nu alt indicator, cum ar fi cuantilele? Argumentul ar fi că media este cea mai comodă din punct de vedere matematic, pentru că este un operator liniar. Un alt argument (oarecum o petitio principi) este că dacă vrem să „aproximăm” o variabilă aleatoare cu o constantă – adică să facem o predicţie asupra rezultatului ei – atunci uneori media este cea mai bună predicţie.
Sensul matematic precis este următorul:

Să presupunem că avem o funcţie de pierdere  L : (2 ( [0,(] cu sensul,

  (14)
L(x,y) = „cît pierd dacă prezic valoarea y în loc să prezic valoarea adevărată, x”
Dacă X este o variabilă aleatoare, atunci L(X,y) ar reprezenta suma pe care o pierd dacă prezic  că valoarea acestei variabile aleatoare este y. 
Care este cea mai bună predicţie? 

Un posibil răspuns ar fi: cea care asigură cea mai mică pierdere medie.  

Adică: dacă notăm hX(y) = EL(X,y), atunci cel mai bun y ar fi minimizatorul acestei funcţii. El se numeşte predictorul optimal ataşat lui L. 
Este evident că dacă L(x,y) = (x-y)2 , atunci predictorul optimal este EX .
 Într-adevăr, hX(y) = y2 – 2yEX + EX2  este o funcţie de gradul II care îşi atinge minimul în y0 = EX. Valoarea acestui minim, h(EX) = E(X – EX)2 este varianţa lui X. Deci varianţa ar avea sensul de pierdere medie minimă la care putem spera în urma înlocuirii lui X cu predictorul optimal EX.


Revenim la principiul utilităţii medii. Principiul afirmă că evalarea se face după regula V(X) = Eu(X) unde u: I ( ( este o funcţie crescătoare.
Definiţia 5. Echivalentul sigur al unui capital actualizat, X este un număr p cu proprietatea că

(15)
 Eu(X) = u(p).

Apar aici unele dificultăţi tehnice. De unde ştim că ecuaţia (15) are soluţii? De exemplu, dacă X ~ Binomial(1, ½ ), atunci ecuaţia din definiţie ar fi u(0) + u(1) = 2u(p); dacă u(x) = [x] ajungem la un nonsens, u(p) = ½.


Obiecţia nu este prea serioasă, căci putem înlocui numărul p din (15) cu numere care există întotdeauna, cum ar fi inf p1 = (p(Eu(X) ( u(p)( sau p2 = sup (p(Eu(X) ( u(p)(. Făcînd aşa, ar mai apare o neplăcere, s-ar putea ca cele două numere să fie diferite şi matematica ar deveni prea complicată. De aceea s-a introdus o restricţie asupra utilităţilor, care garantează faptul că echivalentul sigur este unic.
Definiţia 6. O utilitate este o funcţie u:I ( ( continuă şi strict crescătoare

Propoziţia 1. Dacă u:I ( ( este o utilitate şi X: Ω ( ( este o variabilă aleatoare astfel ca X(Ω) (  I şi u(X) ( L1, atunci echivalentul său sigur există şi este p = u-1(Eu(X))

 Demonstraţie. Din teorema lui Darboux, imaginea u(I) este un  interval, J. Fie a = infJ, b = supJ. Sunt posibile patru situaţii: J = (a,b), J = [a,b), J = (a,b], J = [a,b]. În fiecare din  ele u(X) ( J ( Eu(X) ( J, deci u-​1Eu(X) are sens.(

Cu ajutorul oricărei utilităţi u se poate construi o relaţie de preferinţă  pe mulţimea capitalurilor aleatoare u = (X(E(u(X)(< (( dacă punem

(16)

X (u Y   ( Eu(X) ( Eu(Y)

Se poate observa că relaţia de preferinţă nu depinde atît de cele două variabile aleatoare, cît depinde de repartiţiile lor. Scrisă în termeni de repartiţie, relaţia (16) devine

(17)

F (u Y
( 
[image: image29.wmf]ò
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Definiţia 7. Dacă X(u Y spunem că Y este preferabil din punctul de vedere al lui u faţă de X.

Exemple  
8.1.
 X ~ Binomial(m,p) şi Y ~ Binomial(n,q). Verificaţi că

· dacă u(x) = x, X (u Y ( mp ( nq
· dacă u(x) = x2, X (u Y ( mp (2 – p) ( nq(2 – q)

· dacă u(x) = erx cu r > 0 , X (u Y ( (1 + p(er -1) )m ( (1 + q(er – 1))n
· dacă u(x) = 1 – e-rx cu r > 0, X (u Y ( (1 – q(1- e- r))n ( (1 –  p(1 – e- r) )m
8.2.
X ~ N((1, (12) şi Y ~ N((2, (22). Verificaţi că
· dacă u(x) = x, X (u Y ( (1( (2
· dacă u(x) = x2, X (u Y ( (1 + (12 ( (2 + (22
· dacă u(x) = erx cu r > 0 , X (u Y ( (1 +r(12/2  ( (2 +r(22/2 

· dacă u(x) = 1 – e-rx cu r > 0, X (u Y ( (1 - r(12/2  ( (2 - r(22/2
8.3.
X ~ Uniform(a1, b1) şi Y ~ Uniform(a2, b2). Verificaţi că

· dacă u(x) = x, X (u Y ( a1 + b1 ( a2 + b2
· dacă u(x) = x2, X (u Y ( a1 + b1 + (b1 – a1)2/6 ( a2 + b2+ (b2 – a2)2/6

· dacă u(x) = erx cu r > 0 , X (u Y ( 
[image: image31.wmf]2

2

1

1

2

2

1

1

ra

rb

e

e

ra

rb

e

e

ra

rb

ra

rb

-

-

£

-

-


· dacă u(x) = 1 – e-rx cu r > 0, X (u Y ( 
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8.4.
X ~ Gamma(n1, (1) şi Y ~ Gamma(n2, (2). Verificaţi că

· dacă u(x) = x, X (u Y ( 
[image: image33.wmf]1
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· dacă u(x) = x2, X (u Y ( 
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· dacă u(x) = erx cu  0 < r < (1((2 , X (u Y ( 
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· dacă u(x) = 1 – e-rx cu r > 0, X (u Y ( 
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(Vezi capitolul de exerciţii).

Este oare posibil ca doi decidenţi, cu funcţiile de utilitate u1 şi u2 să fie de acord că Y este preferabil lui X? 

Este. Pe asta se bazează şi teoria.


Fie X şi Y două variabile aleatoare oarecare, J un interval care conţine imaginile lor X(Ω) şi Y(Ω)  şi HX,Y =(u: J ( ((u este crescătoare, u(X) ( L1, u(Y) ( L1 şi Eu(X) ( Eu(Y)(.

Propoziţia 2. Mulţimea HX,Y are următoarele proprietăţi

(i). 
Dacă u(x) = constant, atunci u ( HX,Y
(ii).
Dacă uj ( HX,Y , aj ( 0, 1 ( j ( n, atunci 
[image: image39.wmf]å
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( HX,Y (HX,Y este un con)
(iii).
Dacă un ( HX,Y , un ( u şi sup Eun(Y) < (, atunci u ( HX,Y

Dacă un ( HX,Y , un ( u şi inf Eun(X) > - (, atunci u ( HX,Y

În cuvinte, HX,Y este un con închis care conţine constantele.â

Demonstraţie. Evident. Se aplică teorema Beppo – Lavi.

Notaţie 8. Fie J ( ( un interval oarecare şi M o mulţime oarecare de funcţii u: J ( (. Cel mai mic con închis care conţine pe M se va nota Cone(M). Se mai poate defini, mai exact, ca fiind intersecţia tuturor conurilor închise de funcţii definite pe J, conuri care conţin pe M. 


Corolar 3. Fie J un interval şi X,Y două variabile aleatoare cu valori în J. Fie o mulţime oarecare de funcţii crescătoare definite pe J. Atunci


X (u Y ( u ( M ( X (u Y ( u ( Cone(M)


Demonstraţie. X (u Y ( u ( M ( M (HX,Y  ( Cone(M) (Cone(HX,Y) = HX,Y ceea ce este acelaşi lucru cu  X (u Y ( u ( Cone(M).(

Exemple Mulţimi M folosite

9.0.
M0 =(u : J ( ((u crescătoare mărginită(
9.1
M1 =(u : J ( ((u continuă strict crescătoare(
9.2
M2 =(1[a,()(J(a ( J(
9.3
M3 =(1(a,()(J(a ( J(
9.5
M4 =(u(x) = (x-a)+(a ( ((
9.6
M5 =(u(x) = min(x,a)(a ( ((

Conurile generate de aceste mulţimi sunt

Propoziţia 4.  

(i) Cone(M0)  = Cone(M1) = Cone(M2)  = Cone(M3) = (u : J ( ((u crescătoare(
(ii) Cone(M4) = (u : J ( ((u crescătoare convexă(
(iii) Cone(M3) = (u : J ( ((u crescătoare concavă(
Demonstraţie. (i). Orice funcţie crescătoare poate fi aproximată monoton cu funcţii crescătoare mărginite, deci aparţine mulţimii Cone(M0). Dacă an ( a , an ( a, atunci 
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( 1(a,() , deci M3 (Cone(M2). La fel, dacă an ( a , an ( a, atunci 
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( 1(a,(), deci M2 (Cone(M3), adică Cone(M2)  = Cone(M3). Funcţiile un(x) = 
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 (1 – e-n(x-a)))1[a,()(x) sunt continue, strict crescătoare şi formează un şir crescător care tinde la 1[a,(), deci M2 (Cone(M1). Reciproc, 
dacă u este continuă şi strict crescătoare, şirul de funcţii un(x) = 
[image: image45.wmf][
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 este crescător şi tinde la u(x). Dar funcţiile un sunt din Cone(M2), deci M1 ( Cone(M2). Înseamnă că primele trei conuri coincid. Orice funcţie continuă crescătoare se poate aproxima cu funcţii continui stric crescătoare, deci Cone(M1) conţine funcţiile continui crescătoare. În fine, orice funcţie crescătoare se poate aproxima monoton cu un şir de funcţii continue crescătoare. (
)
(ii), (iii). Combinaţiile lineare cu coeficienţi pozitivi de funcţii din M4 ( respectiv M5 ) sunt funcţii poligonale convexe (respectiv concave). Dar orice funcţie convexă (resp. concavă) poate fi aproximată monoton cu asemenea funcţii.(

Ne apropiem de răspunsul la întrebarea:


Există variabile aleatoare X şi Y cu proprietatea că X (u Y  pentru orice utilitate u? În acest Cum putem verifica acest lucru? 

Definiţia 9. Dacă X (u Y  pentru orice utilitate u spunem că X este dominată stocastic de Y şi scriem X (st Y. Dacă X ~ F şi Y ~ G scriem, alternativ, F (st G.
Propoziţia 5.  Fie X şi Y două variabile aleatoare cu repartiţiile F şi G. Atunci

X (st Y ( F ( G ( Eu(X) ( Eu(Y) ( u mărginită 
Demonstraţie. Fie M1 mulţimea utilităţilor. Atunci

 X (st Y ( X (u Y ( u ( M1 ( X (u Y ( u ( Cone(M1) ( X (u Y ( u ( Cone(M3) (cf. Corolar 3 şi Prop 4) ( X (u Y ( u ( M3 ( P(X > x) ( P(Y > x) ( x ( F ( G. (

Criteriul de recunoaştere a dominării stocastice poate pune probleme dacă nu cunoaştem coada repartiţiei, F. În cazul variabilelor aleatoare absolut continue (adică acele variabile aleatoare a căror repartiţie admite densitate) sau aritmetice (cele cu valori în reţeaua (Z cu ( > 0) mai există un criteriu.


Propoziţia 6.  Criteriul intersecţiei densităţilor


Fie X,Y două variabile aleatoare cu repartiţiile FX  şi FY. Presupunem că suntem în una din următoarele situaţii

a. FX (x) = 
[image: image46.wmf]ò
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X(t)dt, FY(x) = 
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b. P(X = (n) = pX(n), P(Y = (n) = pY(n) ( n număr întreg

Dacă există un x0 ca x ( x0 ( pX(x) ( pY(x) şi x ( x0 ( pX(x) ( pY(x), atunci X (st Y.
Demonstraţie. Fie g(x) = FY(x) – FX(x). În situaţia a. funcţia g este derivabilă pe porţiuni, g(-() = g(() = 0. Derivata sa este g’(x) = pX(x) – pY(x). Pentru x ( x0, g’(x) ( 0 (deci funcţia creşte) iar pentru x ( x0, g’(x) ( 0 (deci funcţia scade). În situaţia b., demonstraţia se adaptează: în loc de integrală avem suma (g((n) = 
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 ) iar în loc de derivată avem diferenţa a doi termeni succesivi, g(((n+1)) – g((n) = pX(n+1) – pY(n+1). (
Exemplu de aplicare. Arătaţi că Poisson(() ( Poisson(() ( ( ( (.

Soluţie. Implicaţia „(” este evidentă, luăm de exemplu utilitatea u(x) = x. Reciproc , verificăm că densităţile se intersectează: inegalitatea pX(n) ( pY(n) ( (ne - (  ( (ne - ( ( 
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Relaţia de dominare stocastică are următoarele proprietăţi

Propoziţia 6.  Proprietăţi
(i).

X (st Y, g crescătoare ( g(X) (st g(Y). Dacă g(x) = ax + b, a >0, proprietatea se numeşte invarianţa la scalare.

(i’)

X (st Y, g descrescătoare ( g(Y) (st g(X). În particular – Y  (st – X.
(ii).

Fj (st Gj ( j = 1,2,..,n ( F1(F2(...(Fn (st G1(G2(...(Gn (invarianţa la convoluţii)
(iii)

Dacă Fn (st Gn ( n ( 1 şi Fn (F, Gn ( G, atunci F (st G (invarianţa la convergenţă)

Demonstraţie. 
(i). Fie u o utilitate mărginită. Atunci u(g) este o funcţie crescătoare mărginită şi, cum X (st Y , deducem că Eu(g(X)) ( Eu(g(Y)). 

(i’): Echivalenţa X (st Y ( - Y (st - X este evidentă. Apoi funcţia f(x) = - g(x) este crescătoare, deci cf. primului punct – g(X) (st – g(Y) ( g(Y) (st g(X).
(ii).: Inducţie. Fie u crescătoare şi mărginită. Pentru n = 2 avem 
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(x)dF1(x) cu g(x) = 
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(x+y)dF2(y). Funcţia g este evident crescătoare, deci  
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(x)dG1(x) – căci am presupus F1 (st G1. Pe de altă parte, pentru fiecare x fixat funcţia y ( u(x+y) este de asemenea crescătoare, deci 
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(x+y)dG2(y), căci F2  (st G2. Aşadar rezultă că 
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dG1(G2, adică F1(F2 (st G1(G2. 

(iii). Fn (F înseamnă că Fn(x) ( F(x) pentru orice x ( (, unde ( este o submulţime densă din (. Cum Fn(x) ( Gn(x) ( x, trecînd la limită deducem că F(x) ( G(x) ( x ( (. Dacă t nu aparţine mulţimii (, folosim continuitatea la dreapta a lui F şi G: există un şir xn de elemente din ( (era presupusă densă!) ca xn ( t ( F(t) = lim F(xn) ( lim G(xn) = G(t). (

Familiile de repartiţii folosite în statistică depind de regulă de parametri reali. Spunem că o familie de repartiţii F( este crescătoare în ( dacă ( ( (’ ( F( (st F(’  şi descrescătoare dacă ( ( (’ ( F(’ (st F(.
Propoziţia 8.  Proprietăţi de monotonie

(0).
Familia (Hipergeometric(a,n,k)a,n,k naturale este crescătoare în a, descrescătoare în n şi crescătoare în k.
(i).
Familia (Binomial(n,p))n(1, 0 ( p ( 1  este crescătoare atît în n cît şi în p; 
(ii).
Familia (Negbin(n,p))n(1, 0 ( p ( 1  este crescătoare în n şi descrescătoare în p;
(iii).
Familia (Gamma(n,())n(1, ( > 0  este crescătoare în n şi descrecătoare în (;
(iv).
Familia (N((, (2))( ( (, ( ( 0  este crescătoare în ( şi nu are nici o monotonie în (; 
(v).
Familia (Uniform(a,b))a,b ( (, a < b este crescătoare şi în a şi în b
(vi).
Familia (Poisson(())( ( (  este crescătoare.


Demonstraţie. Cu ocazia asta recapitulăm şi principalele repartiţii din cursul de teoria probabilităţilor.  
(0).
Hipergeometric(a,n,k) este repartiţia variabilei aleatoare X = numărul de bile albe obţinute atunci cînd extragem k bile dintr-o urnă care are a bile albe şi n bile negre. Deci Hipergeometric(a,n,k) ((i() = [image: image61.wmf]k
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Afirmaţia din propoziţie se traduce prin: dacă pentru fiecare bilă albă căpătăm 1 UM, atunci, pentru a mări numărul bilelor albe obţinute, este mai bine: sau să mărim numărul bilelor albe, sau să micşorăm numărul bilelor negre, sau sa mărim numărul bilelor extrase. Deşi pare evident, demonstraţia nu este uşoară din simplul motiv că nu există formule pentru calculul cozii F(x). 

Suntem totuşi norocoşi: putem aplica criteriul intersecţiei.

· Arătăm că a < a’ ( Hipergeometric(a,n,k) (st Hipergeometric(a’,n,k).
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. Arătăm că există un i0 ca i ( i0 ( pi ( p’i şi i ( i0 ( pi < p’i. Pentru aceasta fie ri = pi/p’i =[image: image64.wmf]k
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 . Afirmaţia este echivalentă cu existenţa unui i0 astfel ca i ( i0 ( ri ( 1 şi i > i0 ( ri < 1. Calculăm raportul (i = ri+1/ ri. Atîta vreme cît acest raport este mai mare ca 1, şirul ri creşte; cînd devine mai mic decît 1, scade. Dar 
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[image: image66.wmf]1

'

1

+

+

i

a

i

a

C

C
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· Arătăm că n < n’ ( Hipergeometric(a,n,k) (st Hipergeometric(a,n’,k).
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· Arătăm că k < k’ ( Hipergeometric(a,n,k) (st Hipergeometric(a,n,k’).
 Evident că este suficient de tratat cazul k’ = k +1. Dacă k < n, atunci rezultă că pi=[image: image78.wmf]k
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 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf]i
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< 1 rezultă că se poate aplica criteriul intersecţiei. Dacă k ( n atunci se procedează la fel, dar luăm în considerare numai acei i pentru care k – i ( n.
(i).
Binomial(n,p) este repartiţia variabilei aleatoare X = X1 + ... + Xn dacă (Xi)i sunt independente şi Xi ~ Binomial(1,p) = 
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. Deci Binomial(n,p) = (Binomial(1,p))(n şi P(X = i) = 
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pi(1-p)n-i . Evident p ( p’ ( Binomial(1,p) (st Binomial(1,p’) ( (Binomial(1,p))(n (st (Binomial(1,p’))(n (invarianţa la convoluţii!) 

( Binomial(n,p) (st Binomial(n,p’). 

Dacă n ( n’ , e la fel de simplu: 

Binomial(n,p) = (Binomial(1,p))(n(((0)((n’-n) (st (Binomial(1,p))(n(( Binomial(1,p))((n’-n) (din nou invarianţa la convoluţii: (0 = Binomial(1,0) (st Binomial(1,p).
(ii).
Negbin(n,p) este repartiţia variabilei aleatoare T = T1 + ... + Tn dacă (Ti)i sunt independente şi Ti ~ Negbin(1,p). Cazul tipic în care apare repartiţia Negbin(1,p) este următorul: fie (Xi)i i.i.d. repartizate Binomial(1,p) şi T0 = inf(i(Xi = 1( - 1. Atunci P(T0=i)=p(1-p)i. Aceasta este repartiţia Negbin(1,p). Funcţia sa generatoare este g1(x)=
[image: image89.wmf]qx

p

-

1

, funcţia generatoare de momente este m1(t) = g1(et) = 
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Repartiţia variabilei τ =T0 + 1 se numeşte geometrică şi se notează Geometric(p) =Negbin(1,p)((1. Repartiţia Negbin(1,p) este printre cele mai comode din teoria probabilităţilor: coada sa are o expresie foarte simplă, P(T0 > x) = (1-p)[x]. Este evident că p ( p’ ( (1-p’)[x] ( (1-p)[x], deci Negbin(1,p’)(stNegbin(1,p)((Negbin(1,p’))(n(st(Negbin(1,p))(n (Negbin(n,p’) (st Negbin(n,p)
Că n ( n’ ( Negbin(n,p) (st Negbin(n’,p) este evident.
(iii). 
Dacă n e număr natural, repartiţia Gamma(n,() este analogul absolut continuu al repartiţiei negativ binomiale: Gamma(n,() = Exponential(()(n. Repartiţia exponenţială are coada F(x) = e - (x ( 1, deci afirmaţiile de la acest punct sunt evidente. Este utilă legatura între Exponential(1) şi Exponential((): dacă X ~ Exponential(1), atunci X/( ~ Exponential(().
(iv).
Y are repartiţia N(0,1) dacă are densitatea (0.1(x) = 
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. Dacă X = ( + (Y atunci X  ~ N((,(2). Evident că ( ( (’ ( N((,(2) (st N((’,(2). Dacă ( ( (’ între (Y şi (’Y nu este nici un fel de dominare din motive evidente.
(v).
Ştim că Y~Uniform(0,1) ( Y are densitatea constantă1(0,1). Atunci X = a + (b-a)Y  are densitatea 1(a,b)/ (b-a); aceasta e repartiţia Uniform(a,b).  Coada repartiţiei este foarte simplă: Fa,b(x) = 
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, deci Uniform(a,b) (st Uniform(a’,b). La fel, dacă b ( b’ 
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(vi).
Am demonstrat deja, ca o aplicaţie a criteriului intersecţiei. (
O problemă mai grea este de a stabili cînd două repartiţii din aceeaşi familie sunt în relaţia de dominare stocastică.

 Propoziţia 9.  Compararea repartiţiilor obişnuite
 (i).
Binomial(m,p) (st  Binomial(m,p) ( m ( n, (1 –p)m ( ( 1- q)n; 
(ii).
Negbin(m,p) (st Negbin(n,q)  ( p ( qmin(n/m,1)
(iii).
Gamma(m,() (st Gamma(n,() ( m ( n, ( ( (
(iv).
N((1,
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(v).
Uniform(a1,b1) (st   Uniform(a2,b2)  ( a1 ( a2 , b1 ( b2
(vi).
Poisson((1)  (st   Poisson((2) ( (1 ( (2

Demonstraţie. 

(i).
Fie X ~ Binomial(m,p) şi Y ~ Binomial(n,q). Presupunem că X (st Y. Atunci P(X>0) ( P(Y>0), adică 1 – (1-p)m ( 1 – (1 – q)n (   (1 –p)m ( ( 1- q)n. Apoi P(X > n) ( P(Y > n) = 0 ( P(X > n) = 0 ( m ( n.
Reciproc, presupunem că m ( n, (1 –p)m ( ( 1- q)n. Vom aplica criteriul intersecţiei. Fie (>0 astfel ca n = (1+()m. Condiţia (1 –p)m ( ( 1- q)n este echivalentă cu p ( 1 – (1 – q)1+(. Fie p0=1 – (1 – q)1+(. Ştim deja că Binomial(m,p) (st Binomial(m,p0) din proprietăţile de monotonie. Vom arăta că Binomial(m,p0) (st Binomial(n,q). Fie pi = 
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.Vrem să arătăm că există un i0 ca i ( i0 ( pi ( qi ( i > i0 ( pi ( qi. Pentru aceasta calculăm raportul ri = 
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Din definiţia lui p0, (1 –p)m = ( 1- q)n, deci ri = 
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. Observăm că r0 = 1. Vom arăta că şirul (ri)0(i(m este unimodal, în sensul că mai întîi creşte şi apoi scade. La fel ca în demonstraţia propoziţiei anterioare, fie (i = 
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; şirul este descrescător în i. Atîta vreme cît (i ( 1, şirul ri creşte, iar dacă (i < 1, scade. Oricum, (m = 0 < 1. Arătăm că r1 > 1 ( m( > n ( ( > 1 + ( ( 
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( (1 – (1-q)1+()(1-q) > q(1 – q)1+((1 + () . Fie x = 1 – q ( (0,1).Inegalitatea devine x – x2+( > (1+()(x1+( - x2+() ( 1 – ((+1)x( + (x(+1 > 0. Dar aceasta este o consecinţă a faptului că funcţia f:[0,1] ( (,f(x) = 1 – ((+1)x( + (x(+1 este descrescătoare, f(0) = 0, f(1) = 0. 
(ii).
Avem de analizat două cazuri. Să notăm Fm,p = Negbin(m,p) şi Fn,q = Negbin(n,q).
Cazul A. m ( n. Vrem să arătăm că Fm,p (st Fn,q ( p ( q.

Oricum, „(” este evidentă: p ( q ( F1,p (st F1,q (căci F1,p(x) = (1 – p)[x] ( (1 – p)[x] = F1,q(x)!)  ( (F1,p)(m (st (F1,q)(m ( Fm,p (st Fm,q ( Fm,p = Fm,p((0 (st Fm,q(Fn-m,q = Fn,q. 
Reciproc, presupunem că Fm,p (st Fn,q . Folosind utilitatea u(x) = etx rezultă că 
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( sau, cui îi place mai mult în termeni de variabile aleatoare, EetX ( EetY dacă X~Fm,p şi Y~Fn,q) adică 
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. Dacă facem t ( - ln(1-p) prima expresie tinde la (. Dacă cumva – ln(1-p) < - ln (1 – q) (adică p < q)!) ar ieşi absurditatea ( mai mic decît un număr real. Suntem forţaţi să acceptăm că p ( q.
Cazul B. m > n. Vrem să arătăm că Fm,p (st Fn,q ( pm ( qn. De data aceasta implicaţia evidentă este „(”. Pentru că dacă X~Fm,p şi Y~Fn,q, atunci P(X=0) = pm (  qn = P(Y = 0).

Reciproc, prsupunem că pm ( qn. Fie p0 = qn/m. Cum p ( p0, din proprietăţile de monotonie avem că Fm,p (st 
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Fie pi = 
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. Vrem să arătăm că există un i0 ca i ( i0 ( pi ( qi şi i > i0 ( pi ( qi . Fie ri = pi /p’i = 
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. Cum 
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. Să notăm că p0 > q, deoarece n < m deci ( < 1 şi că r0 = 1 iar  i ( ( ( ri ( 0, adică ri devine mai mic decît 1 dacă i este mare. Dacă arătăm că şirul ri este unimodal, adică mai întîi creşte şi apoi scade, am rezolvat problema. Fie în acest scop (i = ri+1 / ri  = 
[image: image123.wmf]i

n

i

m

+

+

(. Cum m > n şirul ((i)i este descrescător şi are ca limită (. Fie j prima oară cînd (i < 1. Atunci (ri)i ( j creşte şi apoi începe să scadă, deci este unimodal. Demonstraţia este încheiată.
(iii). 
Implicaţia “(” este evidentă. ( ( ( ( Exponential(() (st Exponential(() şi, cum m ( n, (Exponential(())(m (st (Exponential(())(n ( Gamma(m,() (st Gamma(n,(). 
Reciproc, fie f(t) = 
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funcţiile generatoare de momente ale celor două repartiţii. Ipoteza Gamma(m,() (st Gamma(n,() implică inegalităţile f(t) ( g(t) ( t ( 0 şi f(t) ( g(t) ( t < 0. Domeniul de definiţie al lui f este ( - (, () iar cel al lui g este ( - (, (). Cum f(( - 0) = (, trebuie ca ( ( (. Pe de altă parte, ar trebui ca f(-t) > g(-t) ( h(t) > 0 ( t >0 unde h(t) =  lnf(-t) – lng(-t) = ln((+t) –  mln((+t)  + mln( – nln(. Pretindem că atunci m ( n. Într-adevăr, dacă prin absurd m > n, atunci limt((h(t) = - (, absurd.
(iv). 
Dacă Xi ~ N((i,(i2) , atunci cozile sunt Fi(x) = 
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 este funcţia de repartiţie a normalei standard. Aşadar N((1,
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(v).
Dacă Xi ~ Uniform(ai,bi) şi Fi sunt cozile, atunci Fi(x) = 
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. Facem x = b2 în inegalitatea F1 (x) ( F2(x) şi rezultă b1 ( b2; apoi facem x = a1 şi rezultă 1= F2(a1) ( a1 ( a2.

(vi).
Evident. (
Din cele de mai sus rezultă că relaţia de dominare stocastică este foarte restrictivă.  Rar se întîmplă ca toţi decidenţii să prefere capitalul actualizat Y faţă de X. 
Exerciţii.

1. În ipoteza ca ((s,t) = 1 găsiţi repartiţia capitalurilor actualizate din exemplele 1- 6.

R. Cum ( = 1 nu contează unde facem actualizarea, o facem la momentul ( = 0. Fie Y = A0(C)
La Exemplul 1: 
Y1 = 
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 (varianta 8) sau



Y’1 = 
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Fie Zs = 1 / (1 + I(s)). În prima variantă  

P(Y ( x) = P(Z1Z2…Zt( x(1 + i) –t). Mai mult nu se poate spune în lipsa altor ipoteze despre indicii de inflaţie. În a doua variantă nu se poate spune nimic dacă nu presupunem că A este independent de (Zj)j şi de τ. Dacă acceptăm aceasta şi punem P(A) = p găsim

P(Y ( x) = pP(Z1Z2…Zt( x(1 + i) –t) + (1 – p) pP((1+τi0) Z1Z2…Zt( x)
La Exemplul 2: 
Y2 = 
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. Vectorul (n1,...,nt) are repartiţia analogă repartiţiei hipergeometrice: P(n1 = j1,...,nt = jt) = 
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pe care le ia cu probabilităţile p(y(j1,...,j​t)) = 
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. A o calcula chiar folosind calculatorul este o problemă redutabilă. 
La Exemplul 3: 
Y3 = (1+i)τ. Putem calcula repartiţia lui τ. Fie Xn variabilele aleatoare cu valoarea 1 dacă obligaţia a fost răscumpărată şi cu valoarea 0 dacă obligaţia nu a fost răscumpărată. În contextul exemplului, evenimentele (An)n sunt independente şi au aceeaşi probabilitate, p. Cum τ = inf(n(Xn= 1(, P(τ = n) = P(X1 = 0,…,Xn-1 = 0, Xn = 1) = P(X1 = 0)….P(Xn-1 = 0)P( Xn = 1) = pqn-1. Repartiţia lui τ se numeşte geometrică. Atunci repartiţia lui Y este P(Y = (1+i)n) = pqn-1.
La Exemplul 4:
Y4 = (1 + i)τ. Dacă F este repartiţia lui τ, atunci  

FY(x) =  P(Y4 ( x) = P(τ ( ln x / ln(1 + i)) = 
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La Exemplul 5:
Y5 = (1+i)t1(τ > t). Aici este cel mai simplu: Y5 ~ 
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2. Verificaţi că evaluările 1- 6 date în exemplul 7  sunt toate naturale, dar evaluările 7 şi 8 (medie – varianţă şi medie – abatere) nu sunt.
R. Prima afirmaţie e evidentă. Pentru a doua, fie X = 1A şi Y = 1B cu A ( B. Fie p = P(A) şi p’ = P(B). Atunci X ( Y . Evaluarea 7 este V(X) = p - (p(1 – p), V(Y) = p’ - (p’( 1 - p’) . Ar trebui ca funcţia f(p) = p(1-() + (p2 să fie crescătoare pentru p ( [0,1] ceea ce, dacă ( > 1, nu este adevărat. În cazul evaluării 8 funcţia devine f(p) = p - (
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. Derivata f’(0+0) = - (, deci f nu poate fi crescătoare.

3. Predictori cu pierdere mediană minimă.
Fie L o funcţie de pierdere. Predictorul optimal AL(X) minimiza pierderea medie EL(X,y). La fel de bine putem pune problema minimizării pierderii mediane: A*L(X) = Argmin Median L(X,y) = „acel y pentru care Median L(X,y) este minim”. Probleme neplăcute: e posibil ca Median L(X,y) să nu fie unic. De aceea e mai uşor să gîndim că Median(X) eswte mulţimea foemată din valorile ( cu proprietatea că F((-0) ( ½ ( F(().  Totuşi, mediana are şi avantaje faţă de medie: comută cu funcţiile strict crescătoare, ceea ce nu e cazul cu media. Arătaţi că dacă u este strict crescătoare, atunci Median u(X) = u(Median X).
R. Fie ( ( Median X (  P(X < ()  ( ½ ( P( X ( () ( P(u(X) < u(())  ( ½ ( P( u(X) ( u(()) ( u(() ( Median u(X) .

4. Predictori cu pierdere mediană minimă comparaţi cu cei cu pierdere medie minimă.

Fie Lp(x,y) = (x-y(p cu p > 0. Fie A1,p(X) = Argmin Median Lp(X,y) şi A2,p = Argmin E Lp(X,y). Atunci A1,p(X) = A1,1(X) – deci predictorul de pierdere mediană minimă nu depinde de p. În schimb, A2,1(X) = Median X şi A2,2(X) = EX sunt în general diferiţi.

R. Funcţia u(x) = xp e crescătoare pe [0,() deci Median (X-y(p  = (Median (X-y()p. Dar dacă f este o funcţie oarecare care îşi atinge minimul în ( şi g este o funcţie crescătoare, atunci funcţia g(f  îşi atinge minimul de asemenea în (. Deci 

A1,p(X) = Argmin Median (X-y(p = Argmin  (Median (X-y()p =  Argmin Median (X-y( = A1,1(X)

5. Calculaţi Ai,j(X) dacă funcţia de repartiţie a lui X este F(x) :=  P(X ( x) = (x+)p ( 1 cu p > 0 (repartiţia putere) şi i,j ( (1,2(

R. Mediana este soluţia ecuaţiei xp = ½ ( MedianX = ( = ((p) = 2- 1/p. Deci A2,1(X) =2- 1/p. Evident A2,2(X) = EX = 
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 Apoi A1,1(X)  = A1,2 (X) =  Argmin Median (X-y(. Dacă y < 0 , atunci (X - y(= X – y deci Median (X-y(= Median (X – y) = MedianX – y  = ((p) – y. Dacă y ( 1 atunci (X - y(= y – X deci Median (X-y(= y - ((p). Presupunem că 0 ( y ( 1. Fie g(x,y) = P((X - y(( x) = F(y + x) – F(y – x); Median(X - y( este soluţia x = ((y) a ecuaţiei g(x,y) = ½ . Sunt două cazuri: (a) y < ½ (deci y < 1 – y) şi (b) y > ½ (deci 1 – y < y). 
În primul caz g(x,y) = 
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. Observăm că g(y,y) = 2pyp. Sunt două posibilităţi: 

· dacă g(y) ( ½ (( y ( (/2 ), soluţia ( se află pe intervalul [y, 1 – y] şi este soluţia ecuaţiei y + x = 2 – 1/p ( x = ((p) – y
· dacă g(y) > ½ (( y > ( /2) , soluţia ( se află pe intervalul [0,y] . Este soluţia ecuaţiei (posibil transcendente) (y + ((y))p - (y - ((y))p = ½. 
Raţionînd la fel şi în celălalt caz rezultă că ((y) = 
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. Vrem să găsim minimul funcţiei (, chiar dacă nu putem găsi o formulă pentru ea pe intervalul (( / 2, (1+ () / 2). Pentru asta îi studiem derivata. Din teorema funcţiilor implicite funcţia ( este derivabilă şi satisface ecuaţia (1 + (’)(y + ()p-1 – (1-(’)(y - ((y))p-1  = 0  ( 
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. Observăm că 
dacă p > 1, 
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Dacă p > 1, funcţia ( scade pe  intervalul ( - (, (1+()/2) şi apoi creşte; minimul se atinge în y = (1+()/2. Dacă p < 1, funcţia scade pe inervalul ( - (, (/2) şi apoi creşte, deci minimul se atinge în y = (/2; iar dacă p = 1, funcţia este constantă pe intervalul [(/2, (1+()/2].

Concluzie: A1,1(X) = Argmin ( = 
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p = 2 ( ((y) = 
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EX ≈ .667 < Median(X) ≈ .707 <  A1,1(X) ≈ .854
p = ½ ( ((y) = 
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EX ≈ .333 > Median(X) ≈ .25 > A1,1(X) ≈ .125
p = 1 ( ((y) = 
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6. Arătaţi că  Ai,p(aX+b) = aAi,p(X) + b dacă Ai,p(X) sînt unici , a > 0 şi i ( (1,2(, p ( 1. Predictorii se comportă bine la scalare.
R. A1,p(aX + b) = A1,1(aX + b) Argmin Median (aX + b - y(= Argmin Median (a(X - 
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[image: image169.wmf]a

b

y

-

(p , care este acelaşi cu minimizatorul funcţiei y (E(X - 
[image: image170.wmf]a

b

y

-

(p . Notînd z =
[image: image171.wmf]a

b

y

-

 ajungem la acelaşi rezultat.

7. Calculaţi Ai,j (X) cu i,j ( (1,2( dacă X ~ Exponential(().

R. Scriem X = Y/( cu Y ~ Exponential(1). Folosind exerciţiul precedent, este suficient să calculăm predictorii pentru (= 1. Obţinem A1,1(X) = 
[image: image172.wmf]l

2

2

ln

, A2,1(X) = 
[image: image173.wmf]l

2

ln

, A2,2(X) = A1,1(X) = 
[image: image174.wmf]l

1

. 


8. Verificaţi relaţiile de la exemplele 8.1 – 8.4

R. Repartiţia binomială Binomial(n,p) are m.g.f. funcţia m(t) = (1- p + pet)n, media np şi varianţa np(1 – p). Repartiţia normală N((,(2) are m.g.f. funcţia m(t) = 
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, media ( şi varianţa (2; repartiţia uniformă Uniform(a,b) are ca m.g.f. funcţia  m(t) = 
[image: image176.wmf]at

bt

e

e

at

bt

-

-

, media (a+b)/ 2, varianţa (b-a)/ 12; în fine, repartiţia Gamma(n,() are m.g.f. funcţia m(t) = 
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, media n /(, varianţa n2/ (2. Folosim faptul că EX2 = E2X + Var(X). Definiţiile sunt în orice curs de probabilităţi. Totuşi, amintim că

Binomial(n,p)  este o repartiţie discretă pe mulţimea (0,1,...,n( cu  Binomial(n,p)((k()=
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, N((,(2) este repartiţia normală, cu densitatea p(x) = 
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 iar repartiţia Gamma(n,() este o generalizare, pentru n>0 a repartiţiei care, dacă n este natural, este convoluţia de n ori a repartiţiei Exponential(().

9.   Binomial(1,p) (st Binomial(1,q)
  ( p ( q

10. Binomial(m,p) (st Binomial(n,q) ( m ( n, mp ( nq. Reciproca e falsă.
D. Fie X ~ Binomial(m,p) şi Y ~ Binomial(n,q). Dacă m > n, P(X >  n) > 0 dar P(Y > n) = 0, aşadar nu se poate ca X (st Y. Deci m ( n.  EX = mp ( EY = np. Pentru reciprocă, fie m = 1, n = 2. Într-adevăr, acum X ~
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. Condiţia ca X (st Y este p ( 1 – (1-q)2 sau

p ( 2q – q2. De exemplu dacă X  ~ Binomial(1, ½ ) şi Y ~ Binomial(2, ¼ ), atunci nu este adevărat că X(stY deşi EX = EY. Dacă folosim utilitatea u(x) = 
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11. Binomial(m,p) (st Binomial(n,q) ( m ( n, mp ( nq, (1-p)m ( (1 – q)n

R. 

11. 
� Este adevărat că s-ar putea imagina şi scenariul în care obligaţiile nu se trag la sorţi, adică se răscumpără după un interval fix. Atunci însă poate că nu s-ar vinde toate. Aşa, pe lîngă cîştig, se apelează şi la plăcerea jocului. Unora le place hazardul, mai ales cînd n-au nimic de pierdut. 


� Dacă nu le cunoaşteţi, nu are rost să mergeţi mai departe. Luaţi un curs de probabilităţi mai întîi.


� Dacă X şi Y sunt variabile aleatoare P(X(A(Y):=QY(A) este o variabilă aleatoare care, dacă Y este discretă, are semnificaţia Qy(A)=P(X ( A(Y = y). În caz general o putem gîndi oarecum la fel, numai că probabilitatea condiţionată luată în sens strict nu are sens, se ajumge la un raport de tipul 0/0. Definiţia riguroasă este: QY(A) este o variabilă aleatoare cu proprietatea că E(QY(A)1(Y ( B() = P(A((Y(B)) ( B mulţime boreliană.


� Lp(Ω,K,P) este mulţimea variabilelor aleatoare cu proprietatea că E(X(p < (.


� L(Ω,K,P) este mulţimea tuturor variabilelor aleatoare.


� Dacă X este o variabilă aleatoare şi F este funcţia sa de repartiţie, atunci cuantila sa superioară la nivel p este sup F-1([0,p]) iar cuantila inferioară este inf F-1([p,1]). Sigur că dacă F este injectivă, cele două cuantile coincid. 


� Var(X) = E(X - EX)2 = EX2 – (EX)2 se mai numeşte şi dispersie, notată cu (2(X). Rădăcina pătrată a varianţei se numeşte abaterea medie pătratică.


� L1 este mulţimea variabilelor aleatoare X cu proprietatea că E(X(< ( . Probabiliştii le spun variabile aleatoare care au medie.


� Repartiţia variabilei aleatoare X este o probabilitate, FX pe ((, B(()) ca FX(B) = P(X ( B) ( B ( B((). Funcţia sa de repartiţie este notată tot cu FX şi se defineşte ca FX(x) = P(X ( x) . Este o scriere mai scurtă pentru F((-(,x]). În mod normal nu este pericol de confuzie: dacă A este o mulţime boreliană,  FX(A) = P(X ( A) iar dacă x este număr, FX(x) = P(X ( x). 


� Vezi orice curs de teoria probabilităţilor.


� A se observa aici că argumentul devine circular. De ce  medie şi nu altceva? Sigur că sunt şi alte modele.


� Verificaţi că dacă L(x,y) = (x - y(, atunci predictorul optimal este mediana .


� O demonstraţie riguroasă poate fi găsită în Gheorghiţă Zbăganu, Metode matematice în teoria riscului şi actuariat, Bucureşti, Editura Universităţii, 2004.
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