Lecţia 1. Noţiuni de bază
La o primă aproximare, am putea spune că matematicile financiare sunt o ramură a matematicii aplicate care studiază operaţiunile financiare. Matematicile aplicate au ca scop crearea unor modele care să simuleze realitatea, modele din care să tragă concluzii care, se speră, nu se îndepărtează prea mult de ceea ce se întîmplă în lumea reală.
Operaţiunile financiare sunt cele care implică folosirea banilor. Personajele implicate sunt debitorul D (datornicul), creditorul C (împrumutătorul), beneficiarul B (cel în folosul căruia se face operaţia financiară) şi banca ( (acolo se ţin banii).

Oamenii cred că ştiu ce sunt banii.  Monede, hîrtii, depozite la CEC, conturi în bancă. Banii se găsesc în buzunare, portofele, la bănci sau în bancomate. Iată definiţia din dicţionar:

„bani, denumire generică pentru toate felurile de monedă şi semne ale valorii. În baza unei convenţii general acceptate, banul este  folosit ca mijloc de intermediere a schimbului şi de măsură a activităţii economice”. Pe scurt, banii sunt un mijloc de apreciere a valorii. Ce este valoarea unui obiect? Acelaşi dicţionar
 ne spune „valoare, (a bunului marfă), termen prin care se exprimă mărimea calităţii, a însuşirii unui bun sau serviciu de a fi util, respectiv de a fi schimbat pe alte servicii” . Există cel puţin două aspecte ale termenului: valoare de utilizare şi valoare de schimb. Cea care se măsoară în bani este valoarea de schimb, care se mai numeşte şi valoarea de piaţă. Valoarea de piaţă se mai numeşte şi preţ relativ. Ce este preţul relativ?  Problema este prea complicată, de sute de ani economiştii avansează tot felul de teorii. Cu studierea lor se ocupă economia generală. 

Dar valoarea banilor se schimbă la rîndul ei. Dacă un produs sau serviciu la momentul 0 este mai ieftin decît la momentul t > 0 atunci putem spune că produsul sau servicul în cauză s-a scumpit. Dar dacă toate produsele/serviciile se scumpesc, asta înseamnă ca valoarea banului a scăzut. Atunci se manifestă un fenomen care se numeşte inflaţie. Dacă dimpotrivă, preţurile scad, apare fenomenul de deflaţie. 


Unitatea monetară va fi notată prescurtat cu UM. 


Creditarea. Cea mai simplă  operaţiune financiară este cea în care apar numai două personaje: creditorul (C) şi debitorul (D). Operaţia este următoarea:

(C) se obligă să îl împrumute pe (D) cu suma de S0 UM la momentul t0 iar (D) se 
obligă ca la momentul t1 > t0 să îi returneze suma de S1 UM. 
Contractul între ei este exprimat într-o formă juridică, numită poliţă sau bilet la ordin. Putem numi această operaţiune ca fiind de creditare cu o singură plată.


Cînd este avantajoasă operaţiunea pentru creditorul (C)? În definitiv (C) îi face lui (D) un serviciu, iar un serviciu costă.
Sunt posibile mai multe abordări: cea statică sau cea dinamică. În abordarea statică presupunem că valoarea banului este constantă. În cea dinamică, presupunem că valoarea unei UM se modifică în timp. 

Modificarea poate fi modelată printr-o funcţie (: I ( [0,() care are sensul 
(0)

((t) = „cît valorează la momentul t o unitate monetară de azi”.

Observaţie importantă. I este un interval de timp, fixat de la început, cu semnificaţie de perioadă de timp în care funcţionează modelul nostru. De regula I se ia [0,(), dar nu este obligatoriu. Momentul t = 0 este o convenţie. Demulte ori t = 0 constă în începutul operaţiei financiare. 
Funcţia de fructificare. 

Putem privi suma S1 (care se numeşte suma finală) ca fiind o funcţie f care depinde de S0, t0 şi t1. Deci

(1)

S1 = f(S0, t0,t1)

Definiţia 1. Funcţia f : [0, () ( E ( [0,()  se numeşte funcţia de fructificare. Am notat cu E mulţimea {(s,t) ( I ( I(s ( t} Diferenţa 

(2)

Df(S0, t0, t1) : = S1 – S0 
se numeşte dobîndă.

Raportul 
(2’)

df(S0,t0, t1) = Df(S0, t0, t1) / S0

se numeşte dobînda unitară.
Dacă vrem ca operaţia de creditare să fie tentantă pentru creditorul (C), ar trebui ca funcţia de fructificare ar trebui să satisfacă unele condiţii de bun simţ.
Definiţia 2. O funcţie de fructificare se numeşte admisibilă dacă satisface ipotezele

H0.
f(0, t0, t1) = 0 ( t0 ( t1 

H1.
f(S0, t0, t0) = S0 ( S0 ( 0.

H2. 
Aplicaţiile S0  f(S0, t0, t1) şi t1 ( f(S0, t0, t1) sunt crescătoare

H3.
Aplicaţia t0 ( f(S0, t0, t1) este descrescătoare.


Propoziţia 1. Fie  f : [0, () ( E ( [0,()  o funcţie de fructificare admisibilă. Atunci f(a,s,t) ( a pentru orice  0 ( s ( t.  Sau, în termeni de dobîndă : Df(a,s,t) ( 0 ( s ( t.

Demonstraţie.  Evident. (

Noţiunea centrală a matematicilor financiare este cea de capital. 


Definiţia 3. Orice pereche (t, x) din I ( [0,() se numeşte capital. În cuvinte, un capital este format dintr-o pereche de numere în care prima componentă reprezintă timpul iar a doua este o sumă de bani. 


Orice funcţie de fructificare f introduce pe mulţimea capitalurilor o relaţie de indiferenţă definită astfel:

(3)

(s,x) ~f (t,y)  ( s ( t, y = f(x,s,t) sau t ( s , x = f(y,t,s)


Intuitiv, relaţia spune că dacă creditorul are funcţia de fructificare f, atunci lui îi este indiferent dacă la momentul s are x UM sau dacă la mometul t are y UM. Sau: dacă fructificînd capitalul (s,x) la momentul t ( s obţine suma de bani y, atunci pentru el (s,x) este la fel de valoros ca (t,y). Dacă t ( s , atunci suma de bani x se obţine fructificând suma de bani y pe intervalul [t,s].

În general această relaţie nu este una de echivalenţă.
Exemplu 0. f(x,s,t) = (x1/( + t – s)( cu ( > 0 este o funcţie de fructificare, chiar dacă nu este admisibilă deoarece f(0,s,t) ( 0.  Relaţia de indiferenţă devine  

(4)

(s,x) ~f (t,y)  ( s ( t şi  y = (x1/( + t – s)( sau t ( s şi x  = (y1/( + t – s)(
Exemplu 1. Fie g,h  > 0 două funcţii strict crescătoare şi f(x,s,t) = x + g(x)[h(t) – h(s)]. 

Dacă g(0) = 0,  f este o funcţie de fructificare admisibilă. Relaţia de indiferenţă este

(4’)
(s,x) ~f (t,y)  ( s ( t şi  y = x + g(x)[h(t) – h(s)] sau t ( s şi x  = y + g(y)[h(s) – h(t)].

Dobînda dată de f precum şi dobînda unitară sunt 

(4”)

Df(x,s,t) = g(x)[h(t) – h(s)], df(x,s,t) = g(x)[h(t) – h(s)]/x

Un caz particular este cel în care g(x) = xp unde p > 0 
Exemplu 2. f(x,s,t) = x(1 + i(t-s)) cu i ( 0. Aceasta este funcţia de fructificare cea mai banală. Este un caz particular al exemplului 1, în care g(x) = x şi h(t) = it. 
Dobînda dată de f precum şi dobînda unitară sunt 

(4”)

Df(x,s,t) = i(t – s), df(x,s,t) = i(t-s)
Numărul i > 0 se numeşte rata anuală a dobînzii, iar funcţia f este funcţia de fructificare corespunzătoare dobînzii simple constante. Relaţia de indiferenţă este
(5)

(s,x) ~f (t,y)  ( s ( t şi  y =  x(1 + i(t-s)) sau t ( s şi x = y(1 + i(t-s))

O relaţie de echivalenţă ar trebui să satisfacă ipotezele

(R1). 
(s,x) ~f (s,x)  ( x = f(x,s,s) . Aceasta este verificată, cf. ipotezei (H1).
(R2)
(s,x) ~f (t,y) (  (t,y) ~ (s,x) . Este evident verificată, vezi definiţia (3)
(R3)
(s,x) ~f (t,y) şi (t,y) ~ (u,z)  (  (s,x) ~ (u,z). 

Adică, presupunînd că s ( t ( u , ar trebui ca funcţia f să satisfacă relaţia 

(6) y = f(x,s,t), z = f(y,t,u) ( z = f(x,s,u)
Sau, mai scurt

       (7)
        ( s ( t ( u , ( x ( 0 (  f(f(x,s,t), t,u) = f(x,s,u)

Intuitiv, relaţia de indiferenţă ar trebui să corespundă la ceea ce se înţelege prin indiferenţă în limbajul comun: dacă îmi este indiferent între variantele ( şi ( şi, de asemenea îni este indiferent între ( şi (, ar trebui să îmi fie indiferent şi între ( şi ( ! Şi totuşi, puţine funcţii de fructificare o satisfac. Să le numim necontradictorii.


Definiţia 4. Funcţia de fructificare f se numeşte necontradictorie  dacă verifică relaţia de tranzitivitate (R3).
Exemplu 0. f(x,s,t) = (x1/( + t – s)( cu ( > 0. Tranzitivitatea ar implica relaţia 

s ( t ( u ( (x1/( + u – s)( = ((x1/( + t – s) + u – t)(  ( x ( 0
care este adevărată. Funcţia aceasta este necontradictorie, dar nu este admisibilă.

Exemplu 1. f(x,s,t) = x + g(x)[h(t) – h(s)] cu g şi h de mai sus. Tranzitivitatea ar implica relaţia s ( t ( u (g(x)[h(u) – h(s)] =  g(x)[h(t) – h(s)] + g(x + g(x)[h(t) – h(s)])(h(u) – h(t)

adică s ( t ( u ( g(x) = g(x + g(x)[h(t) – h(s)]) ( g(x)(h(t) – h(s)) = 0, egalitate imposibilă. Funcţia f nu este niciodată necontradictorie. 
Exemplu 2. f(x,s,t) = x(1 + i(t-s)) cu i ( 0. Fiind un caz particular al exemplului 1,  dobînda simplă este contradictorie.

Actualizare. Funcţii de fructificare naturale.

Operaţia inversă celei de fructificare este cea de actualizare. Ea răspunde la întrebarea: cît valorează un capital (t,x) la momentul s ( t ? Sigur că întrebarea nu are sens în absenţa unei funcţii de fructificare. Dacă însă aceasta se dă, atunci actualizatul capitalului (t,x) la momentul s ( t , notat cu Af(x; s,t) este soluţia ( a ecuaţiei  f((,s,t) = x


Este clar că operaţia nu are întotdeauna sens, ci numai dacă funcţia x ( f(x,s,t) este continuă pentru orice pereche (s,t) ( E. Într-adevăr, atunci imaginea funcţiei x ( f(x,s,t) ar fi un interval (Teorema lui Darboux) care conţine pe 0 (ipoteza H0). În plus, limita
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x = (, deci imaginea acestei funcţii este [0,(); ecuaţia (8) are întotdeauna cel puţin o soluţie. Ca soluţia să fie unică, ipoteza H2 ar trebui întărită sub forma
H2’.
Aplicaţia S0  f(S0, t0, t1) este strict crescătoare şi continuă iar
Aplicaţia  t1 ( f(S0, t0, t1) este crescătoare.


Definiţie. O funcţie de fructificare admisibilă care satisface ipoteza H2’ se numeşte naturală. 

În cazul funcţiilor de fructificare naturale operaţia de actualizare are rezultat unic. Amintim că funcţiile de fructificare au fost definite pe mulţimea [0,() ( E unde E este mulţimea perechilor (s,t) din I( I cu proprietatea că s ( t.  Funcţiile de fructificare naturale pot fi prelungite prin actualizare la funcţii definite pe [0,()(I (I dacă definim
(8)
f(x,s,t) = 
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Putem numi funcţia f : [0,() ( I ( I ( [0,() funcţia de fructificare – actualizare generată de f.
Exemplu 1.  Dacă f(x,s,t) = x + g(x)(h(t) – h(s)), atunci  Af(x; s,t)  este soluţia unică ( a ecuaţiei ( + g(()(h(t) – h(s) = x. Ca un caz particular, dacă
Exemplu 2. f(x,s,t) = x(1 + i(t-s)) cu i ( 0, atunci atunci  Af(x; s,t) = 
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[image: image5.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

-

+

£

-

+

t

s

t

s

i

x

t

s

s

t

i

x

 

dac

ă

)

(

1

 

dac

ă

))

(

1

(




Funcţii de fructificare omogene şi staţionare.


În practica bancară, se acceptă folosirea unor funcţii de fructificare contradictorii. Însă nu se acceptă ca ele să fie neomogene.

Definiţia 5. Funcţia de fructificare f se numeşte omogenă dacă f(x,s,t) = xf(1,s,t). Funcţia
(9)

((s,t) := f(1,s,t)

se numeşte factor de fructificare. 
A se observa că nu are sens să vorbim despre noţiunea factor de fructificare în absenţa ipotezei de omogenitate a funcţiei f. 

Propoziţia 2. Funcţia de fructificare f este omogenă dacă şi numai dacă dobînda unitară d(x,s,t) nu depinde de x.

Demonstraţie. Dacă f este omogenă, atunci f(x,s,t) = x((s,t) ( Df(x,s,t) = x(((s,t) – 1) ( d(x,s,t) = ((s,t) – 1. Reciproc, dacă d(x,s,t) nu depinde de x, d(x,s,t) =  d(1,s,t) ( D(x,s,t,) = xd(1,s,t) ( f(x,s,t) = x[1 + d(1,s,t)] este omogenă. Mai mult, remarcăm identitatea remarcabilă

(9’)

((s,t) = 1 + d(1,s,t)   (

Să observăm că dacă f este omogenă, operaţia de actualizare devine foarte simplă:


Propoziţia 3. Dacă f este omogenă, atunci 
(10)

Af(x,s,t) = 
[image: image6.wmf])

,

(

t

s

x

s


 unde ((s,t) = f(1,s,t) 

Demonstraţie. f(
[image: image7.wmf])

,

,

)

,

(

t

s

t

s

x

s

 = 
[image: image8.wmf])

,

(

t

s

x

s

f(1,s,t)  = x. (
Exemplu 1.  Funcţia f(x,s,t) = x + g(x)(h(t) – h(s)), este omogenă dacă şi numai dacă g(x) = ix unde i > 0.  Atunci  Af(x; s,t) = 
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Exemplu 2. Funcţia de fructificare particulară f(x,s,t) = x(1 + i(t-s)) cu i ( 0, este evident omogenă.


Funcţiile de fructificare cele mai utilizate sunt nu numai omogene,ci şi staţionare.
Definiţia 5. Funcţia de fructificare f se numeşte staţionară dacă 

(11)

f(x,s+h,t+h) = f(x,s,t)   ( x,s,t,h   

Propoziţia 4. Funcţia de fructificare f este staţionară, dacă şi numai dacă există o funcţie  ( de două variabile astfel ca f(x,s,t) = ((x,t-s).

  
Demonstraţie. Evident: f(x,s,t) = f(x,0, t – s). Putem pune ((x,u) = f(x,0,u). (
Exemplu 1.  Presupunem funcţia h continuă. Atunci funcţia f(x,s,t) = x + g(x)(h(t) – h(s)), este staţionară dacă şi numai dacă h(u) = au + b este o funcţie afină.

Demonstraţie. Vrem ca f(x,s,t) = f(x,0,t-s) ( g(x)( h(t) – h(s)) = g(x)(h(t-s) – h(0))  ( x, s, t 
Ceea ce este echivalent cu h(t) – h(s) = h(t-s) – h(0) ( s,t. Scriem h(t) = ((t) + h(0) şi obţinem relaţia ((t) - ((s) = ((t-s) care trebuie verificată pentru orice s,t. Dacă punem t – s = u ajungem la concluzia că ((s+u) = ((s) + ((u) ( s,u. De aici este un exerciţiu elementar: ((0+0) = ((0) ( ((0) = 0, ((1+1) = 2((1) ( ((n) = n((1) ( n număr natural (inducţie) ; apoi 0 = ((0) = ((n + (-n)) (  ((-n) = - ((n) ( ((n) = n((1) pentru orice n număr întreg; în continuare ((m/n) = m((1/n) coroborat cu  ((1) = ((n/n) = n((1/n) ne arată că ((x) = x((1) pentru orice x număr raţional. În fine, continuitatea lui h atrage după sinr continuitatea lui (, deci ((x) = x((1) ( x ( ( ( h(x) = x((1) + h(0) ( x ( (, ceea ce era de demonstrat. Ca un caz particular
 Exemplu 2. Funcţia de fructificare particulară f(x,s,t) = x(1 + i(t-s)) cu i ( 0, este evident staţionară.

În cazul funcţiilor de fructificare omogene este uşor de caracterizat proprietatea lor de a fi noncontradictorii. 

 
Propoziţia 5. Fie f(x,s,t) = x((s,t) o funcţie de fructificare omogenă. Atunci f este noncontradictorie dacă şi numai dacă

(12) s ( t ( u ( ((s,t)((t,u) = ((s,u)

Demonstraţie. Să presupunem că se dau capitalurile (s,x), (t,y) şi (u,z) cu proprietatea că  (s,x) ~f (t,y) şi (t,y) ~f (u,z). Putem presupune că s ( t ( u. Deci y = x((s,t) şi z = y((t,u). Înseamnă că z = x((s,t)((t,u). Dacă relaţia (12) este adevărată, înseamnă că z = x((s,u), adică (s,x) ~f (u,z), adică f este noncontradictorie. Reciproc, dacă f este noncontradictorie, relaţia (7) devine x((s,t)((t,u) = x((s,u) , adică exact (12). (

Corolar 6. Fie f(x,s,t) = x((s,t) o funcţie de fructificare omogenă. Presupunem s,t ( 0.  Atunci f este noncontradictorie ( există o funcţie crescătoare h:[0,() ( [1,() ca 

(13)
s ( t ( ((s,t) = h(t) / h(s)

Demonstraţie. Scriem relaţia (12) cu 0,s,t în loc de s,t.u. Deci

(12’)

((0,s)((s,t) = ((0,t)

De aici deducem că ((s,t) = ((0,t) / ((0,s) ( s ( t. Putem pune h(t) = ((0,t) ; observăm că h(0) = 1. (
Observaţie. Unii autori numesc proprietatea (12) “scindabilitate”. Putem reformula propoziţia 5 sub forma: „O funcţie de fructificare omogenă este noncontradictorie dacă şi numai dacă factorul de fructificare este scindabil”.

La fel cum orice funcţie de fructificare naturală se poate prelungi prin operaţia de fructificare la o funcţie de fructificare – actualizare, şi orice factor de fructificare se poate prelungi la un factor de fructificare – actualizare dacă definim

(14)

((s,t) = 
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De fiecare dată cînd ne vom referi în cele ce vor urma la un factor de fructificare, vom avea în vedere prelungirea sa prin actualizare (14). În mod normal nu va fi pericol de confuzie: dacă s(t atunci va fi vorba de factorul de fructificare, iar dacă s > t va fi clar vorba de factorul de actualizare. 

 Relaţia de echivalenţă „~f,(”

Fie f o funcţie de fructificare naturală. Am văzut că relaţia „~f” este o relaţie de echivalenţă dacă şi numai dacă se verifică relaţia (7). Totuşi, în practică se folosesc multe funcţii de fructificare care nu sunt necontradictorii. Cum definim o relaţie de echivalenţă cu ajutorul lor? 

Ideea este să actualizăm toate capitalurile pe care le comparăm la un acelaşi moment de timp (. Avantajul ei este că se poate extinde la mulţimi de capitaluri.
Definiţia 6. Fie  f o funcţie de fructificare naturală şi ( un moment de timp. Fie C1 =  ((si,xi)(1 ( i ( m( şi C2 = ((tj,yj)(1 ( j ( n( două mulţimi de capitaluri. Spunem că C1 şi C2 sunt (f,() - echivalente dacă 
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. Dacă f (x,s,t) = x((s,t) este omogenă ( este factorul de fructificare actualizare, atunci relaţia de echivalenţă poate fi scrisă alternativ ca
(15)

C1 ~(,( C2 ( 
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(care este mai intuitivă dacă ( este mai mic decît toţi si şi decît toţi tj) sau

(16)

C1 ~(,( C2 ( 
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(convenabilă dacă ( este mai mic decît toţi si şi decît toţi tj)

Propoziţia 7. Relaţia „~f, (” este o relaţie de echivalenţă pentru orice funcţie de fructificare naturală şi pentru orice (. 

În plus, dacă f(x,s,t) = x((s,t) este omogenă, atunci relaţia nu depinde de ( dacă şi numai dacă ( este scindabil.
Demonstraţie. Prima afirmaţie este evidentă. O demonstrăm pe a doua. Luăm cazul particular cînd C1 şi C2 sunt mulţimi formate dintr-un singur capital. Deci C1 = ((s,x)( şi C2=((t,y)(. Presupunem că relaţia „~f, (” nu depinde de (. Fie (0 oarecare. Ipoteza este că
(17) x(((0,s) = y(((0,t) (  x(((,s) = y(((,t) ( (
care, scrisă sub forma 
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adică  (((,t)((t,s) = (((,s) ( (,t,s. Dar aceasta este exact proprietatea de scindabilitate.

Reciproc, dacă ( este scindabil, putem scrie ((s,t) = 
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  unde h este o funcţie pozitivă, crescătoare. Atunci relaţia (16) evident nu depinde de (, deoarece

C1 ~(,( C2 ( 
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Faptul că relaţia nu depinde de ( este important. Dacă partenerii unei operaţiuni financiare folosesc un factor de fructificare scindabil nu vor fi controverse legate de momentul actualizării. 


Pentru a înţelege acest lucru, să vedem un contraexemplu: factorul de fructificare corespunzînd dobînzii simple constante d. Dacă C1 şi C2 sunt ca în definiţie iar momentul actualizării este ( < min (si, tj (1 ( i ( m, 1 ( j ( n(, atunci

C1 ~(,( C2 (  
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(19)    

C1 ~(,( C2 (  
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Dacă însă ( > max (si, tj (1 ( i ( m, 1 ( j ( n( relaţia devine

C1 ~(,( C2 ( 
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 care, în acelaşi caz particular, este

(20)

C1 ~(,( C2 (  
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Dacă de exemplu s1 < t1 şi luăm ( = t1, în (20) obţinem y1 = x1( 1 + d(t1 – s1)); dacă ( = s1 se obţine acelaşi lucru din (20). Dacă facem ( ( ( sau ( ( - (, observăm că y1 ( x1, ceea ce este destul de paradoxal. 

Putem pune următoarea întrebare:dacă se dă factorul de fructificare (,  ce relaţie trebuie să fie între două capitaluri (s,x) şi (t,y) în aşa fel încît să existe ( ca (s,x) ~(,( (t,y) ? 

Propoziţia 8. Fie (s,x) şi (t,y) două capitaluri şi (:(2 ( (0,() un factor de fructificare - actualizare. Fie s şi t două momente de timp astfel ca s < t. Dacă există ( ( ( ca (s,x) ~(,( (t,y) atunci x < y. În cazul dobînzii simple i,
 există  ( ca (s,x) ~(,( (t,y) ( 1 < y/x ( 1 + i(t-s) + 
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Demonstraţie.

Fie y(() ca (s,x) ~(,( (t,y(()) (  y(() = x
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. Din ipotezele H2 şi H3 rezultă evident că y(() > x. În cazul dobînzii simple funcţia y(() devine y(()  = 
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 Dobîndă instanantee

Să presupunem că funcţia de fructificare este omogenă, deci f(x,s,t) = x((s,t), aşadar dobînda unitară d(s,t) = ((s,t) – 1 nu depinde de cantitatea x. Să presupunem că funcţia s ( ((s,t) este derivabilă pentru orice s. Cum d(s,s) = 0, putem scrie 
(21)

d(s,t) = 
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Definiţia 7. Spunem că d este o dobîndă simplă dacă 
(22)

s < t < u ( d(s,t) + d(t,u) = d(s,u)


Dacă funcţia s ( ((s,t) este derivabilă pentru orice s putem caracteriza astfel dobînda simplă


Propoziţia 9. Fie ( un factor de fructificare derivabil în a doua variabilă. Dobînda d = ( - 1 este simplă dacă şi numai dacă funcţia hs de la (21) nu depinde de s, adică dacă ( poate fi scris sub forma 

(23)

s < t ( d(s,t) = 
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Dacă este aşa, h se numeşte dobînda simplă instantanee.

Demonstraţie. Pentru s = 0, condiţia (22) devine 
(24) s ( t  ( d(s,t) = d(0,t) – d(0,s)
Fie h(x) = 
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deci   d(s,t) = 
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Termenul de dobîndă instananee este rezervat pentru cel de dobîndă compusă instantanee. 

Definiţia 8. Spunem că d este o dobîndă compusă dacă factorul de fructificare (=d+1 este scindabil, deci dacă ((s,t)((t,u) = ((s,u) ( s <t<u

Fie F(s,t) = lnd(s,t). Atunci F este o dobîndă simplă. În ipoteza că este derivabilă în a doua componentă, ea poate fi scrisă sub forma F(s,t) = 
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. Funcţia ( se numeşte dobînda instantanee a lui (.

Este evident că ea poate fi scrisă sub forma

(25)
((t) = (ln ((0,t))’ = 
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(26)
((s,t) = 
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Propoziţia 10. Dacă ( este constantă, atunci  legătura între dobînda anuală i şi dobînda instantanee (  este
(27) 1 + i = e(
Demonstraţie. Evident.(

Exerciţii

1. Funcţia de fructificare f se numeşte aditivă dacă 
(21)
f(x,s,t) + f(y,s,t) = f(x+y,s,t) ( x,y > 0, s,t ( I

Arătaţi că, dacă f este continuă în x pentru orice s,t fixat, atunci f este aditivă ( f este omogenă.


Demonstraţie. „(” este evidentă. Demonstrăm „(”. Fie ((s,t) = f(1,s,t). Atunci f(2,s,t) = f(1+1,s,t) = 2f(1,s,t) = 2((s,t). Prin inducţie, f(n,s,t) = n((s,t) ( n natural. Pe de altă parte, ((s,t) = f(n(
[image: image41.wmf]n

1

,s,t) = nf(
[image: image42.wmf]n

1

,s,t) ( f(
[image: image43.wmf]n

1

,s,t) = 
[image: image44.wmf]n

1

((s,t) ( f(x,s,t) = x((s,t) ( x număr aţional pozitiv etc.(

2.Fie ( un factor de fructificare. Găsiţi clasele de echivalenţă ale relaţiei „ ~(,(”.


Răspuns. C(s,x) = ((t,y)( (s,x) ~(,( (t,y)( = ((t,
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3. Comparaţi următorii factori de fructificare şi găsiţi-le dobînda instantanee.

(1(s,t) = 1 + i(t-s), (2(s,t) = (1+i)t-s, (3(s,t) = 
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. În ultima relaţie T este un număr pozitiv. Ce semnificaţie are?  


Răspuns. Dacă 0 < t-s < 1, atunci (2 < (1 < (3 iar dacă t-s > 1 atunci  (1 < (2 < (3 . Pentru (1 şi (3 nu are sens noţiunea strictă de dobîndă instantanee, deoarece nu sînt dobînzi compuse. Dacă acceptăm o definiţie mai largă, anume că ((s,t) = 
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, atunci (1(s,t) = 
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, (2(s,t)=( şi (3(s,t) = 
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. T are semnificaţia de moment al capitalizării. Momentele capitalizărilor sunt de forma kT, k număr naturala; între capitalizări dobînda este simplă iar la capitalizări este compusă. Pentru t-s = kT + u, cu 0 (  u < T ea are valoarea  ((s,t) = 
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4. Scontare. Cineva are de încasat o poliţă în valoare de x UM  scadentă la momentul t. Are însă nevoie de bani la momentul ( < t şi doreşte să o vîndă unei bănci. Banca practică un coeficient de fructificare (. Ce sumă îi va oferi banca?
R. Ideal ar fi să îi cumpere poliţa cu x/(((,t) UM . În realitate banca plăteşte mai puţin, mai reţine şi o taxă de andosare, a, adică de acceptare a serviciului de protestare a poliţei. Diferenţa x – a - x/(((,t) se numeşte taxă de scont. 
5. O dobîndă simplă continuă e staţionară dacă şi numai dacă admite o dobîndă simplă instantanee constantă.

R. Dacă d este o dobîndă simplă atunci d(s,t) = d(0,t) – d(0,s). Cum e şi staţionară, ea coincide cu d(0,t-s). Deci funcţia continuă f(t) = d(0,t) satisface ecuaţia f(x+y) = f(x)+f(y) ( x,y(0. Prin procedeul obişnuit (notăm i = f(1), deci f(n) = ni ( n natural, apoi f(r) = ri ( r raţional pozitiv) verificaţi că f(t) = it.

6.   O dobîndă compusă continuă e staţionară dacă şi numai dacă admite o dobîndă simplă instantanee constantă.
R. Ştim că ((s,t) = 
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 cu h(0) = 1, h crescătoare. Egalitatea de staţionaritate ((s,t) = ((0,t-s) devine h(t) = h(s)h(t-s) pe care o logaritmăm şi aplicăm exerciţiul precedent. 
7. Dobîndă medie. Să presupunem că funcţia d(s,t) =
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 este simplă şi că h este o funcţie periodică de perioadă T. Rata medie a dobînzii este i = 
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. Cît de mult greşim dacă presupunem că d(s,t) ≈ i(t-s)? Calculaţi eroarea maximă dacă h(t) = i +(sinTt.
R. Scriem t-s = kT + ( cu 0 ( ( < T. Fie d0(s,t) = i(t-s) = i(kT+(). Pe de altă parte d(s,t) =
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, toate integralele, mai puţin ultima, coincid cu 
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8.   Un client depune în fiecare an 1UM la o bancă, cu capitalizare anuală. Ratele dobînzilor sunt i1 pe intervalul [0,1) – adică în primul an – , i2 pe intervalul [1,2) – adică în al doilea an , etc... Dacă banii  se scot în intervalul dintre capitalizări, se practică dobînda simplă cu rata dobînzii de cont curent jk < ik. Fie S(t) suma pe care ar avea-o dacă şi-ar retrage toţi banii la momentul t. Calculaţi S(t). 
R. Presupunem t = k + (, cu 0 ( ( < 1 (retragerea se face între anii k şi k+1).

Prima depunere ar valora (1+i1)(1+i2)...(1 + ik)(1 + (jk+1); a doua, (1+i2)...(1 + ik)(1 + (jk+1)  etc. Deci S(k+() = (1 + (jk+1)[(1+ik) +(1+ik-1) (1+ik) + ...+ (1+i1)(1+i2)...(1 + ik)]. Pentru a găsi S(t) înlocuim k cu [t] şi ( cu (t(.

9.   În scenariul de mai sus clientul ştie doar valorile  medii 
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 ale ratelor dobînzilor. Cît ar fi atunci S(t)?


R. S(k+() = (1 + (
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10. Cine este ((s,t) în cadrul scenariului de la ex. 8?

R. Scriem s = m + (, t = m+k+(+ε cu 0 ( (,ε < 1. Sunt două posibilităţi:

a. ( + ε < 1. Atunci depunerea s-a  făcut în intervalul de timp [m,m+1), cînd dobînzile la depozit şi la termen erau im+1 şi jm+1 iar retragerea se face în intervalul [m+k,m+k+1), deci atunci ((s,t) = (1 + εjm+k+1)(1+im+1)(1+im+2)...(1+im+k)

b. ( + ε = 1 + ( ( 1. acum retragerea se face în intervalul [m+k+1,m+k+2) cînd dobînda de cont curent este jm+k+2. Deci ((s,t) = (1 + εjm+k+2)(1+im+1)(1+im+2)...(1+im+k)

Dacă (=0 (facem depunerea la 1 ianuarie) avem o formulă simplă

((s,t) = (1 + (t-s(j[t]+1)(1+is+1)...(1 + i[t]). 
Titlu de valoare = 
Bilet la ordin = D se obligă să-i plătească lui C o sumă de bani S la data t .

Cambie = C îi ordonă lui D să plătească la data t o sumă de bani beneficiarului B.
Scontare = C se duce la banca ( şi vinde biletul la ordin sau se duce la banca ( să vîndă cambia. Le vinde mai ieftin.
Rambursarea unui credit. 

Depozit bancar

Credit

� Dicţionar de economie, coordonator Niţă Dobrotă, Ed. Economică, Bucureşti 1999 


�  Nu trebuie să avem prea mare încredere în dicţionare, deoarece ele ne pot da impresia dezastruoasă a înţelegerii, aşa cum ne avertiza profesorul meu Vasile Tonoiu la cursul lui de filosofie (anii ’70 ).





� În engleză se spune „interest”.
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