Lecţia 4. Principiul utilităţii medii. Noţiuni fundamentale

Principiul utilităţii medii descris în lecţia precedentă, cu o vechime de peste 60 de ani, are meritul de a fi elegant matematic şi de a oferi o explicaţie relativ simplă nevoii de asigurare.

Preţ de vînzare, preţ de cumpărare

Să presupunem că un individ, numit V (vînzătorul) are un bun pe care vrea să îl vîndă – un teren, acţiuni la bursă, un imobil, etc. Bunul respectiv poate fi şi negativ – teama de a nu i se intîmpla vreun incendiu, vreo avariere a maşinii, vreun atac al hoţilor şi aşa mai departe. Presupunem – evident, simplificînd - că avutul lui se compune dintr-o parte fixă, a, şi bunul pe care vrea să îl vîndă, X. Presupunem  de asemenea că el are o funcţie de utilitate, u : I ( ( care este continuă şi strict crescătoare.

Ce preţ are cere el pentru X? În literatură acest X s enumeşte loterie.

Conform principiului utilităţii medii, înainte de a face vînzarea, averea lui este a + X, deci utilitatea medie este Eu(a + X). Ca vînzarea să îi convină, el ar cere un preţ H în aşa fel ca 
(1)

u(a+H) ( Eu(a+X)

 
Fireşte că presupunem că u(a+X) ( L1, altfel nu ar exista utilitatea medie.


Exemplu 1. V se gîndeşte să vîndă un teren agricol. Cîştigul pe care îl are de pe urma lui este de 1 UM dacă anul e normal, 4 UM dacă anul e bun şi -1 UM dacă anul e secetos. Presupunem că el ştie că din 10 ani 2 sunt secetoşi, 5 sunt normali şi 3 sunt buni. Pe lîngă teren, nu mai are nici un ban. Atunci terenul pus în vînzare s-ar identifica cu o variabilă aleatoare X  ~ [image: image1.wmf]÷
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şi utilitatea sa medie ar fi Eu(X) = (2u(-1) + 5u(1) + 3u(4))/10
Ar dori un preţ H ca 10u(H) ( 2u(-1) + 5u(1) + 3u(4)


Dacă funcţia sa de utilitate sa este u(x) = (x-4)3 , atunci ar trebui ca 
10(H- 4)3 ( -2(53 - 5( 33 + 3(03 ( 10(H- 4)3 (  - 385 ( H – 4 ( -
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≈ - 3.376

adică ultimul său preţ ar fi H =  0.6233
Dacă ar avea aceeaşi funcţie de utilitate, dar averea iniţială ar fi de 12 UM , atunci inecuaţia ar deveni 10u(12+H) ( 2u(12-1) + 5u(12+1) + 3u(12+4)
Adică 10(8+H)3 ( 2(73 + 5(93 + 3(123 =14510 ( 8+H ( 
[image: image3.wmf]3
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≈11.3211 ( H ( 3,3211


Deci averea iniţială contează în stabilirea lui H la fel de mult ca şi utilitatea. 


În concluzie, ultimul preţ al lui V, sub care nu poate coborî dacă nu vrea să vîndă „în pierdere” este soluţia H a ecuaţiei 
(1’)

Eu(a + X) = u(a + H)

Definiţia 1. Soluţia H a ecuaţiei Eu(a + X) = u(a + H) se numeşte preţul de vînzare al lui X la averea iniţială a şi la utilitatea u. Se notează H = pv(X,a; u). Dacă nu este pericol de confuzie se notează doar pv(X,a).

Acum să spunem că apare în scenă şi al doilea personaj, C – cumpărătorul informat. El ştie de asemenea repartiţia lui X, dar diferă prin aceea că are o altă funcţie de utilitate, U şi o altă avere iniţială, A. 

Cînd i-ar conveni să cumpere bunul X?


Aplicăm acelaşi principiu. Înainte de efectuarea tranzacţiei averea cumpărătorului era A, deci utilitatea sa era U(A). După plătirea unui preţ ( pentru achiziţionarea lui X, noua sa utilitate medie este EU(A+X-(). 

Cumpărătorului îi convine tranzacţia dacă 
(2)

U(A) ( EU(A+X- () 
Exemplu 1. Continuare.  Să presupunem că utilitatea cumpărătorului este U(x) = 
[image: image4.wmf]x

 şi averea sa este A = 9 UM. Cum A+X - ( ~ 
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,condiţia ca tranzacţia să fie profitabilă devine 30 ( 
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De data aceasta ecuaţia nu mai are soluţii explicite. Cu ajutorul calculatorului găsim că ( ( 1.411
Cel mai mare preţ pe care C ar accepta să îl plătească pentru X ar fi ≈ 1.411, adică soluţia ecuaţiei
(2’)

EU(A+X- () = U(A)
Definiţia 2. Soluţia ( a ecuaţiei EU(A + X - () = u(A) se numeşte preţul de cumpărare al lui X la averea iniţială A şi la utilitatea U. Se notează ( = pc(X,A; U). Dacă nu este pericol de confuzie se notează doar pc(X,A).
De remarcat că putem privi preţul de cumpărare ca pe un preţ de vînzare, la altă avere iniţială:
Propoziţia 0. pc(X,A; U) = pv(X,A- pc(X,A; U)  ; U).

Demonstraţie. Fie b = A - pc(X,A; U). Atunci H = pv(X,b; U) este soluţia unică a ecuaţiei EU(X+b) = U(b + H) . Dar H =  pc(X,A; U) satisface această ecuaţie: b + H = A şi ecuaţia devine EU(X+A- pc(X,A; U)) = U(A), exact ecuaţia care defineşte preţul de cumpărare.(
Revenind la problema posibilităţii tranzacţiei: vînzătorul doreşte un preţ H ( pv(X,a; u) iar cumpărătorul nu este dispus să dea decît un preţ ( ( pc(X,A; U).

Din punctul de vedere al PUM (Principiului Utilităţii Medii) tranzacţia se poate face dacă şi numai dacă intersecţia intervalelor [pv(X,a; u), () şi ( - (, pc(X,A; U)] este nevidă. Aşadar

Definiţia 3. Spunem că vînzătorul V caracterizat de averea iniţială a şi utilitatea u este compatibil (relativ la bunul X) cu cumpărătorul C caracterizat de averea iniţială A şi  utilitatea U dacă şi numai dacă  pv(X,a; u) ( pc(X,A; U). Dacă cei doi sunt compatibili pentru orice loterie X spunem că V (a,u) este compatibil cu C (A,U)
Pe exemplul de mai sus, în care u(x) = (x – 4)3 şi U(x) = 
[image: image7.wmf]x

, V (0,u) este compatibil relativ la loteria X cu C (9,U) deoarece pv(X,0; u) ≈0.6233 < pc(X,9; U) ≈ 1.411, dar V (12,u) nu mai este compatibil cu acelaşi cumpărător deoarece pv(X,12; u) ≈3,3211 > pc(X,9; U)
Sensul definiţiei este că se poate face un contract de vînzare – cumpărare decît dacă cei doi - V şi C – sînt compatibili.
Să vedem acum cum se aplică acelaşi principiu la asigurări.
De data asta V este potenţialul asigurat. El are un obiect pe care vrea să îl asigure. Se teme de posibile pierderi; teama lui poate fi cuantificată într-o variabilă aleatoare – X. 

Vom numi în cele ce urmează această variabilă aleatoare risc. 
Cel mai des întîlnit exemplu este dacă are un accident de maşină. Pentru acest lucru, este gata să plătească un preţ, H. Ca să fie o tranzacţie profitabilă, ar trebui ca Eu(a – X) ( u(a – H). Cel mai mare preţ pe care ar fi dispus să îl plătească ar fi soluţia H a ecuaţiei 
(3)

Eu(a – X) = u(a – H).
Conform cu cele de mai sus,  - H = pv(- X,a; u) ( H = –  pv(- X,a; u).
Definiţia 4. Vom numi cantitatea H(X,a; u) = - pv( - X,a;u) primă de asigurare de tip client.
O numim aşa deoarece este maximul sumei de bani pe care un client cu utilitatea u ar fi dispus să o plătească pentru asigurare.  Altfel ar prefera să se autoasigure – vede el ce face la necaz.

Fiecărei utilităţi u i se poate ataşa duala ei u*(x) = - u( - x). Cu ajutorul ei ecuaţia (3) se scrie

(3’)

Eu*(X – a) = u*(H – a) 

de unde rezultă relaţia

(3”)

H(X,a,u) = pv(X, - a; u*)
Exemplul 1. Continuare. V este cel cu terenul care îi aduce venitul  
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 . El vrea să se asigure în aşa fel încît în fiecare an – fie el şi secetos – să aibă garantat un venit de cedl puţin 1 UM . Singurii ani în care ar cere despăgubiri ar fi cei secetoşi, şi atunci ar vrea să ceară 2 UM, în aşa fel încît să aibă asigurat venitul minimal. Deci X ~ [image: image9.wmf]÷
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. Ce primă ar fi dispus să plătească pentru această asigurare? Utilitatea lui este aceeaşi, u(x) = (x+4)3 

Dacă averea este 0 atunci ecuaţia (3) devine Eu(-X) = u(-H) ( E(4 – X)3 = (4 – H)3. 

Cum (4 – X)3 ~ [image: image10.wmf]÷
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, rezultă 4 – H = 
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 ≈ 3.7516 ( H ≈0.2484
Dacă averea este 12 UM, ecuaţia (3) ar fi Eu(12 – X) = u(12 – H) ( E(16 – X)3 = (16 – H)3 ( 16 – H = 
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≈ 15.64 ( H ≈ 0.3601. De remarcat că EX = .4; în ambele situaţii, V nu ar fi dispus să plătească peste media pagubei.
Acum  C este potenţialul asigurator. El are utilitatea U şi averea iniţială A. El este dispus să asigure paguba – X dacă primeşte un preţ destul de avantajos din punctul lui de vedere, (. Înainte de efectuarea tranzacţiei, averea lui este A iar apoi devine A – X + (.Ca afacerea să îi convină, trebuie ca U(A) ( EU(A – X + (). Cel mai mic preţ pe care l-ar accepta ar fi soluţia ecuaţiei
(4)

EU(A – X + () = U(A) 

de unde se vede că - ( = pc(-X,A; U) . 

Definiţia 5. Vom numi cantitatea ((X,a; u) = - pc( - X,a;u) primă de asigurare de tip asigurator.

Folosind utilitatea duală U*(x) = - U(-x) ecuaţia (4) se poate scrie

(4’)

EU*(-A + X  - () = U*(-A), deci ((X,A; U) = pc(X,-A; U*)

Condiţia ca să se poată face un contract de asigurare între V şi C este ca V să fie dispus să ofere o primă de asigurare mai mare decît i-ar cere C, adică

(5)

((X, A;U) ( H(X,a; u)

Definiţia 6. Dacă inegalitatea (5) este valabilă pentru orice risc X, spunem că V (a,u) este compatibil cu C (A,U).
Exemplul 1. Continuare. Cît ar cere C să asigure riscul X ~ [image: image13.wmf]÷
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. Ca şi înainte utilitatea sa este U(x) = [image: image14.wmf]x

 şi averea sa este A = 9 UM. Cum A – X + ( ~ 
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 avem de rezolvat ecuaţia 8
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 = 30 . Ecuaţia chiar se poate rezolva, de exemplu putem pune  7 + ( = x2 ( 4
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( x = 
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 ≈ 2.7238 ( ( ≈2.72382 – 7 ≈ 0.419
Nu se poate face vreun contract de asigurare între V şi C: H ≈ 0.36 < ( ≈0.42
O problemă demnă de atenţie este de a caracteriza perechile (a,u) şi (A,U) pentru care V (a,u) este compatibil cu C (A,U)
Compararea preţurilor de vînzare şi de cumpărare

Ne propunem să răspundem la o problemă mai simplă: dacă u şi v sunt două utilităţi strict crescătoare şi continue, cînd preţul dat de prima este mereu mai mic decît cel dat de a doua?

Să precizăm

Problema 1. Fie u,v : I ( ( două utilităţi continue şi strict crescătoare. Cum putem să decidem dacă pv(X,a;u) ( pv(X,a;v) pentru orice variabilă aleatoare  X şi pentru orice a cu proprietatea că a + X ( I?

Dacă înlocuim X cu a + X, observăm că putem renunţa la ipoteza „pentru orice a”. 

Vom nota în acest caz u (pv v : u e dominat de v din punctul de vedere al preţului de vînzare. Aşadar u (pv v ( pv(X,0;u) ( pv(X,0;v) pentru orice variabilă aleatoare X ( I.
Aceasta este o comparaţie foarte puternică.

Propoziţia 1. Fie u şi v două utilităţi cu acelaşi domeniu de definiţie.
Atunci 
u (pv v ( v(u-1 este convexă
Demonstraţie.

Conform ecuaţiei (1’),  pv(X,a; u) = u-1(Eu(a+X)) – a, pv(X,a; v) = v-1(Ev(a+X)) – a aşadar
u (pv v ( u-1(Eu(a+X)) ( v-1(Ev(a+X)) ( a,X ( (v(u -1)(Eu(Y)) ( Ev(Y) pentru orice Y pentru care relaţia are sens. Fie g = v(u -1 ( v = g(u . Deci u (pv v  ( g(Eu(Y)) ( Eg(u(Y) ( Y. Fie Z = u(Y). Deci g(EZ) ( Eg(Z) ( Z. Dacă luăm Z ~ 
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obţinem chiar definiţia convexităţii. (

Acelaşi lucru este valabil şi pentru preţurile de cumpărare. 

Propoziţia 2. Fie u şi v două utilităţi cu acelaşi domeniu de definiţie.
Atunci pc(X,a; u) ( pc(X,a; v) ( a,X pentru care relaţia are sens ( v(u -1 e convexă.


Demonstraţie. Fie f(s) = Eu(X+a - s) şi g(t) = Ev(X + a – t). Funcţiile f şi g sunt strict descrescătoare şi continue. Apoi pc(X,a; u) este soluţia s a ecuaţiei f(s) = u(a) adică

 pc(X,a; u) = f -1(u(a)) şi, analog,  pc(X,a; v) = g -1(v(a)). Ipoteza pc(X,a; u) ( pc(X,a; v) este deci echivalentă cu f -1(u(a)) ( g -1(v(a)) ( (g(f -1)(u ( v (căci g este descrescătoare!). De aici rezultă g(f -1 ( v(u -1. Fie h = v(u -1 ( v = h(u. Deci g(f -1 ( h   ( g(t) ( h(f (t) ( t adică
Ev(a+X-t) ( h(Eu(a+X-t)) ( a,t . Fie Z = u(a+X-t). Atunci v(a+X-t) = h(Z). Înlocuind în inegalitatea anterioară găsim Eh(Z) ( h(EZ) ( Z deci h este convexă. (

Corolar 3. pv(X,a; u) ( pv(X,a; v) ( a,X ( pc(X,a; u) ( pc(X,a; v) ( a,X
Acest rezultat justifică notaţia

(6)

u ( v (  u (pv v ( v(u-1 este convexă
deoarece inegalitatea dintre preţurile de vînzare se păstrează şi la preţurile de cumpărare.

Corolar 4. Următoarele afirmaţii sunt echivalente
(i).
u e concavă  ( pv(X,a; u) ( EX ( pc(X,a; u) ( EX
(ii).
u e convexă  ( pv(X,a; u) ( EX ( pc(X,a; u) ( EX

(iii).
u şi v dau aceleaşi preţuri ( v este o scalare a lui u.

Demonstraţie. 

(i).  Fie v(x) = x. Este evident că pv(X,a; v) = pc(X,a; v) = EX . Aplicăm Corolarul precedent făcînd observaţia că v(u-1 este convexă ( (v(u-1) -1 este concavă ( u(v-1 este concavă. Dar v(x) = x ( v = v-1. Aşadar v(u-1 convexă ( u concavă ( u ( v ( pv(X,a; u) ( pv(X,a; v) ( pc(X,a; u) ( pc(X,a; v)  ( pv(X,a; u) ( EX ( pc(X,a; u) ( EX.
(ii). Analog.

(iii).  u ( v & v ( u ( v(u-1 şi u(v -1 sunt convexe ( v(u-1 şi (v(u-1) -1 e convexă ( v(u -1 e afină ( v = au + b . (

Rezultatul de mai sus devine interesant dacă u şi v sunt de clasă C2. Atunci se ştie că u este convexă ( u” ( 0.
Corolar 5. Dacă u şi v sunt utilităţi strict crescătoare de clasă C2 atunci

(7)

u ( v   ( 
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Demonstraţie. Fie h = v(u-1 ( v = h(u. Atunci v’ = h’(u)u’ ( h’(u) = 
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v’’ = h’’(u)(u’)2 + h’(u)u’’ ( h’’(u) = 
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. Aşadar h convexă ( h”(u) ( 0 ( 
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( 0. Reciproc, trebuie făcută o mică analiză a intervalelor pe care sunt definite funcţiile. Dacă u: I (J1, v: I ( J2 sunt bijective, atunci h: J1 ( J2 , deci  h”(u(x)) ( 0 ( x ( I ( h’’(y) ( 0 ( y ( J1 ( h’’ ( 0 ( h este convexă. (

Definiţia 7. Fie u o utilitate de clasă C2 cu u’ > 0. Funcţia ru =  
[image: image27.wmf]'
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se numeşte coeficientul de apetenţă la risc al lui u. 

Corolarul 5 poate fi atunci reformulat sub forma uşor de reţinut
Corolar 6. Dacă u şi v sunt utilităţi strict crescătoare de clasă C2 atunci

(8)

u ( v   ( ru  ( rv


Sensul intuitiv este: cu cît coeficientul de apetenţă la risc este mai mare, cu atît decidentul practică preţuri mai mari: şi de cumpărare, şi de vînzare.


Decidentul riscofob are funcţia de utilitate concavă: corolarul 4 spune că atunci preţurile sale sunt sub medie. Decidentul riscofil, dimpotrivă, are utilitatea convexă: preţurile sale vor fi peste medie. 


De aceea avem un prim rezultat


Propoziţia 7. Dacă V este riscofob şi C este riscofil, atunci şi V(a,u) este compatibil cu C(A,U) indiferent de a şi A.

Demonstraţie. Evident. Dacă este riscofob atunci pv(X,a; u) ( EX (  pc(X,A; U).
Deci un asigurat riscofob este întotdeauna compatibil cu un asigurator riscofil.

Decît că aceasta este o falsă problemă: nu există asiguratori riscofili. Prin axiomă, ei sunt riscofobi. Prima de asigurare este întotdeauna peste medie. 

Cele mai simple funcţii de utilitate sunt cele pentru care ru = r = constant. Ele se numesc utilităţi CARA. 
Propoziţia 8. Dacă u este o utilitate CARA atunci ea este de forma 

(9)
u(x) = (erx + (  cu ( > 0 dacă r > 0  

sau 

(10)
u(x) = ( - (e rx  cu ( > 0 dacă r < 0

sau

(11)
u(x) = (x + (   cu ( > 0 dacă r = 0

Pentru toate aceste tipuri de utilităţi 

(12)
pv(X,a; u) = pc(X,a; u) = kX(r)/r dacă r ( 0 , unde kX = lnmX (
)
sau

(13)
pv(X,a; u) = pc(X,a; u) = EX dacă r ( 0

Demonstraţie. Avem de rezolvat ecuaţia 
[image: image28.wmf]'
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 = r ( (ln u’)’ = r ( lnu’ = ax + b etc. 
Să presupunem că r > 0. Cum u(x) = (erx + ( este o rescalare a utilităţii x ( erx, ele dau aceleaşi preţuri cf.  Corolar 4(iii), deci putem presupune că ( = 1, ( = 0. Ecuaţia preţului de vînzare este Eer(X+a) = er(H + a) ( EerX = erH ( kX(r) = rH ( H = kX(r) / r .

Dacă r < 0 putem  lua utilitatea u(x) = 1 – erX şi rezultatul este acelaşi. 

Dacă r = 0, utilitatea este u(x) = x deci ecuaţia este E(X + a) = H + a ( H = EX.  Deci preţul de vînzare nu depinde de a; cum preţul de cumpărare este tot un preţ de vînzare, la altă avere iniţială b – vezi propoziţia 0 –  el trebuie să coincidă cu cel de vînzare. (
Notaţie. Hr(X) = 
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se numeşte prima exponenţială sau preţul exponenţial.

Corolar 9. Dacă X este o variabilă aleatoare cu coadă scurtă, funcţia r ( Hr(X) este crescătoare.

Demonstraţie.  Aplicăm corolarul 6. De exemplu, dacă 0 < r ( r’, u(x) = erx, v(x) = er’x atunci ru ( rv deci u ( v.  Dacă r < r’ < 0 luăm utilităţile u(x) =  1 - erx, v(x) = 1-  er’x etc. erx, v(x) = er’x etc. (

Exemple 2.
	Repartiţia
	Funcţia generatoare de momente m(t)
	Hr(X)

	Binomial (n,p)
	(1 – p + pet)n
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Corolar 10. Dacă atît V cît şi C au utilităţi CARA, cu coeficienţi de apetenţă la risc rV şi rC atunci V(a,u) este compatibil cu C(A,U) dacă şi numai dacă rV ( rC .
Demonstraţie. Pentru utilităţile CARA am văzut că averea iniţială nu contează şi, în plus, preţurile de vînzare şi cumpărare coincid. Aşadar pv(X,a; u) ( pc(X,A; U) ( 
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Interpretare în termeni de asigurări: dacă atît asiguratul cît şi asiguratorul au utilităţi CARA riscofobe, atunci asigurarea se poate face dacă şi numai dacă asiguratul se teme mai mult de risc decît asiguratorul. 
Aşa se explică şi de ce asiguratul ar fi dispus să plătească un preţ peste medie pentru a scăpa de risc.
Revenim la problema 1. O problemă mai apropiată de realitate ar fi să găsim condiţii în care preţurile de vînzare să poată fi comparate pentru o anume categorie de variabile aleatoare. De exemplu pentru riscuri (care sunt negative) sau pentru dobînzi (care sunt pozitive). 
Problema 2. Fie u,v : I ( ( două utilităţi continue şi strict crescătoare. Fie J un interval oarecare. Cum putem să decidem dacă pv(X,a;u) ( pv(X,A;v) pentru orice variabilă aleatoare  X: Ω ( J ? Dacă înlocuim utilitatea u(x) cu u(a + x) şi v(x) cu v(A + x) problema s-ar putea reformula astfel:

Fie u: Iu ( (, v: Iv ( (, J ( Iu ( Iv. Notăm 

(15)
u (J v  ( pv(X,0;u) ( pv(X,0;v) pentru orice variabilă aleatoare X : Ω ( J 

Cum se poate caracteriza relaţia „(J”?

Dacă, de exemplu,  u ([0,() v înseamnă că posesorul primei utilităţi practică preţuri de vînzare mai mici pentru toate loteriile pozitive, iar dacă u ((-(,0) v atunci se întîmplă acelaşi lucru pentru loteriile negative – adică pentru riscuri. Acesta este cazul interesant în asigurări.
Caracterizarea relaţiei „(J” este 
Propoziţia 11. 

u (J v  ( (v(u-1)(u(J) este convexă ( ru(x) ( rv(x) ( x ( J

Ultima echivalenţă este valabilă pentru utilităţi de clasă C2.
Demonstraţie. Fie h = v(u-1. Avem pv(X,0;u) ( pv(X,0;v) ( u -1(Eu(X)) ( v -1(Ev(X)) ( h(Eu(X)) ( Eh(u(X)) pentru orice variabilă aleatoare X : Ω ( J . Fie Y = u(X). Atunci Y este o variabilă aleatoare cu valori în intervalul u(J). Luînd X o variabilă aleatoare care ia numai două valori, vedem că restricţia h(u(J) trebuie să fie convexă. Dacă u,v sunt de clasă C2, atunci condiţia este echivalentă cu h”(u(x)) ( 0 ( x ( J . Demonstraţia corolarului 5 ne arată că h”(u) =[image: image46.wmf]÷
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Exemplul 1. Continuare:  u(x) = (x - 4)3 , v(x) = 
[image: image48.wmf]x
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;  cele două utilităţi sunt comparabile numai pe intervalul [0,(). Pe intervalul (1.25, 4), ru ( rv. Înseamnă că pentru variabile aleatoare X: Ω ( (1.25, 4), preţul de vînzare al decidentului cu utilitatea u este mai mic decît cel cu utilitatea v.  Dacă vînzătorul V are prima utilitate, el este chiar mai riscofob decît cumpărătorul C pentru loterii cu valori cuprinse în acest interval. Acest lucru explică de ce la averea a = 0, A = 9 tranzacţia din exemplu este totuşi posibilă. 

Definiţia 8. Să presupunem că un decident are o funcţie de utilitate u de clasă C2. Spunem că el are un comportament economic normal dacă funcţia ru este crescătoare.  
Sensul este următorul: în general oamenii se tem de risc dacă averea lor este mică, dar aversiunea lor la risc scade pe măsură ce averea creşte. În exemplul de mai sus, a doua utilitate denotă un comportament normal, spre deosebire de prima, deoarece funcţia ru(x) = 
[image: image51.wmf]4
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 nu este crescătoare. 
Propoziţia 12. Fie u o utilitate de clasă C2 pentru care ru este crescătoare. Atunci funcţia HX(a) = pv(X,a;u) este crescătoare pentru orice loterie X.
Demonstraţie. Fie a ( b. Atunci pv(X,a;u) = pv(X,0;ua) iar pv(X,b;u) = pv(X,0;ub) unde ua(x) = u(x+a) şi ub(x) = u(x+b). Coeficienţii de apetenţă la risc pentru cele două utilităţi sunt  ru(x + a) pentru prima utilitate şi ru(x+b) pentru a doua. Cum ru(x + a) ( ru(x+b) ( x, înseamnă că pv(X,0;ua) ( pv(X,0;ub).(
Pentru a putea da un răspuns mai satisfăcător la întrebarea: cînd V(a,u) este compatibil cu C(A,U) – nu numai în cazul în care ru şi rU sunt constante – avem nevoie de aproximări pentru cele două preţuri, de vînzare şi cumpărare.

Aproximări ale preţurilor de vînzare şi de cumpărare

Începem cu una aproape evidentă.

Propoziţia 13. Fie X o variabilă aleatoare din L(. Dacă m ( X ( M a.s., atunci 
(16)

m ( pv(X,a;u), pc(X,a;u) ( M

Demonstraţie. u(a+m) (  Eu(a+X) = u(a + pv(X,a;u)) ( u(a + M). Cum u este strict crescătoare, deducem că a+m ( a + pv(X,a;u) ( a + M. 
Apoi conform propoziţiei 0, preţul de cumpărare este tot un preţ de vînzare, la altă avere iniţială, deci  m ( pc(X,a;u) (  M.


Propoziţia 14. 
(i).
Fie X o variabilă aleatoare ca m ( X ( M a.s. Presupunem că V(a,u) şi C(A,U) au comportament economic normal. Dacă ru ( rU şi a + M ( A, atunci V(a,u) este compatibil cu C(A,U). 
(ii). 
Dacă în plus V şi C sunt riscofobi, ru ( rU şi a + EX ( A atunci V(a,u) este compatibil cu C(A,U). 


Demonstraţie.
 (i). ru ( rU ( pv(X,a;u)(  pv(X,a;U). Pe de altă parte pc(X,A;U) = pv(X, A - pc(X,A;U) ;U) ( pv(X, A - M ;U) ( căci pc(X,A;U) ( M ) iar pv(X, A - M ;U) ( pv(X, a ;U) (căci A – M ( a), deci în concluzie pc(X,A;U) ( pv(X, a ;u) 
(ii). Dacă atît V cît şi C sunt riscofobi, pc(X,A;U) ( EX deci 

pc(X,A;U) = pv(X, A - pc(X,A;U) ;U) ( pv(X, A - EX ;U) ( pv(X, a ;U) ( pv(X, a ;u)  (
Interpretare în termeni de asigurări: O condiţie suficientă de compatibilitate între  asigurat şi asigurator este ca ambii să aibă comportament economic normal, asiguratul să fie mai riscofob şi mai sărac decît asiguratorul. 

O aproximare mai bună este cea a lui Esscher.


Propoziţia 14. Fie u o utilitate de clasă C2. 
 Dacă u este o utilitate convexă, atunci
(17)

Eu(X) ( pv(X,a;u) ( 
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Iar dacă este o utilitate concavă, atunci

(18)

[image: image53.wmf][
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Demonstraţie.
Fie H = pv(X,a; u). Dezvoltăm în serie pe u(a+H) în jurul lui a + X folosind restul sub forma lui Lagrange, reţinînd primii doi termeni: 
u(a+H) = u(a+X) + u’(a+X)(H – X) + u”(()(H – X)2/ 2 

unde ( este o variabilă aleatoare cuprinsă între a + X şi a + H. Să notăm că dacă u este convexă, u”(() ( 0 iar dacă este concavă,  u”(() ( 0. 

Mediem şi ţinem seama de faptul că Eu(a+X) = u(a+H). Rezultă

0 = HEu’(a + X) – E(Xu'(a+X)) + E[u”(()(H – X)2/ 2]

Dacă u este convexă ultima cantitate este pozitivă, deci HEu’(a + X) – E(Xu'(a+X)) ( 0, de unde rezultă imediat (17); iar dacă u este concavă, HEu’(a + X) – E(Xu'(a+X)) ( 0, de unde rezultă (18). (

O aproximare celebră este cea Arrow – Pratts. Ea nu este chiar matematică, ci, am zice, semimatematică: nu se ştie cît este de bună şi nici nu avem vreun cleşte de tipul (17) şi (18). Este scuzabilă totuşi, deoarece nu este dată de matematicieni, ci de economişti.


Iată cum au procedat cei doi: Fie ( = EX , (2 = Var(X), H = pv(X,a; u). Dezvoltăm în serie în jurul lui a + ( :u(a+X)    = u(a + () + u’(a + () (( - X) + u”(a+()(X - ()2/ 2 + .....

Mediem: Eu(a+X) = u(a + () + u’(a + () (( - () + u”(a+()(2/ 2 + ...
Reţinem primii trei termeni: 

(19)

Eu(a + X) ≈ u(a + () + (2u”(a+() / 2
Dezvoltăm acum în serie pe u(a+H) şi reţinem numai doi termeni
 (20)

u(a + H) ≈ u(a+() + u’(a + () (( - H) + ....


În loc să rezolvăm ecuaţia care trebuie Eu(a+X) = u(a + H), folosim aproximările de la (19) şi (20) : u(a + () + (2u”(a+() / 2 = u(a+() + u’(a + () (( - H) de unde rezultă 

(2u”(a+() / 2 = u’(a + () (( - H) ( ( - H ≈ (2ru(a+() / 2. Aceasta este 


Aproximarea Arrow – Pratts

(21) pv(X,a; u) ≈ EX –
[image: image54.wmf])
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Deşi este o barbarie din punct de vedere matematic, în cazurile practice se potriveşte neverosimil de bine – mai bine decît cleştele corect matematic al lui Esscher.

Exemple pentru variabile aleatoare cu 5 valori cu probabilităţile alese la întîmplare
1. Utilitatea: u(x)=x0.1, FX = 
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. Atunci
E(X)= 2.2901, pv(X, 2 ,u)= 2.1226, 
pc(X, 2 ,u)= 1.9743

Aproximarea Arrow-Pratts : pv(X, 2 ,u) ≈ 2.1102 , cleştele Esscher: 1.7015  ( pv(X, 2 ,u) ( 2.2901
2. Utilitatea: u(x)=x0.1, FX = 
[image: image56.wmf]÷
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. Atunci
E(X)= 2.261, pv(X, 2 ,u)= 2.034, 
pc(X, 2 ,u)= 1.871
Aproximarea Arrow-Pratts : pv(X, 2 ,u) ≈1.999 , cleştele Esscher: 1.5618  ( pv(X, 2 ,u) ( 2.261
3. Utilitatea :  u(x)=x10
FX = 
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. Atunci
E(X)= 3.658 , pv(X, 2 ,u)= 4.194, 
pc(X, 2 ,u)= 4.65

Aproximarea Arrow-Pratts : pv(X, 2 ,u) ≈ 4.4617; cleştele Esscher:  3.658(  pv(X, 2 ,u) ( 4.7642

4. O variabilă cu 10 valori

FX = 
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E(X)= 7.457  , Var(X)= 6.161
Iată cum se comportă cele două estimări pentru cîteva utilităţi u cu coeficienţii de apetenţă la risc respectivi 

	Utilitatea u, coeficientul r
	pv(X, 2, u)
	pc(X, 2, u)
	Estimarea Arrow-Pratts
	Marginea Esscher

	u(x)=x.02, r(x)=-
[image: image59.wmf]x

98

.


	7.037
	3
	7.137
	5.779

	u(x) = lnx, r(x)=-
[image: image60.wmf]x
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	7.027
	4
	7.082
	5.733

	u(x)=
[image: image61.wmf]x

,r(x)= -
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	7.258
	7.18
	7.294
	6.741

	u(x)=x15, r(x) =
[image: image63.wmf]x

14


	9.079
	9.791
	12.128
	9.753

	u(x)=x25 , r(x) =
[image: image64.wmf]x

25


	9.36
	9.878
	15.276
	9.91


Observaţi că în ultimele două cazuri aproximarea Esscher este mai bună! 


Putem compara cele două tipuri de estimare a preţurilor pentru utilităţile CARA. Cele riscofobe sunt u(x) = 1 – e – rx iar cele riscofile sunt u(x) = erx cu r > 0. Preţurile de vînzare şi cumpărare ale unei utilităţi nu depind de averea iniţială a şi coincid cu H-r(X) = 
[image: image65.wmf]r

r

-

-

)

(

X

k

 - în cazul riscofob – sau cu   Hr(X) = 
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 - în cazul riscofil. Aici kX(t) = lnmX(t) = lnEetX  este cumulantul lui X.  Expresia are sens pentru variabilele cu coadă scurtă şi are următoarele proprietăţi:

Propoziţia 15. Proprietăţile cumulanţilor. Fie X o variabilă aleatoare cu coadă scurtă, adică cu proprietatea că funcţia sa generatoare de momente m(t) este finită pe un interval ( - h,h) cu h > 0. Fie k = lnm. Atunci
(i).
 k este indefinit derivabilă şi convexă
(ii).
k’(0) = EX, k’’(0) = E(X – EX)2 = VarX, k’’’(0) = E(X – EX)3.


Demonstraţie. 

(i).
Scriem etX = [image: image67.wmf]å
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. Dacă repartiţia are coadă scurtă putem comuta limita cu integrala, deci EetX = 
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EXn aşadar m este chiar analitică, deci indefinit derivabilă. Cum logaritmul este de asemenea o funcţie analitică, rezultă că şi k este analitică, deci indefinit derivabilă. Apoi 

(22)

k’ = [image: image69.wmf]m
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(23)


[image: image72.wmf]m

’ (t) = E(XetX), 
[image: image73.wmf]m

’’(t) = E(XetX),…, m(k)(t) = E(XketX)
Convexitatea lui k este echivalentă cu k’’ ( 0 ( mm’’ ( (m’)2 ( (E(XetX))2 ( (EetX)(E(X2etX)) echivalentă cu inegalitatea Cauchy – Buniakowski: [E(etX/2 (XetX/2)]2 (  [E(etX/2)2][(E(XetX/2)2].
(ii).
Fie ( = EX.Aplicăm identităţile (23). Cum m(0) = 1, k’(0) = m’(0) = ( ; k’’(0) = m’’(0) – (m’)2(0) = EX2 – (2 = VarX, k’’’(0) = m’’’(0) - 3 m’(0) m’’(0) + 2 (m’(0))3 = EX3  - 3(EX2 + 2(3. Pe de altă parte E(X - ()3 = EX3 - 3(EX2 + 3(2EX - (3 , deci coincide cu k’’’(0).
(

Revenim acum la utilităţile CARA. Marginea Esscher pentru preţul de cumpărare este (24)

Ess(a,X) =[image: image74.wmf][
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Dacă u(x) = erx atunci Ess(a,X) = 
[image: image75.wmf][
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(r) = k’(r) unde m este funcţia generatoare de momente a lui X şi  k = lnm este cumulantul lui X. Dacă u(x) = 1 – e –rx atunci u’(x) = re –rx şi Ess(a,X) =  
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În concluzie marginea Esscher nu depinde de averea iniţială a şi este egală cu

(25)

Ess(a,X) = k’(r)

indiferent dacă r > 0 (cazul riscofil) sau r < 0 (cazul riscofob). 

În cazul riscofil – adică r > 0 estimarea Esscher devine

(26)

k’(0) ( [image: image78.wmf]r

r

)

(

k
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care este chiar inegalitatea coardelor: funcţia k este convexă, k(0) = 0 deci panta coardei care uneşte punctele A(0,k(0)) cu B(r,k(r)) este cuprinsă între panta tangentei la graficul funcţiei în A(0,k(0)) şi panta tangentei în B(r,k(r)) . Dar prima este k’(0) iar a doua este k’(r)!
În cazul riscofob punem – r în loc de r şi inegalitatea (26) devine

(26’)

k’(- r) ( 
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care are exact aceeaşi interpretare.


Aproximarea Arrow – Pratts este [image: image80.wmf]r
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 ≈ EX + ½ rVar(X). Ţinînd seama de propoziţia 15(ii), ea se mai scrie [image: image81.wmf]r
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 ≈ k’(0) + ½ r k’’(0) care se obţine dacă dezvoltăm în serie pe k în jurul lui 0 şi reţinem numai primii trei termeni:
(27)

k(r) = k(0) + rk’(0) + ½ r2k’’(0) + ....

Exerciţii. Completaţi coloanele rămase libere.

	Repartiţia
	Hr(X)
	Aproximarea Arrow - Pratts
	Marginea Esscher

	Binomial (n,p)
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	Negbin(n,p)
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şi r < ln
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� mX(t) = EetX este funcţia generatoare de momente a lui X. Logaritmul ei, kX se mai numeşte cumulantul  lui X. A se observa că mX are sens numai pentru repartiţiile cu coadă scurtă, adică acelea cu proprietatea că există ε > 0 ca (t( < ε ( mX(t) < (. De exemplu dacă X ~ Lognormal((,(2) , atunci mX(t) = ( ( t > 0. Este un exemplu de “aşa nu”


� Cantitatea E(X - ()3 s emai numeşte coeficientul de simetrie al repartiţiei. Dacă repartiţia este simetrică, el coincide cu 0. De exemplu, dacă X ~ Binomial( k,p) atunci E(X- kp)3 = 0 ( p = ½ .
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