Lecţia 2. Noţiuni de rambursare a creditelor. Fluxuri de plăţi
Rambursarea unui credit este cea mai obişnuită operaţie financiară. Ea implică două personaje: creditorul C şi debitorul D precum şi o funcţie de fructificare asupra căreia amîndoi cad de acord, f. 

Operaţia constă în următoarele: la momentul t = 0,  C îl împrumută pe D cu o sumă de bani S0. D se obligă să plătească lui D sumele de bani r1,...,rn (numite rate) la momentele de timp 0 < t1 < ....< tn. 
Definiţia 1 . Sistemul (S0, f ,
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) se numeşte plan de rambursare al creditului S0 în n rate. În caz că f este dat de un factor de fructificare, (, se acceptă şi notaţia

 (S0, ( ,
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Aşadar un plan de rambursare conţine suma împrumutată, funcţia de fructificare şi ratele.

Ce înseamnă că un plan de rambursare este corect?

Aici sunt cel puţin două abordări.

I. Abordarea prin actualizare

  Cei doi parteneri convin asupra unui moment ( la care să se facă actualizarea celor două capitaluri C1 = ((0,S0)( şi C2 =((tj,rj) ( 1 ( j ( n(. Din acest punct de vedere, operaţia este corectă dacă şi numai dacă C1 ~f,( C2.
Scrisă explicit, relaţia devine
(1)

Af(S0,(,0) = 
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Dacă f este omogenă şi f(x.s,t) = x((s,t) unde ( este un factor de fructificare – actualizare aşa cum este el definit prin relaţia (14) din Lecţia 1, atunci relaţia (1) devine
(2)

S0((0,() = 
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Dacă actualizarea se face – aşa cum se obişnuieşte – la momentul ( = 0, atunci relaţia demai sus devine

(3)

S0 = 
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Observaţie. În acest capitol vom lucra numai cu funcţii de actualizare omogene, deoarece sunt singurele care sunt şi aditive. Relaţia (1) nu prea are sens intuitiv dacă funcţia x ( f(x,s,t) nu ar fi aditivă.
Exemplu. Dacă lucrăm în regim de dobîndă simplă anuală constantă, i, atunci relaţia (3) devine

(3’)

S0 = 
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În regim de dobîndă compusă constantă, i, aceeaşi relaţie devine

(3”)

S0 = 
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, dacă e(  = 1 + i.

Am văzut că dacă factorul de acumulare ( este scindabil, atunci relaţia de echivalenţă „~(,(” nu depinde de momentul actualizării, astfel încît putem trage următoarea concluzie


Propoziţia 1. Fie (  un factor de fructificare scindabil. Atunci relaţia (2) nu depinde de momentul actualizării, (. Mai precis, dacă ((s,t) = 
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 unde h:( ( (0,() este o funcţie strict crescătoare şi h(0) = 1, atunci relaţia (2) devine
(4)

S0 = 
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Reciproc, dacă relaţia nu depinde de (, atunci ( este scindabil.

Demonstraţie. Este Propoziţia 7 din Lecţia 1, pusă sub altă formă. (

Poate că debitorul D vrea să ştie cît ar avea de plătit dacă, după plata a k rate, vrea să plătească întreaga datorie. Un plan de rambursare mai complet trebuie să prevadă şi acest lucru. Fie Rk suma pe care ar mai avea-o de plătit la momentul tk+1 după ce şi-a achitat k rate (k = 0,1,...,n-1).  

Propoziţia 2. Fie (  un factor de fructificare şi ( oarecare. Atunci
(5)
R0 = S0((0,()/((t1,(), R1 = (S0((0,() – r1((t1,())/((t2,()

şi, în general

(5’)

Rk =  (S0((0,() – r1((t1,() - ...- rk((tk,())/((tk+1,()


Demonstraţie. Evident din (2).(
Exemplu. Dacă lucrăm în regim de dobîndă simplă anuală constantă, i, şi ( = 0, atunci relaţia (5’) devine

(5”)

R0 = S0(1 + it1), k ( 1 (  Rk =  
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iar în regim de dobîndă compusă,
(5”’)

R0 = S0(1+i)t1, k ( 1 ( Rk = 
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II. Abordarea prin amortismente

Problema se complică dacă debitorul D vrea să ştie ce procent din datorie este achitat după k rate.


Oricum, dobînda percepută pînă la achitarea primei rate este

(6)

d1 = S0((0,t1) – S0 =S0(((0,t1) – 1) 

Înseamnă că suma plătită de fapt este 

(6’)
a1 = r1 – d1
Pe intervalul (t1, t2], dobînda se aplică la suma restantă S1 = S0 – a1. Ea va avea valoarea
(8)
d2 = S1(((t1,t2​) – 1) 

de unde rezultă că suma reală plătită pe intervalul (t1, t2] va fi

(8’)
a2 = r2 – d2
Noua sumă restantă va fi S2 = S1 – a2 şi procedeul continuă: dobînda pe intervalul (tk,tk+1] va fi 

(9)
dk+1= Sk(((tk,tk+1) – 1) 

iar suma reală plătită va fi diferenţa dintre rată şi dobîndă, adică

(9’)
ak+1 = rk+1 – dk+1
de unde suma restantă va fi Sk+1 = Sk – ak+1.


În mod normal, suma amortismentelor ar trebui să fie egală cu valoarea împrumutată, adică cu S0.  Doar că, în general, nu prea există motive să se întîmple aşa ceva, dacă se lucrează cu  un factor arbitrar de fructificare.


Definiţia 2 . Dacă a1 + ... + an = S0, atunci valorile a1,...,an se numesc amortismente. 


Putem pune problema şi invers. Debitorul D vrea să achite datoria în n rate, în aşa fel încît să fie sigur că după prima rată a achitat p1 din credit, la a doua rată p2 din credit, etc. Deci p1+p2+…+pn = 1. Sumele reale achitate vor fi atunci ak = pkS0. Ce rate are de plătit?


Sumele restante vor fi S1 = S0 – a1, …, Sk+1 = Sk – ak-1, …, Sn = Sn-1 – an = 0. 


Dobînzile se vor aplica la aceste sume restante şi vor fie egale cu

(10)

d1 = S0(((0,t1) – 1), d2 = S1(((t1,t2) – 1),…, dn = Sn-1(((tn-1,tn) -1). 


De unde ratele se vor calcula foarte simplu, anume rk = ak + dk. În cuvinte, “ Rata se compune din amortisment + dobîndă” . 

Rezultă planul de rambursare (S0, ( ,
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).  Ca acest plan de rambursare să fie corect, va trebui să verifice relaţia (2). Să îl numim plan de rambursare necontradictoriu.

 Pentru ce fel de factori de fructificare se întîmplă acest lucru?


Mai precis


Definiţia 2’. Un coeficient de fructificare ( se numeşte noncontradictoriu  dacă relaţia 
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= S0  , care reprezintă totalul sumelor primite pentru creditul S0 , actualizat la momentul acrdării creditului, implică stingerea datoriei, adică faptul că a1 + ... + an = S0,

În plus, valorile a1,...,an se numesc amortismente. 


Numai pentru factori de fructificare scindabili!

Propoziţia 3. Fie (  un factor de fructificare. 

(i).
Dacă ( este scindabil, atunci orice plan de rambursare care verifică relaţia (2) este necontradictoriu.
(ii). Reciproc, dacă orice plan de rambursare care verifică relaţia (2) cu ( = 0 este necontradictoriu, atunci ( este scindabil. În acest caz, relaţia (2) este verificată pentru orice (.

(iii). Mai general, dacă există un ( fixat în aşa fel ca orice plan de rambursare care verifică relaţia  (2) să fie necontradictoriu, atunci ( este scindabil.


Demonstraţie. 

(i).
Fie ((s,t) = h(t) / h(s)  un factor de fructificare scindabil. Fie (S0, f ,
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) un plan de rambursare. Putem presupune, fără a restrînge generalitatea, că S0 = 1. Din (4), deducem că 
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 = 1. Fie ak = rk – dk , precum şi S0 = 1, S1 = S0 – a1,...,Sk+1 = Sk – ak+1 = S0 – a1 – a2 - ...- ak+1. Vrem să arătăm că a1 + ...+ an = 1 ( Sn = 0.

Putem scrie rk = ak + dk = Sk-1 – Sk + Sk-1(((tk-1, tk) – 1) = Sk-1((tk-1, tk) – Sk , adică

(11)

rk = Sk-1
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Împărţind relaţia (11) cu h(tk) deducem că 

(11’)
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Adunăm acum cele n relaţii de mai sus termen cu termen şi rezultă
(12)

 1 =
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Cum S0 = 1, t0 = 0 şi h(t0) = 1, relaţia (12) devine 
[image: image21.wmf])
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  = 0 ( Sn = 0 ( a1 + …+ an = 1, adică planul de rambursare anunţat este necontradictoriu.
(ii). 
Alegem n = 2, ( = 0. Este mai simplu să punem s şi t în loc de t1 şi t2. Aşadar cele două rate verifică relaţia 
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. Ipoteza noastră este că în acest caz a1 + a2 = 1 : orice asemenea plan este necontradictoriu. Mai précis, ipoteza este 
(**)

( r1, r2 ( 0 ca 
[image: image23.wmf]1

)

,

0

(

)

,

0

(

2

1

=

s

+

s

t

r

s

r

 ( a1 + a2 = 1
Prima dobîndă este d1 = ((0,s) – 1, de  unde 

(13)

a1 = 1 – (((0,s) – r1)
Suma reală restantă este S1 = 1 – a1 = ((0,s) – r1 , deci a doua dobîndă este d2 = (((0,s) – r1)(((s,t) – 1), adică 

(14)

a2 = r2 - (((0,s) – r1)(((s,t) – 1)

Adunînd relaţiile (13) şi (14) rezultă

(15)

a1 + a2 = 1 + r2 - ((s,t) (((0,s) – r1)  ( r2 = ((s,t) (((0,s) – r1)

Dar, din (**) rezultă că r2 = ((0,t) 
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 . Relaţia (15) implică atunci

(16)

 ((0,t) 
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 = ((s,t) (((0,s) – r1) ( r1  ( 
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În concluzie ( este scindabil, şi deci relaţia (2) nu depinde de (.

(iii).   Ceea ce se modifică este a doua egalitate din (15), care devine
(16’)
r2 = ((s,t) (((0,s) – r1) ( 
[image: image27.wmf])
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 = ((s,t) (((0,s) – r1) ( r1 > 0

Dacă înlocuim r1 cu ((0,s)  (adică a1 = 1, s-a amortizat împrumutul după o singură rată!) relaţia (16’) devine 
(17)

((0,() = ((0,s)((s,() ( s <t . 

Dacă punem însă r1 =  0, rezultă 

(17’)

((0,() = ((0,s)((s,t)((t,()
care, coroborată cu (17), implică

(18)

((s,() = ((s,t)((t,() ( s < t  ( ((s,t) = 
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cu h(t) = (((,t) = 1/((t,(). Funcţia h este crescătoare şi pozitivă, deci ( este un factor d emultiplicare scindabil. (

Avem deja argumente pentru a decide că doar factori de fructificare scindabili sunt cei naturali, toţi ceilalţi – inclusive dobînda simplă – duc la tot felul de contradicţii. De aceea, în cele ce urmează, vom acepta că avem de a face cu un factor de fructificare scindabil. Cînd vom nota acum un plan de rambursare, vom înlocui simbolul f al funcţiei de fructificare cu h, unde f(x,s,t) = x
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, h o funcţie pozitivă şi crescătoare cu proprietatea că h(0) = 1. Vom accepta de asemenea, tacit, că t0 = 0.

Fie acum(S0, h ,
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) un plan de rambursare  necontradictoriu. În general, problemele legate de rambursarea creditelor sunt de două feluri

A. Se dau ratele rk şi se cer amortismentele ak
B. Se dau amortismenele ak şi se cer ratele.

A doua problemă este cea mai simplă: 

Propoziţia 4. Fie ((s,t) = 
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  un factor de fructificare scindabil. Dacă se cunosc amortismentele ak, atunci ratele sunt date de relaţiile

(19)

rk = Sk-1
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Fie qk = 
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=1+ik. Dacă amortismentele sunt egale, atunci 
(20)

rk = 
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În cazul particular tk = kT/n şi h(t) = (1 + i)t  (regim de dobîndă compusă) atunci ratele scad în progresie aritmetică.
Demonstraţie. Este relaţia (11). Să presupunem că amortismentele sunt egale, deci Sk = (1 - 
[image: image35.wmf]n
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Cealaltă problemă este dacă se dau ratele şi se cer amortismentele.

Propoziţia 5. Fie ((s,t) = 
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(

)

(

s

h

t

h

  un factor de fructificare scindabil. Dacă se cunosc ratele rk, atunci amortismentele sunt date de relaţiile

(21)
Sk = (k+1rk+1 + (k+1(k+2rk+2 +  (k+1(k+2(k+3rk+3 +...+(k+1(k+2....(nrn

unde (k = 1/qk = h(tk-1) / h(tk)
În cazul particular în care (k = ( este constant şi ratele sunt egale (de exemplu se fac plăţi la intervale egale de timp în regim de dobândă compusă constantă, adică tk =kT/n şi h(t) =(1 + i)t ), atunci amortismentele cresc în progresie geometrică.
Demonstraţie. Plecăm tot de la relaţiile (19) scrise sub forma
 (22)

Sk-1 = (rk + Sk)(k
Cum Sn = 0, Sn-1 = an = (nrn. În continuare, Sn-2 = (n-1 rn-1 + (n-1(nrn, Sn-3 = (n-2rn-2+(n-2(n-1 rn-1 + (n-2(n-1(nrn, etc.
În cazul particular rk = r, (k = (, atunci obţinem Sk = r(( + (2 + ...+ (n-k) deci ak = r(n-k. Este instructiv de verificat că S0 este suma iniţială: dar S0 = r(( + ... + (n) . Dar aceasta este condiţia (3”) pe care trebuie să o satisfacă ratele, dacă ele sunt egale cu r.(

Cum este mai rentabil pentru debitorul D să plătească, cu rate egale sau cu amortismente egale?


Dacă prin „mai rentabil” înţelegem „sumă totală mai mică”, atunci există un rezultat parţial: uneori este mai convenabilă rambursarea în amortismente egale.
Propoziţia 6. Fie ((s,t) = (1 + i)t-s  (regim de dobîndă compusă cu rata dobînzii constantă). Presupunem că momentele plăţilor sunt tk = k (se plăteşte la intervale egale de timp). Fie Σr suma totală a ratelor în regim de n rate egale şi Σa suma totală a ratelor în regim de n amortismente egale. Atunci Σr > Σa (rambursarea în amortismente egale este mai avantajoasă).

Demonstraţie.
Evident că putem presupune, fără a restrînge generalitatea, că suma împrumutată este S0 = 1 UM. Factorul de fructificare este scindabil, deci orice plan de rambursare este necontradictoriu.

Să presupunem că ratele sunt egale. Făcînd actualizarea la t = 0 găsim că rata r trebuie să satisfacă relaţia r(
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) = 1 . Scriind ((tk-1,tk) = 1 + ik rezultă relaţia
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de unde 

(24)
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În cazul din enunţ, tk = k deci ((tk-1 , tk) = 1 + i, deci relaţia de mai sus devine

(25)

[image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

)

1

(

1

...

1

1

)

1

(

1

1

...

1

1

1

1

1

2

2

-

+

+

=

+

+

+

+

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

=

S

-

n

n

n

n

n

r

i

i

ni

i

i

i

n

i

i

i

n


Dacă amortismentele sunt egale, atunci din relaţia (20) deducem că rk = 
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de  unde

(26)

Σa = 
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În condiţiile noastre, ik = i deci formula de mai sus devine mult mai simplă,anume

(27)

Σa = 1 + 
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Fie f:[0,() ( (, f(x) = nx(1+x)n – [(1+x)n – 1 ][ 1 + 
[image: image46.wmf]2

1

+

n

x] = 
[image: image47.wmf]2

1

-

n

x(1+x)n- (1+x)n +
[image: image48.wmf]2

1

+

n

x + 1

Evident că inegalitatea pretinsă Σr > Σa este echivalentă cu inegalitatea f ( 0. Noi vom arăta că f este convexă şi că f’(0) ( 0, ceea ce ar încheia demonstraţia (f convexă 
(  f’ e crescătoare (  f’ ( 0 ( f este crescătoare şi, cum f(0) = 0, f ( 0)
Egalitatea f(0) = 0 este uşor de văzut. Derivînd avem
 f’(x) = 
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 de unde evident f’(0) = 0. A doua derivată este
f’’(x) = n(n-1)(1 + x)n-1 + n(n-1)2x( 1+ x)n-2/ 2  –  n(n-1)(1+x)n-2 = n(n-1)(1+x)n-2(1 + x + (n-1)x/ 2 – 1) = n(n-1)(n+1)x(1 + x)n-2/ 2 > 0 ( x > 0. Cele două sume nu pot fi niciodată egale dacă rata dobînzii nu este 0. (  


Generalizarea „întotdeauna este mai convenabil să plătim în amortismente egale” este falsă, cupă cum ne putem convinge din exerciţiul 2.

Fluxuri de plăţi

Rambursarea creditelor este un exemplu de flux de plăţi.

Definiţia 3 . Un flux de plăţi este o funcţie F:[0,() ( [0,() cu semnificaţia F(t) = „suma de bani intrată în casă pe intervalul [0,t]. Din punct de vedere matematic, orice funcţie crescătoare şi continuă la dreapta este un flux de plăţi.

Este clar pentru cine  făcut teoria măsurii că un flux de plăţi este funcţia de repartiţie a unei măsuri Borel pe [0,(). Mai precis, dacă definim (F((a,b]) = F(b) – F(a) , atunci această funcţie se poate extinde la o măsură Borel pe [0,(). Semnificaţia lui (F​ este clară: (F((a,b]) = cîţi bani intră în casă în intervalul de timp (a,b].

Definiţia 4 . Flux de plăţi fructificat. Fie ( un factor de fructificare continuu la dreapta şi F:[0,() ( [0,() un flux de plăţi. Atunci funcţia F(()(t) = 
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 se numeşte „ fluxul F fructificat cu factorul ( intervalul [0,t].”

Observaţie. În cazul particular în care plăţile se fac la momentele ti şi au valoarea de xj unităţi monetare, atunci fluxul de plăţi are formula
(28)

F(t) = 
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Într-adevăr, în acest caz (F este măsura discretă  
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 este măsura Dirac concentrată în t. În acelaşi caz, fluxul de plăţi fructificat are expresia
(29)

F((t) = 
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În cazul în care fluxul poate fi scris sub forma

(30)

F(t) = 
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atunci f se numeşte intensitatea fluxului F. Un exemplu de asemenea flux este cazul în care F este continuă, derivabilă şi, în plus, F(0) = 0. Atunci putem scrie f = F’; relaţia  (30) este de fapt relaţia Leibniz-Newton: dacă F este o primitivă a lui f, atunci F(b) – F(a) = 
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Atunci fluxul de plăţi fructificat are expresia
(31)

F((t) = 
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Definiţia 5 . Flux de plăţi fructificat actualizat la t = (. Fie ( un factor de fructificare continuu la dreapta, F:[0,() ( [0,() un flux de plăţi şi F(()(t) = 
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 fluxul F fructificat cu factorul ( intervalul [0,t]. Actualizatul lui la momentul ( este funcţia A(F(()(t) = F(()(t)/(((,t)


Noţiunea de intensitate a unui flux de plăţi este o idealizare convenabilă matematic a cazului în care se fac multe plăţi mici la intervale scurte de timp. Ne putem imagina, de exemplu, că plăţile se fac electronic de către o companie, sub formă de impozite prelevate de stat la fiecare tranzacţie. Dacă este o companie mare, în care tranzacţiile sunt suficient de dese – de exemplu o bancă cu zeci de mii de clienţi – atunci aproximarea continuă nu este prea departe de realitate.


Dacă factorul de fructificare ( este scindabil, ((s,t) = h(t) / h(s), atunci avem relaţia

Propoziţia 7. Fie ((s,t) = h(t) / h(s) un factor de fructificare scindabil şi F un flux de plăţi. Atunci
(32)

A(F(()(t) = 
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Dacă F admite densitatea f atunci 
(33)

A(F(()(t) = 
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Dacă funcţia h este scrisă folosind dobînda instantanee h(t) = e- ((t) cu ((t) = 
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(34)

A(F(()(t) = 
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Demonstraţie.
Evident. A(F(()(t) = 
[image: image66.wmf])

,

(

)

(

d

)

,

(

0

t

s

F

t

s

t

q

s

ò

s

= 
[image: image67.wmf])

(

/

)

(

)

(

d

)

(

)

(

0

q

ò

h

t

h

s

F

s

h

t

h

t

 = 
[image: image68.wmf]ò

q

t

s

h

s

F

h

0

)

(

)

(

d

)

(

. Dacă F are intensitatea f, atunci dF(s) devine f(s)ds etc.(

Care este condiţia ca un credit S0 să poată fi achitat printr-un flux continuu de plăţi? Acum analogul ratelor devine intesitatea fluxului. O vom nota mai sugestiv cu r, prescurtare de la rată.  Analogul continuu al relaţiei (1) devine


Propoziţia 8. Fie ((s,t) = h(t)/h(s) un factor de fructificare scindabil. Condiţia ca fluxul de intensitate r să ducă la rambursarea creditului S0 este 
(35)

S0 = 
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Condiţia ca rambursarea să se facă pe intervalul [0,t] este

(36)

S0 = 
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Demonstraţie. Fluxul F actualizat la momentul este A(F(()(() = 
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; el trebuie să coincidă cu actualizarea sumei împrumutate, S0 la acelaşi moment, deci cu S0h((). Simplificînd constanta h(() rezultă imediat relaţia (35). (
Ce devine în acest caz abordarea prin amortismente şi dobînzi?

Fluxul de plăţi r(t) poate fi scris sub forma a(t) + d(t) unde a(t) este fluxul de amortismente iar d(t) este fluxul dobînzilor. Din acest punct devedere, condiţia ca r să fie într-adevăr o rambursare pe intervalul [0,t] este ca  

(37)

S0 = 
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Fie s ( t un moment de timp fixat. Atunci cantitatea S(s) = S0 - 
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este suma restantă de plată la momentul s. Pe intervalul foarte scurt [s,s+ε] ea produce dobînda d(s,ε) = S(s)
[image: image74.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

e

+

1

)

(

)

(

s

h

s

h

. Dacă ( poate fi caracterizat printr-o dobîndă instantanee, ( - deci dacă putem scrie h(t)=
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 - atunci dobînda produsă pe intervalul  [s,s+ε] este d(s,ε) = 
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, de unde trecînd la limită folosind regula lui L’Hospital, avem 
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Ajungem la următorul rezultat, a cărui demonstraţie o omitem

Propoziţia 9. Fie ((s,t) = exp
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un factor de actualizare scindabil caracterizat prin dobînda instantanee ( şi a intensitatea unui flux de amortismente a creditului S0. Atunci fluxul dobînzilor are intensitatea d(s) = S(s)((s), deci fluxul ratelor are intensitatea
(38)

r(s) = a(s) + S(s)((s)


Observăm că dacă se dau amortismentele şi se cer ratele, problema este simplă. În caz de amortismente egale – ceea ce în acest caz înseamnă că funcţia a(s) = a1[0,t] (s) cu a =S0/ t , dacă vrem să achităm creditul S0 pe intervalul [0,t] – atunci relaţia (38) devine

(39)
r(s) = (a + a(t-s)((s))1[0,t](s)

A se observa că dacă ((s) = ( - adică dobînda este cu rată consantă i = e( - 1 – atunci intensitatea r devine r(s) = S0(1 + ( (t-s))1[0,t](s)/t , deci o funcţie de gradul 1 în s. Acesta este analogul continuu al propoziţiei 4: la amortismente egale, ratele scad în progresie aritmetică.

Dimpotrivă, rezolvarea problemei inverse: se dă r, se cere a este mai complicată, ea necesită rezolvarea ecuaţiei integrale (38) cu necunoscuta a. Într-adevăr, relaţia (38) se scrie sub forma

r(s) = a(s) + ((s)
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du = S0  şi s > t ( a(s) = 0. Dacă r şi ( sunt constante ecuaţia devine a(s) + ( 
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 = r care, derivată, duce la ecuaţia diferenţială a’(s) - (a(s) = 0 de unde soluţia este de forma a(s) = Ce(s unde constanta C se determină din faptul că 
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(40)

a(s) = S0
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Acesta este analogul continuu al propoziţiei 5: în regim de dobîndă compusă cu rată constantă şi rate egale, amortismentele cresc în progresie geometrică.

Observaţie. Poate părea curios faptul că a dispărut intensitatea fluxului ratelor, r. A se remarca însă că, fiind dat t – momentul rambursării – şi S0 – suma împrumutată – intensitatea fluxului ratelor rezultă din relaţia (36) : S0 = 
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= r(1 – e-(t)/( ( r = (S0 /(1 – e-(t)  sau, scris altfel, r = S0
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e(t. De aici vedem că relaţia (40) se mai poate scrie sub forma a(s) = re((s-t). Deci a(0) = re-(t iar a(t) = r. Acesta este analogul continuu al faptului că ultima rată ne dă amortismentul, aşa cum se vede din propoziţia 5!   

Cazul cînd factorul de fructificare nu este scindabil


Şi dacă ( nu este scindabil se pot calcula planuri de rambursare cu amortismente şi dobîndă, dacă acceptăm ca axiomă faptul că, dacă nu se fac alte plăţi, atunci dobînda produsă pe intervalul (s,t) este proporţională cu suma restantă la  momentul s. Dar relaţia   (2) trebuie înlocuită cu altceva. Am văzut că rambursarea prin dobîndă + amortismente contrazice abordarea prin actualizare. 


Să spunem că planul este format din n rate, (S0, ( ,
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). Evident că nu este nici o restricţie dacă punem S0 = 1. Fie Sj sumele restante după j rate, deci S0 = 1, S1 = S0 – a1 = a2 + ...+ an, S2 = S1​ – a2 = a3 + ...+ an, Sn-1 = an, unde aj sunt amortismentele. 


Propoziţia 10. Sumele restante satisfac relaţia de recurenţă

(41)
S0 = 1, k ( 1 (  Sk = Sk-1((tk-1,tk) – rk,  cu t0 = 0
de unde

(42)
Sk = ((t0,t1)((t1,t2)...((tk-1,tk) – r1((t1,t2)...((tk-1,tk) – r2((t2,t3)...((tk-1,tk) – rk-1((tk-1,tk) - rk
Condiţia ca acest plan să ducă la rambursarea datoriei este ca

(43)
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Observaţie. Dacă ( este scindabil, relaţia (43) este chiar relaţia (3). 

Demonstraţie. Pe intervalul [0,t1], dobînda produsă de datoria S0 este d1 = ((0,t1) – 1. La momentul t1 se plăteşte rata r1. Înseamnă că primul amortisment este a1 = r1 – d1 ( S1 = 1 + d1 – r1 = ((0,t1) – r1 = ((t0,t1)S0 – r1. Presupunem relaţia (41) adevărată pentru k, o demonstrăm pentru k+1. Pe  intervalul [tk,tk+1] dobînda este dk+1 =(((tk,tk+1)-1)Sk; amortismentul  va fi ak+1 = rk+1 – dk+1 ( Sk –Sk+1 = rk+1–dk+1 = rk+1 -  (((tk,tk+1) – 1)Sk ( Sk+1 = Sk((tk,tk+1) – rk+1. Relaţia (42) se demonstrează imediat, din aproape în aproape.(

Acum se pot rezolva ambele probleme:

A.
Se dau ratele, se cer amortismentele. Se calculează Sk după relaţia (42) şi apoi  amortismentele devin ak = Sk-1 – Sk. Este convenabil să notăm ((tk-1, tk) cu qk = 1 + ik. Ţinînd seama de relaţia de recurenţă (41), amortismentele sunt ak = Sk-1 – Sk-1(1 + ik) + rk deci

(44)

ak = rk – Sk-1ik = rk – ik( q1q2...qk-1 – r1 q2...qk-1 – r2 q3...qk-1 –...-  rk-2qk-1 - rk-1)
La rate egale ( cu r = 
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, din (42)!), rezultă 

(45)

ak = r( 1 + ik + qk-1ik + ...+ q2q3...qk-1ik) – q1q2...qk-1ik 
Dacă ( este staţionar şi plăţile se fac la intervale egale de timp,  tk = kT , atunci qj = q = 1 + i şi relaţiile devin

(47)

r = 
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deci sînt de asemenea în progresie geometrică.

B.
Se dau amortismentele, se cer ratele. Acum e mai simplu, folosim relaţia (44) sub forma 

(48)

rk = ak + Sk-1ik
Ratele satisfac condiţia de rambursare (43) în loc de (2).
Anexă. Probleme practice rezolvate în mediul de programare „R” 

Un client face un credit în valoare de S0 UM la o bancă. În urma negocierilor, obţine o rată a dobînzii egală cu i. Doreşte să îşi facă un plan de rambursare în care să plătească ratele la momentele de timp t1,...,tn ; ar mai dori să ştie şi ce suma mai are de plătit după fiecare rată. 


Să presupunem că ratele plătite la momentele ti au valoarea ri. Partea efectivă din datorie plătită atunci va fi egală cu ai = ri – Di unde Di este dobînda plătită la suma restantă pe intervalul de timp (ti-1,ti). Fie Si suma restantă la momentul ti, după achitarea ratei ri.   

Axioma este că dacă dobînda unitară pe intervalul (ti-1,ti) este di , atunci dobînda plătită la momentul ti va fi egală cu Di = Si-1di. Să notăm qi = 1 + di .

Cum prima dobîndă se aplică la suma totală S0 obţinem următoarea recurenţă pentru sumele restante

a1 = S0 - S1 = r1 – d1S0 ( S1 = (1 + d1)S0 –r1 ( S1 = q1S0 –r1
a2 = S1 – S2 = r2 – d2S1 ( S2 = (1 + d2)S2 –r2 ( S2 = q2S1 –r2
.....................

Sk = (1 + dk)Sk-1 - rk ( Sk = qkSk-1 - rk



(1.1)
Putem scrie relaţia (1) şi sub forma Sk +rk = qkSk-1 . Să notăm (k = 1/qk . Atunci relaţia (1) devine

Sk-1 = (kSk + (krk




(1.2)
Se propun mai multe scenarii 

1. Rată constantă, dobîndă simplă

Dobînda fiind simplă, dobînda unitară pe intervalul (s,t) este d(s,t) = i(t-s), unde i este rata anuală a dobînzii. Acum qj = 1 + dj  = 1 + i(tj – tj-1) pentru j ( 2, q1 = 1 + it1.Scenariul presupune rate egale, adică r1 = ...= rn = r .

Rata se calculează punînd condiţia ca Sn = 0. 

Relaţia (2) implică, din aproape în aproape  Sn-1 = r(n ( Sn-2 = r( (n-1 + (n-1(n) 

( Sn-3 = r( (n-2 + (n-2(n-1 + (n-2(n-1(n) ( ..... de unde găsim rata
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(1.3)

Scriptul următor calculează rata r după formula (3) şi amortismentele (ak)1(k(n. Atenţie: comentariile scrise cu font Times New Roman nu fac parte din script, ci sunt comentarii. 

Se apelează prin instrucţiunea


a = ratadosi(s0,i,t)

Variabilele funcţiei sunt suma împrumutată s0, rata anuală a dobînzii, i ,şi vectorul t cu momentele cînd se fac plăţile. 


Rezultatul se dă în forma unei liste. Aşadar rata este a[[1]] iar amortismentele sunt a[[2]] . 
#functia ratadosi calculeaza rata constanta daca se da dobinda 

#simpla cu rata i, suma de platit

#si daca se da t=(t1,...,tn) momentele de plata a ratelor 

ratadosi<-function(s0,i,t)

{n=length(t);q=t;alfa=t;bet=t;s=t;amo=t # iniţializări

q[1]=1+i*t[1];for (k in 2:n) {q[k]=1+i*(t[k]-t[k-1])} ## q1 = 1 + it1, k ( 2 ( qk = 1 + i(tk – tk-1)
alfa=1/q;for (k in 1:n) {bet[k]=prod(alfa[1:k])} ##(k = 1/qk,(k=(1...(k
r=s0/sum(bet) 

## r = s0/((1 + (2 +...+ (n)
s[1]=s0*q[1]-r;for (k in 2:n){s[k]=s[k-1]*q[k]-r} ## Relaţia (1)
amo[1]=s0-s[1];for (k in 2:n){amo[k]=s[k-1]-s[k]}
 ## ak=Sk-1 - Sk
rata=list(r,amo)


##  r = rata[[1]], amortismente = rata[[2]] 
rata}

Exemplu de aplicare

Se face un credit de 1200 de lei, plătibil în 12 rate lunare egale, în regim de dobîndă simplă cu termen de graţie de 1 an şi dobîndă 12%. Care este rata şi cum evoluează amortismentele?

Soluţie. Avem s0 = 1200,  i = 0.12 şi t = (k/12)13(k ( 24. Deci succesiunea de instrucţiuni este

>t=13:24/12

> a=ratadosi(1200,.12,t)

> rata=a[[1]];rata

[1] 119.2861

> amortismente=a[[2]];amortismente

 [1] -36.7139 106.9190 107.9881 109.0680 110.1587 111.2603 112.3729 113.4966

 [9] 114.6316 115.7779 116.9357 118.1050

De remarcat că primul amortisment este negativ (s-a acumulat dobînda!) , celelalte cresc în progresie geometrică.

2. Rată constantă, dobîndă compusă

Singura deosebire este că acum q1 = 
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#functia ratadoco calculeaza rata constanta daca se da 

#dobinda compusa cu rata i, suma de platit

#si daca se da t=(t1,...,tn) momentele de plata a ratelor 

ratadoco<-function(s0,i,t)

{n=length(t);q=t;alfa=t;bet=t;s=t;amo=t

q[1]=(1+i)^t[1];for (k in 2:n) {q[k]=(1+i)^(t[k]-t[k-1])} ## 
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alfa=1/q;for (k in 1:n) {bet[k]=prod(alfa[1:k])}

r=s0/sum(bet)

s[1]=s0*q[1]-r;for (k in 2:n){s[k]=s[k-1]*q[k]-r}

amo[1]=s0-s[1];for (k in 2:n){amo[k]=s[k-1]-s[k]}

rata=list(r,amo)

rata}
Exemplu de aplicare

Se face un credit de 1200 de lei, plătibil în 12 rate lunare egale,în regim de dobîndă compusă cu termen de graţie de 1 an şi dobîndă 12%. Care este rata şi cum evoluează amortismentele?

Soluţie

>  a=ratadoco(1200,.12,t);a

[[1]]

[1] 119.0274

[[2]]

 [1] -37.72552 107.28290 108.30088 109.32853 110.36592 111.41316 112.47034

 [8] 113.53755 114.61488 115.70244 116.80031 117.90861

Rata este putin mai  mică, deoarece dacă s-ar calcula corect rata lunară a dobînzii, ea nu ar fi egală cu i/12, ci cu 
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. Pentru i = 0,12 ar rezulta că rata lunară ar trebui să fie 0.95% şi nu 1%, aşa cum se ia în mod real. 
 

3. Amortismente constante, dobîndă simplă

Relaţia folosită este rk = a + dkSk-1 cu amortismentul a = S0/n. Dobînzile unitare sunt d1 = it1  şi k ( 2 ( dk = i(tk – tk-1) 
#functia amordosi calculeaza ratele in ipoteza amortismentelor constante

# daca se da dobinda simpla cu rata i, suma de platit s0

#si daca se da t=(t1,...,tn) momentele de plata a ratelor 

amordosi<-function(s0,i,t)

{n=length(t);d=t;r=t;amo=s0/n

d[1]=i*t[1];for (k in 2:n) {d[k]=i*(t[k]-t[k-1])}

for (k in 1:n) {r[k]=amo+d[k]*s0*(1 - (k-1)/n)} # dk = i(tk – tk-1)
r}

Exemplu de aplicare

Se face un credit de 1200 de lei, plătibil în 12 rate lunare, în regim de dobîndă simplă  cu termen de graţie de 1 an şi dobîndă 12%. Care sunt ratele dacă se planifică 12 amortismente egale a cîte 100 lei?

Soluţie

t=13:24/12

> a=amordosi(1200,.12,t);a

 [1] 256 111 110 109 108 107 106 105 104 103 102 101

Cu excepţia primeia, ratele formează o progresie artitmetică descrescătore 
4. Amortismente constante, dobîndă compusă

Singura diferenţă faţă de scenariul anterior este că dobînzile unitare sunt acumd1 = 
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#functia amordoco calculeaza ratele in ipoteza amortismentelor constante

# daca se da dobinda compusa de rata i, suma de platit s0

#si daca se da t=(t1,...,tn) momentele de plata a ratelor 

amordoco<-function(s0,i,t)

{n=length(t);d=t;r=t;amo=s0/n

d[1]=(1+i)^t[1]-1;for (k in 2:n) {d[k]=(1+i)^(t[k]-t[k-1])-1}

for (k in 1:n) {r[k]=amo+d[k]*s0*(1 - (k-1)/n)}

r}

Exemplu de aplicare

Se face un credit de 1200 de lei, plătibil în 12 rate lunare, în regim de dobîndă compusă  cu termen de graţie de 1 an şi dobîndă 12%. Care sunt ratele dacă se planifică 12 amortismente egale a cîte 1200 lei?

Soluţie
> a=amordoco(1200,.12,t);a

 [1] 256.7529 110.4377 109.4888 108.5399 107.5910 106.6422 105.6933 104.7444

 [9] 103.7955 102.8466 101.8978 100.9489
5. 
Compararea celor patru scenarii

Dacă dorim să comparăm cele patru scenarii din punctul de vedere al sumei totale pe care o avem de plată, putem apela funcţia comprate. 
#functia comprate compara cele patru scenarii prin suma totala 

comprate<-function(s0,i,t)

{n=length(t)

a1=ratadosi(s0,i,t);a1=a1[[1]]

a2=ratadoco(s0,i,t);a2=a2[[1]]

a3=amordosi(s0,i,t)

a4=amordoco(s0,i,t)

S1=n*a1;S2=n*a2;S3=sum(a3);S4=sum(a4)

scenarii<-c("rate egale ds","rate egale dc","amo egale ds","amo egale dc")

sume<-c(S1,S2,S3,S4)

rez=data.frame(scenarii,sume)

rez}

Exemplu de aplicare

În cazul nostru suma cea mai mică este, după cum rezultă din tabelul de mai jos, de 1419.38 lei, în regim de dobîndă compusă, dacă s-ar accepta calculul normal al dobînzii. 
t=13:24/12; comprate(1200,0.12,t)

                scenarii     sume

1 rate egale dob simpla  1431.433

2 rate egale dob compusa 1428.329

3 amo egale dob simpla   1422.000

4 amo egale dob compusa  1419.379

>
6. 
Rată fixă de valoare determinată

Revenim la relaţia de recurenţă a sumelor restante, Sk = qkSk-1 - rk şi punem altă întrebare: dacă dorim să plătim o rată fixă, r, cîte rate avem de plătit? Ultima rată va fi eventual mai mică. Deci problema este de a calcula numărul N = min(n ( Sn ( 0(. De exemplu, în scenariu de dobîndă compusă, i = 12%, cu termen de gratie de 1 an, cîte rate de 100 de lei ne trebuie pentru a achita creditul de 1200 lei? 

Presupunem că plăţile se fac la momentele t0 + nh.  Este posibil ca rata să fie prea mică pentru a putea achita rambursa creditul. 

Dacă q1 =
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 = q, avem
S1 = S0q1 – r, S2 = S1q – r = (S0q1 – r)q – r = S0q1q – r(1 + q), S3 = S0q1q2 – r(1 + q + q2),....şi, în general, Sn+1 = S0q1qn – r(1 + q +...+ qn). 

Atunci Sn+1 ( 0 ( S0q1qn (  r(1 + q +...+ qn) ( r( 1 + ( + ...+ (n) ( S0q1 , cu ( = 1/q.
Creditul se poate rambursa într-un număr finit de rate egale cu r dacă există un n ca Sn+1 ( 0 . Trebuie deci ca 
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(1.4)

Funcţia care calculează numărul de rate şi arată şi evoluţia sumelor restante este nrrate. Funcţia e calculată în ipoteza dobînzii compuse, dar cititorul o poate modifica uşor înlocuind q1 şi q. De asemenea, am pus o limită numărului de rate (pînă la 1000), care poate fi şi ea modificată. Sumele restante sunt puse în vectorul s, iniţializat cu zerouri. Dacă rata este prea mică, funcţia prevede un mesaj în care se dă rata minimă cu care se poate acoperi creditul.
#Cite rate in valoare de "r"UM am de platit daca dobinda este

#compusa, plata se incepe la t0 si se face la intervale de h ani.

nrrate<-function(r,s0,t0,h,i)

{s=c(rep(0,1000));q1=(1+i)^t0;q=(1+i)^h;alfa=1/q

if(r<=q1*s0*(1-alfa)) {print("rata prea mica, n=infinit");return()}

s[1]=s0*q1-r;rest=s[1];k=2

while((rest>0)&&(k<1000)){s[k]=s[k-1]*q-r;rest=s[k];k=k+1}

rez=c(k-2,s[k-2])

rez=list(rez,s[1:k-1])

rez}

Exemplu de aplicare

În cazul nostru avem r  = 100, S0 = 1200, t0 = 1, h = 1/12, i = 0.12

a=nrrate(100,1200,1,1/12,0.12);a

[[1]]

[1] 14.00000 29.85075

[[2]]

 [1] 1244.00000 1155.80406 1066.77124  976.89362  886.16316  794.57178

 [7]  702.11130  608.77349  514.55002  419.43248  323.41238  226.48118

[13]  128.63021   29.85075  -69.86600

Interpretare: este nevoie de 14 rate, ultima incompletă (de 29.85 lei).După prima rată, suma restantă este de 1244 lei, etc; dacă am plăti 14 rate a 100 lei, ar trebui să primim înapoi 69,87 lei – acesta este sensul ultimului număr din tabelul de mai sus.

Dacă dorim să plătim în rate de 10 lei scriem

> a=nrrate(10,1200,1,1/12,0.12);a

şi obţinem reacţia
[1] "rata prea mica, n=infinit"

[1] 12.63307 

Ultimul număr ne spune că rata minimă este de 12.64 lei. Dacă am încerca cu rate de 13 lei am obţine

a=nrrate(13,1200,1,1/12,0.12);a[[1]]

[1] 377.000000   9.707553


E nevoie de 33 de ani!

7. 
Rată fixă de valoare determinată, dobîndă compusă aleatoare

Funcţia nralrate(r,s0,i0,i1)face o simulare în ipoteza că rata este r, suma împrumutată este s0 iar rata dobînzii este aleatoare. Mai precis, aici se presupune că ratele se plătesc la intervale constante de timp  Δt = h şi pe fiecare din aceste momente de timp dobînzile unitare formează un şi de variabile aleatoare independente şi identic repartizate uniform pe intervalul   (i0, i1). Pentru a nu risca o buclă infinită, am ales un prag (n = 1000) peste care nu mai verificăm evoluţia sumelor restante. Acum N = min(n ( Sn ( 0( devine o variabilă aleatoare.
#presupun ca rata dobinzii este aleatoare. Atunci S[n]=S[n-1]qn-r 

#dar q[n] sunt presupuse i.i.d. repartizate uniform pe intervalul i1,i2

#functia nralrate are ca argumente r (rata), s0 (suma imprumutata)

#i0 (rata minima a dobinzii)

#i1(rata maxima). qn = 1 + i[n] sunt presupusi i.i.d 

nralrate<-function(r,s0,i0,i1)

{q1=1+(i1-i0)*runif(1);s[1]=s0*q1-r;rest=s[1];k=2

while((rest>0)&&(k<1000)){q=1+(i1-i0)*runif(1)

s[k]=s[k-1]*q-r;rest=s[k];k=k+1}

rez=c(k-2,s[k-2])

rez=list(rez,s[1:k-1])

rez

Exemplu de aplicare

Ca să fim consecvenţi, luăm r  = 100, S0 = 1200, i0 = 0.05, i1 = 0.15

a=nralrate(100,1200,.05,.15);a

[[1]]

[1] 19.000000  7.846417

[[2]]

 [1] 1164.531376 1139.006774 1072.575349 1001.426395  993.777986  963.953179

 [7]  917.006879  848.128914  749.050657  714.409097  673.291059  585.682507

[13]  504.665078  424.788245  355.531910  284.929749  199.222488  106.591050

[19]    7.846417  -91.942226


Interpretare: trebuie 19 rate, din care 18 complete. Vectorul a[[2]] dă evoluţia sumelor restante.


Putem face o analiză statistică a  numărului necesar de rate pentru rambursarea creditului cu ajutorul funcţiei nralratesim(n,r,s0,i0,i1), care prezintă un vector cu n simulări
##rata aleatoare, uniform repartizata pe (i0,i1), n simulari

nralratesim<-function(n,r,s0,i0,i1)

{nr=c(rep(0,n))

for (k in 1:n) {nr[k]=nralrate(r,s0,i0,i1)[[1]][1]}

nr}


A se remarca rîndul al treilea: funcţia nralrate(...) returnează o listă cu două elemente: primul este un vector cu două componente (n, Sn-1) cu n numărul de rate şi Sn-1 ultima sumă restantă iar a doua componentă este şirul sumelor restante. Daca lista este a, atunci a[[1]] este primul vector iar a[[1]][1] este numărul n. 


Exemplu: 

nr=nralratesim(10,100,1200,0.05,.15);nr

 [1] 16 18 24 20 16 15 20 19 18 16


Dacă dorim să estimăm repartiţia variabilei aleatoare N , putem folosi funcţia „table”

Iată rezultatul a 10.000 de simulări

> nr=nralratesim(10000,100,1200,0.05,.15)

> a=table(nr);x=as.numeric(names(a));m=length(x);p=x;for (k in 1:m) {p[k]=a[[k]]}

> x

 [1] 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 36

> p

 [1]    4   89  479 1165 1809 2106 1721 1128  731  387  200   97   48   18   10
[16]    6    1    1

> pp=p;for (k in 1:m) {pp[k]=sum(p[1:k])/sum(p)}

> b=rbind(x,pp);b

x  13.0000 14.0000 15.0000 16.0000 17.0000 18.0000 19.0000 20.0000 21.0000

pp  0.0004  0.0093  0.0572  0.1737  0.3546  0.5652  0.7373  0.8501  0.9232

x  22.0000 23.0000 24.0000 25.0000 26.0000 27.0000 28.0000 29.0000    36

pp  0.9619  0.9819  0.9916  0.9964  0.9982  0.9992  0.9998  0.9999     1

De exemplu, probabilitatea ca N ( 20 este cam 85%
8. 
Probabilitatea ca n rate în valoare de r UM să fie suficiente
Revenim la relaţia de recurenţă a sumelor restante, Sk = qkSk-1 - rk. Presupunem, la fel ca în paragraful anterior, că ratele sunt egale între ele, rk = r. Ne punem întrebarea : care este probabilitatea ca n asemenea rate să fie suficiente pentru rambursarea creditului?

Să precizăm. 

Lucrurile nu sunt lămurite complet din punct de vedere matematic nici măcar ăn cazul cel mai simplu. Acesta este următorul: presupunem că ratele anuale ale dobînzilor formează un şir de variabile aleatoare independente şi identic repartizate (in)n. Atunci factorii de fructificare qn vor forma şi ei un şir de variabile aleatoare independente şi identic repartizate, şi la fel şi coeficienţii de actualizare (n = 1/qn. 

O rată este suficientă dacă S1 ( 0 ( r ( q1S0 ( (1 ( S0/r
Două rate sunt suficiente dacă S2 ( 0 ( S0q1q2 – r(1 + q2) ( 0 ( (1 + (1(2 ( S0/r

Trei rate sunt suficiente dacă S3 ( 0 ( (1 + (1(2 + (1(2(3 ( S0 /r 

În general, n rate sunt suficiente dacă 

Sn ( 0 ( (1 + (1(2 +...+ (1(2...(n ( S0 /r 



(1.5)

Probabilitatea ca aşa ceva să se întîmple este Fn(S0 / r) , unde Fn este funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare Xn =  (1 + (1(2 +...+ (1(2...(n. 

Fie F = F1 funcţia de repartiţie a coeficientului de actualizare (1. 

Observăm că X2 = X1(1 + (2). Dacă notăm Y2 = 1 + (2, atunci Y2 este independentă de X1 , are funcţia de repartiţie G(x) = F(x – 1) şi   X2 = X1Y2 . 

Cum găsim repartiţia lui X2 ? 

Dacă X şi Y sunt două variabile aleatoare independente, cu repartiţiile F şi G, atunci XY are o repartiţie H care se obţine din F şi G printr-o operaţie numită convoluţie multiplicativă . Să o notăm cu „(”. Deci H = F(G. Dacă F şi G sunt repartiţii discrete, atunci H se poate calcula astfel

F  ( 
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Scriptul convm face exact acest lucru. 

##Calculeaza convolutia multiplicativa intre (x,p) si (y,q)

convm<-function(x,p,y,q)

{xmy=outer(x,y,"*");pmq=outer(p,q,"*")

a=tapply(pmq,xmy,sum)

x1=as.numeric(names(a))

p1=x1;m=length(x1)

for (i in 1:m) {p1[i]=a[[i]]}

a=list(x1=x1,p1=p1)

a}

Variabilele sunt vectorii x =(xi)1(i(m , p =(pi)1(i(m , y = (yj)1(j(n, q = (qj)1(j(n 

Scriptul nu verifică dacă p şi q sunt vectori de probabilitate, adică dacă sumele sunt 1. Cititorul este invitat să îl  modifice în aşa fel încît să se dea un mesaj de eroare în caz că p sau q nu sunt de sumă 1. 

În primul rînd se calculează matricile xmyi,j = xiyj şi pmqi,j = piqj . Aici se vede forţa operaţiei outer din „R”. În rîndul următor se foloseşte o instrucţiune şi mai puternică, tapply(pmq,xmy,sum). Ea face următorul lucru: aplică matricii  pmq funcţia sum depinzînd de xmy. Explicit, al doilea argument (adică xmy) este văzut ca o colecţie de etichete. Se face o listă cu aceste etichete şi se adună (funcţia sum) elementele din pmq care au această etichetă.

De exemplu, dacă x = (-1,0,1,2), y = -x = (1,0,-1,-2) , p = q = ( ¼ ,¼ ,¼ ,¼ ), avem 
> xmy=outer(x,y,"*");xmy

     [,1] [,2] [,3] [,4]

[1,]   -1    0    1    2

[2,]    0    0    0    0

[3,]    1    0   -1   -2

[4,]    2    0   -2   -4
Deci  xmy i,j = xiyj . Apar 7 valori: -4,-2,-1,0,1,2
> pmq=outer(p,q,"*");pmq

       [,1]   [,2]   [,3]   [,4]

[1,] 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625

[2,] 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625

[3,] 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625

[4,] 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625

> a=tapply(pmq,xay,sum);a

    -4     -2     -1      0      1      2 

0.0625 0.1250 0.1250 0.4375 0.1250 0.1250
Cea mai frecventă valoare a fost 0: apare în 7 locuri. Deci probabilitatea sa este 7/16 =0.4375.

Apelarea funcţiei se face prin comanda

a =convm<-function(x,p,y,q)

şi rezultatul este o listă, a. Primul element este format din vectorul cu elementele xiyj, sortat în ordine crescătoare iar al doilea cu probabilităţile p(q
Exemplu

> a=convm(x,p,y,q);a

[[1]]

[1] -4 -2 -1  0  1  2

[[2]]

[1] 0.0625 0.1250 0.1250 0.4375 0.1250 0.1250 

Să presupunem acum că rata dobînzii este i (
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Vrem să găsim repartiţia lui (1 + (1(2 = F(G unde F = [image: image110.wmf]÷
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x=c(1/1.05,1/1.1,1/1.15,1/1.2);y=x+1;p=c(2,3,3,2)/10;q=p

convm(x,p,x+1,p)

$x1

 [1] 1.527778 1.557971 1.590909 1.594203 1.625709 1.626984 1.660079 1.666667 1.697723 1.699605 1.735537

[12] 1.746032 1.774892 1.780538 1.818182 1.859410

$p1

 [1] 0.04 0.06 0.06 0.06 0.09 0.04 0.09 0.06 0.06 0.09 0.09 0.04 0.06 0.06 0.06 0.04

Sau, scris şi mai explicit: (x,p)((y,q) = (z,r) cu z un vector cu 16 valori şi r de asemenea cu 16 valori. S-a întîmplat că toate produsele xiyj au fost diferite.

Probabilitatea P(X ( x) este calculată de scriptul tailfrep

##coada unei repartitii discrete (x,p)calculata in t

tailfrep<-function(t,x,p)

{tailfrep=1-sum(p[x<t]);tailfrep}

De exemplu, dacă dorim să ştim care este probabilitatea ca o sumă S0 = 1200 lei să poată fi achitată în două rate r = 700 lei, calculăm 

a=convm(x,p,y,q);prob=tailfrep(1200/700,a[[1]],a[[2]]);prob
şi răspunsul este prob =  0.35. Dacă mărim rata la 800, 

a=convm(x,p,y,q);prob=tailfrep(1200/800,a[[1]],a[[2]]);prob
prob = 1. Era şi de aşteptat.


Cum calculăm celelalte probabilităţi?

De exemplu X3 = (1 + (1(2 + (1(2(3 = (1(1 + (2(1 + (3)))  Observăm că, deoarece variabilele (i au fost presupuse independente şi identic repartizate,  (2(1 + (3) are aceeaşi repartiţie ca şi X2 iar (1 are aceeaşi repartiţie ca şi (3. Ca atare X3 are aceeaşi repartiţie ca (3(1 + X2) . 

Mai general, Xn = (1(1 + ((2 + (2(3 + ....+ (2...(n)) are aceeaşi repartiţie cu (n( 1 + (1 +...+(1...(n-1) , adică cu (n(1 + Xn-1). Dacă  notăm faptul că două variabile aleatoare au aceeaşi repartiţie cu X 
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(1.6)

Sau, în termeni de repartiţii, 

Fn = F(h(Fn-1)





(1.7)

unde h(Fn-1) este repartiţia variabilei aleatoare Xn-1 + 1. 


Scriptul convmrep calculează repartiţia lui Xn 
##convolutia multiplicativa pentru alfa: F_n+1 = F_n*delta(1)convmultF

convmrep<-function(n,x,p)

{y=1;q=1

for (i in 1:n) {a=convm(x,p,y,q);y=a[[1]]+1;q=a[[2]]}

a}


De exemplu, pentru a afla repartiţia lui X4 scriem

a=convrep(4,x,p);x1=a[[1]];p1=a[[2]]

Vectorii  x1 şi p1 vor avea lungimea de 256. Valoarea minimă pentru x1 este 2.588735 iar cea maximă este 3.545951. Probabilitatea ca 4 rate în valoare de 400 de lei să fie suficiente este dată de comanda

> a=convmrep(4,x,p);x1=a[[1]];p1=a[[2]];prob=tailfrep(1200/400,x1,p1);prob

şi este egală cu 0.5361
Dacă dorim să mărim probabilitatea, mărim puţin rata la 450 lei

a=convmrep(4,x,p);x1=a[[1]];p1=a[[2]];prob=tailfrep(1200/450,x1,p1);prob

[1] 0.9836

Deja putem paria că este suficient. 

Problema este că nu putem aplica acest algoritm de prea multe ori. Deja la 4 convoluţii, şirul de valori pe care îl poate lua X4 este de 256; în principiu este de 4n valori. De exemplu, la n = 10

a=convrep(10,x,p);x1=a[[1]];p1=a[[2]]

vectorul x1 are n= 1048576 componente. Calculul durează 5 minute. Nu o să afişăm toate valorile, ci doar un sumar prin instrucţiunea summary

summary(x1)

   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max. 

  4.192   5.251   5.574   5.599   5.921   7.722
Deci minimul este 4.192 iar maximul este 7.722.

Probabilitatea ca acest credit să fie acoperit în 10 rate a 200 de lei este 

prob=tailfrep(1200/200,x1,p1);prob = 0.178917
iar în rate de 250 lei este

prob=tailfrep(1200/250,x1,p1);prob = 0.9737461

Funcţia gfrep(n,x,p)  face graficul funcţiei de repartiţie a repartiţiei (x,p) în n puncte echidistante calculate între min x1 şi max x1.Iată graficul funcţiei de repartiţie al lui X10
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Pe axa Ox sunt valorile lui x, între minim şi maxim. În graficul următor prezentăm diferenţele [F(t+h) – F(t)]/h pentru h = (max x1 – min x1)/998 care, în ipoteza că repartiţia lui Fn ar avea o limită absolut continuă, ar mima densitatea sa. Dar nu ştim dacă există o asemenea limită: este o problemă nerezolvată de matematicieni
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Pentru valori mai mari ale lui n nu este realist să aplicăm acest algoritm: dacă la n = 10 Xn are 1048576 de componente, la n = 20 o să aibă 1012 . Am putea mări numărul de iteraţii dacă am modifica problema: dacă rata dobînzii nu are decît două valori i (
[image: image116.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

5

.

5

.

15

.

0

10

.

0

. Ratele se văd în primul rînd, exprimate în procente iar probabilităţile lor în al doilea rînd. Atunci qn (
[image: image117.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

5

.

5

.

15

.

1

10

.

1

 iar coeficienţii de actualizare (n ( 
[image: image118.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

5

.

5

.

15

.

1

1

10

.

1

1

. Atunci am putea calcula repartiţia chiar şi pentru X20
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şi „densitatea”
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Probabilitatea ca 20 de rate a 100 de lei să fie suficiente este 

prob=tailfrep(1200/250,x1,p1);prob = 0.1249514
9. 
Calculul mediei şi varianţei variabilelor Xn = (1+(1(2+...+(1(2...(n
Dacă n este mare – de ordinul zecilor, atunci algoritmul de mai sus nu poate fi aplicat dacă ţinem ca modelul să fie cît de cît realist. Dar dacă presupunem că variabilele (i ( (0,1) sunt independente şi identic repartizate, atunci putem încerca estimări bazate pe inegaltatea lui Cebîşev. Chiar dacă sunt slabe, ne dau o idee despre repartiţie. Să presupunem că 

E(i = a, E(i2  = b, EXn = (, Var(Xn) = v 



(1.8)

Datorită faptului că variabilele ((i)i au fost presupuse independente, avem

( = E(1 + E(1E(2 +....+ E(1E(2...E(n = a +a2 +...+ an , adică

(= 
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Pe de altă parte v = Var
[image: image122.wmf]i

n

i

a

å

a

=

...

1

1

= 
[image: image123.wmf]å

j

i

j

i

c

,

,

 unde ci,j = 
[image: image124.wmf](

)

j

i

a

a

a

a

...

,

...

cov

1

1

 = E
[image: image125.wmf](

)

j

i

a

a

×

a

a

...

...

1

1

 - ai+j. Dacă i < j avem ci,j = biaj-i – ai+j, deci 
ci,j = bmin(i,j)a(i – j ( 




(1.10)

În concluzie, după efectuarea calculelor ajungem la

v = 
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Să presupunem, ca la exemplul 7, că rata dobînzii este repartizată Uniform(0.05, 0.15)

Atunci q ( Uniform(1.05, 1.15). Cum U ( U((,(), ( E
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alfa=1.05;beta=1.15;a=(log(beta)-log(alfa))/(beta-alfa);b=1/alfa/beta

Rezultă a = 0.9097178, b =  0.8281573

Scriptul următor, medvar(n,a,b) calculează media ( şi varianţa v 

##calculez media si varianta lui X_n =alfa_1+alfa_1alfa_2....

##daca Ealfa_n = a, Ealfa_n^2=b

medvar<-function(n,a,b){

mu=a*(1-a^n)/(1-a)

s=b*(1-b^(n-1))/(1-b)-a*b*(a^(n-1)-b^(n-1))/(a-b)

v=2*a*s/(1-a)+b*(1-b^n)/(1-b)-(a*(1-a^n)/(1-a))^2

answ=list(rate=n,media=mu,varianta=v)

answ}
De exemplu, dacă n = 60, atunci X60 are media 10.04189 şi varianţa 0.402313

ans=medvar(60,a,b);ans

$rate

[1] 60

$media

[1] 10.04189

$varianta

[1] 0.402312

Atunci abaterea medie pătratică ( este 0. 6342815 . Deci P( 10.02 – k(0.63 <  X20 < 10.02 + k(0.63) > 1 – 1/k2. O aproximaţie bună este că P( 10.02 – k(0.63 <  X20) > 1 - 
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. Pentru k = 4, găsim că P(X20 >7.503) > 96.88%. Dacă S0 = 1200, punem condiţia ca 1200/r < 7.5 ( r > 160. O rată de 160 lei ar fi suficientă, cu probabilitate mai mare decît 97% ca să achite creditul de 1200 lei în 20 de rate. 
Exerciţii

1. Plăţile anuale se numesc anuităţi. Rambursarea creditelor prin anuităţi nu este de obicei permisă persoanelor fizice, ci numai marilor companii. Persoanele fizice rambursează creditele prin plăţi lunare din următorul motiv: dacă  C se înţelege cu D să plătească o dobîndă anuală i, atunci dobînda lunară pe care i-o calculează banca este i/12, în loc să fie, aşa cum s-ar cuveni, (1+i)1/12 – 1. Să admitem că C plăteşte o datorie de 5 UM  în 5 ani, în anuităţi, în rate egale. Atunci rata anuală ar fi
(e1)
ra = 
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  ~ (1 + i)5, unde ( = (1 + i)-1.
2. Să se calculeze Σr şi Σa dacă n = 2 dar t1 şi t2 sunt oarecare. Cînd sunt convenabile amortismentele egale? 
Soluţie.  Formula (24) devine 
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 iar formula (26) devine Σa = 1 + i1 + i2/2 deci Σr > Σa ( 2(1+i1)(1+i2) > (2 + i2)( 1+ i1 + i2/ 2)  (   i1i2 >   i22/2 ( i1 > i2/ 2.
3. Să presupunem, în exerciţiul anterior, că rata dobînzii este constantă. Ce relaţie este între t1 şi t2 dacă Σr = Σa?

Soluţie. Trebuie ca 2i1 = i2  ( 
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4. Să presupunem că (, factorul de fructificare, verifică relaţia 
(e2)
((s,t)((t,u) ( ((s,u) ( s( t ( u . 

Spunem atunci că ( este subscindabil. Dacă este verificată inegalitatea inversă

(e3)
((s,t)((t,u) ( ((s,u) ( s( t ( u . 

spunem că ( este suprascindabil.  Verificaţi că orice dobîndă simplă are factorul de fructificare subscindabil.
R. Dacă d este o dobîndă simplă, d(s,t) + d(t,u) = d(s,u). Atunci ((s,t)((s,u) =(1+ d(s,t))(1+ d(t,u)) = 1 + d(s,u) + d(s,t)d(t,u) ( ((s,u).

5. Fie ((s,t) = 
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R. ((s,t)((t,u) = 
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6. Fie (1, ( ,
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8. Continuare. Arătaţi că funcţia ( ( r(() este unimodală, în sensul că ea creşte pe un interval [0,(*] iar pe intervalul [(*,() scade spre asimptota sa orizontală 1 / n. 
R. Pentru a studia monotonia lui r este mai comod de lucrat cu funcţia ( = 1 / r . Dacă ( ( [tk,tk+1], 0 ( k ( n-1, atunci ((() =
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9. Caz particular în exerciţiul 7. n = 2. Calculaţi max r(().

R. Dacă ( < t1, atunci ((() = 
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. Dacă t1 ( ( < t2 , atunci ((() = 
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10. Un credit de 1 UM se rambursează în n rate lunare cu amortismente egale. Este posibil să fie şi ratele egale?

R. Fie ik rata lunară a dobînzii, presupusă constantă pe intervalele de timp [tk-1,tk], unde tk = k/12 este momentul plătirii ratei rk. La momentul tk suma restantă era 
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11. Un credit de 1 UM se rambursează printr-un flux de amortismente cu intensitate constantă pe intervalul [0,T]. Cum trebuie să fie dobînda instantanee ca şi fluxul ratelor să fie constant pe acelaşi interval?
R. Ştim din Propoziţia 8 că t ( [0,T] ( r(t) = a(t) + S(t)((t). Dar a(t) = c1[0,T](t). Constanta c se găseşte punînd condiţia ca 
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  iar r este o cantitate oarecare mai mare ca a. Răspunsul nu este unic . Fluxul de rate cu intensitatea r1[0,T] verifică ecuaţia (36): 
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12. Dacă dobînda anuală este cu rată constantă, i , care este creditul maxim care poate fi rambursat plătind anuităţi de 1 UM?
R. Supremul unui asemenea credit este S0 = 1/i. Nu există maxim, căci nu se atinge 

13. Cineva vrea să plătească un credit de 10 UM în anuităţi de 1 UM. Rata  dobînzii este 10%. În cîte rate achită creditul?

R. Niciodată. 

14. Rata anuală a dobînzii este 24%. Cineva vrea să plătească  un credit de 24 UM în rate de 1 UM/ lună. În cîte luni îl rambursează? Dar dacă creditul este de 50 UM?
R. Dobînda lunară calculată corect este de 1,808% pentru că 1,0180812 = ≈ 1,24. Banca însă calculează dobînda lunară sub forma dobînda anuală / 12, ceea ce dă 2%. În acest caz dobînda anuală ar fi 1.0212= 1.268, deci dobînda anuală ar fi 26,8%. Pentru un credit de 24 UM, pe prima variantă ar fi suficiente 32 de rate iar pe a doua trebuie 34. Pentru un credit de 50 UM, ar fi necesare 131 rate; pe varianta de calcul al băncilor, acesta nu s-ar putea achita.

15. Cum trebuie să fie un factor de fructificare ( ca orice credit să poată fi achitat într-un număr finit de anuităţi egale cu 1 UM? Arătaţi că dacă ( este dat de o dobîndă instantanee ( monoton descrescătoare, atunci trebuie ca ((() = 0. Dacă dobînda instantanee nu tinde la 0 există o limită superioară a creditelor care pot fi rambursate cu rate de 1 UM.
R. Trebuie ca 
[image: image194.wmf]å

s

¥

=

1

)

,

0

(

1

n

n

= (. Dacă ((0,n) = 
[image: image195.wmf]ò

d

n

t

t

e

0

d

)

(

cu ((t) ↓( şi ( >0 atunci seria va fi convergentă. (Îi aplicăm criteriul raportului : 
[image: image196.wmf])

1

,

0

(

1

+

s

n

: 
[image: image197.wmf])

,

0

(

1

n

s

 = 
[image: image198.wmf]ò

d

-

+

1

d

)

(

n

n

t

t

e

( e-( < 1). 
16. Un credit de S0 = 1200 UM trebuie rambursat în trei rate cu dobîndă i = 10%. Să se calculeze ratele şi amortismentele în următoarele scenarii

1.
Rate egale ,  plătibile la momentele ti = (t,t+h,t+2h) în regim de dobîndă simplă
2.
Rate egale ,  plătibile la momentele ti = (t,t+h,t+2h) în regim de dobîndă compusă

3.
Amortismente egale plătibile la momentele ti = (t,t+h,t+2h) în regim de dobîndă simplă

4.
Amortismente egale plătibile la momentele ti = (t,t+h,t+2h) în regim de dobîndă compusă
Soluţie.

1. Rata este r = 
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 cu amortismentele ak = r( 1 + ik + qk-1ik + ...+ q2q3...qk-1ik) – q1q2...qk-1ik. La noi q1 = 1+it, q2 = q3 = 1 + hi deci r = 
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 cu amortismentele a1 = r- itS0, a2 = r – ihS1, a3 = r – ihS2. 
2. La dobîndă compusă q1 = (1 + i)t,q2 = q3 = (1+i)h deci r = 
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, 
a1 = r-(1+i)tS0, a2 = r – (1+i)h S1, a3 = r – (1+i)h S2.
17.
Cineva are un credit în valoare de S0 UM, pe care îl rambursează prin N rate egale la momentele de timp tj = j. Presupunem că rata dobînzii pe intervalul [j,j+1] este constantă şi egală cu i. După achitarea a n rate, el plăteşte, la momentul tn+1 un număr de ( rate. 

a.
Găsiţi cîte rate cu aceeaşi  valoare r mai are de plătit

b.
Dacă nu doreşte să plătească mai puţine rate, ci vrea ca de la momentul tn+2 să plătească o rată mai mică, care ar fi aceea?

Soluţie. Fie (=
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a. Ca numărul ( de rate să acopere creditul, trebuie ca r(( + ...+ (n) + (r(n+1 + r((n+2 +...+ (() ( S0 . Simplificînd cu r şi ţinînd seama că 
[image: image206.wmf]i

1

1

=

a

-

a

 rezultă 
[image: image207.wmf]i

i

i

N

n

n

n

n

a

-

³

a

-

a

+

ra

+

a

-

-

-

n

+

+

1

1

1

1

1

1

 sau 
[image: image208.wmf](

)

n

N

n

i

-

-

n

a

-

³

a

-

a

+

ra

1

, deci ( = n +
[image: image209.wmf](

)

(

)

(

)

ú

ú

ú

ù

ê

ê

ê

é

a

a

+

-

r

a

-

-

ln

1

1

ln

n

N


b. Similar. Numai că acum ecuaţia devine r(( + ...+ (n) + (r(n+1 + x((n+2 +...+ (() = S0 unde x este noua rată.  Se ajunge la x = r
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. 
� Cititorul interesat poate găsi demonstraţia în Gheorghiţă Zbăganu, Instantaneous interest rates and hazard rates, Proceedings of the Romanian Academy, Vol. 6, no. 1/2005, pp. 31 - 38


� Ca o curiozitate, rata zilnică a dobînzii se calculează de unele bănci după formula i/360. Ca şi cum anul ar avea 360 de zile.
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