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Principii de calcul al primei de asigurare

1. Principii corecte 
Am văzut că un risc este o variabilă aleatoare pozitivă (de fapt nenegativă) X. Fie L+((,K,P) = L+  mulţimea riscurilor unui spaţiu probabilizat ((,K,P). Pentru o societate de asigurări riscul este suma pe care societatea trebuie să o plătească unui client. Ea îşi asumă riscul clientului, însă acesta trebuie să plătească o primă de asigurare. 

Definiţie. Un principiu de calcul al primei (pe scurt principiu)  este orice funcţie 

(1.1) H : L+((,K,P) ( (+
Cantitatea H(X) este prima plătită pentru riscul X. 

Se pot imagina multe asemenea prime. Studiem aici cele care satisfac unele cerinţe considerate naturale. Mai întîi, este firesc să presupunem că 

(1.2) X (st Y  ( H(X) ( H(Y)

Într-adevăr, dacă X (st Y , atunci P(X ( t) ( P(Y ( t) ( t ( 0. Deci probabilitatea ca firma să plătească cel puţin t lei primului client este mai mică decît probabilitatea de a plăti cel puţin t lei celui de al doilea, pentru orice t. Pare deci firesc să pretindem o taxă mai mică de la primul client decît de la cel de al doilea. 

Dar relaţia (1.2) implică şi faptul că

(1.3) X (st Y şi Y (st X  ( H(X) = H(Y)

Cum însă X (st Y şi Y (st X ( P(X-1 = P(Y-1 rezultă că un principiu natural de calcul al primei nu depinde atît de variabila aleatoare X , cît de repartiţia sa. P(X-1 sau, ceea ce este acelaşi lucru, de funcţia sa de repartiţie FX . Aşadar putem gîndi H ca fiind o funcţie

(1.4) H : Prob((0,(), B((0,())) ( (+
care ataşează oricărei repartiţii ( de pe semiaxa numerelor reale nenegative un număr nenegativ. Deci H(() reprezintă prima de asigurare plătită pentru o repartiţie a riscului X egală cu (. 


Atunci pare de asemenea natural să postulăm că

(1.5) ( (st (  , ( ( (  ( H(() ( H(()

Într-adevăr, dacă un client este mai riscant ca celălalt, corect ar fi să plătească mai mult. 

Într-o primă abordare nu ne interesează cheltuielile de regie ale companiei de asigurări, care vor mai încărca nota de plată, şi nici profitul companiei. De aceea vom postula că

(1.6) H((a) = a ( a ( 0

Într-adevăr, (a este repartiţia variabilei aleatoare X = a. Unui client care sigur pierde a lei nu are rost să-i cerem mai mult. Sigur că aceasta este o idealizare, un asemenea client nu există. Dar pe de altă parte un client normal care ştie că pierde a lei nici nu se asigură. Noi vorbim aici de un asigurat şi de un asigurator ideal , cu deplin acces la informaţii unul despre altul, lucru, se va spune, neverosimil. 

Definiţia 1. Un principiu de calcul H care satisface axiomele (1.5) şi (1.6) se numeşte corect. 

Un principiu ideal de calcul al primei ar mai trebui să satisfacă şi axioma

(1.7) H((i) = H((i) , i=1,2 ( H(p(1 + (1-p)(2) = H(p(1 + (1-p)(2)

Adică dacă doi clienţi X1 şi X2 plătesc la fel de mult ca alţi doi clienţi Y1 şi Y2 , atunci un client X care poate avea repartiţia lui X1 cu probabilitatea p sau repartiţia lui X2 cu probabilitatea q trebuie tratat la fel ca un client Y care poate avea repartiţia lui Y1 cu probabilitatea p sau repartiţia lui Y2 cu probabilitatea q. 

Definiţia 2.  Un principiu de calcul H care satisface (1.7) se va numi principiu coerent. 


Lema 1.1.  Fie H un principiu corect şi coerent. Fie a ( 0 oarecare. Considerăm funcţia ( = (a,H : (0,1( ( (0,a( definită prin 

(1.8) ((t) = H(p(a + (1 - p)(0) 

Atunci

(i). 
( este strict crescătoare, ((0) = 0, ((1) = a.
(ii).
Dacă (pj)1(j(n sunt nenegative şi de sumă 1 (o combinaţie convexă!) şi 0 ( tj ( 1 atunci

(1.9) ((
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(iii).
( este continuă, deci bijectivă.


Demonstraţie.(i).:  Fie p ( p’. Fie, de asemenea, ( = p(a + (1 - p)(0  şi ( = p’(a + (1 – p’)(0 . Atunci ( ( ( şi ( (st ( căci dacă w este crescătoare 
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d( = pw(a) + (1-p) w(0) = w(0) + p(w(a) – w(0)) ( w(0) + p’(w(a) – w(0)) = 
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d(. Din (1.5) rezultă atunci că H(() ( H((). 

(ii). Din (1.6) avem că H(
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[image: image8.wmf])

(

j

t

j

e

şi (j = tj(a + (1 - tj)(0 rezultă că H(
[image: image9.wmf](

)

å

=

j

e

n

j

t

j

j

p

1

) = H(
[image: image10.wmf])

)

1

(

(

0

1

e

-

+

e

å

=

n

j

j

a

j

j

t

t

p

) =    H(
[image: image11.wmf])

)

1

(

)

(

0

1

1

e

-

+

e

å

å

=

=

n

j

n

j

j

j

a

j

j

t

p

t

p

) = ((
[image: image12.wmf]å

=

n

j

p

1

jtj).

(iii).  Să presupunem că ( este discontinuă în p0 ( (0,1). Atunci ((p0+0) ( ((p0) sau ((p0- 0) ( ((p0). 


Alegem prima variantă. Deci există ( ( 0 ca ((p0+0) ( ((p0) + (. Fie p((0,1) oarecare. Atunci ((
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). În concluzie ( este discontinuă în toate punctele de forma 
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 , care formează intervalul (p0/2, (1+p0)/2( . Dar aceasta este o absurditate: o funcţie crescătoare nu poate avea decît o mulţime cel mult numărabilă e discontinuităţi!


La fel se demonstrează că a doua variantă (((p0- 0) ( ((p0) - (  cu ( ( 0) duce la o contradicţie. Deci ( este continuă. (

Următorul rezultat caracterizează principiile corecte şi coerente.


Propoziţia 1.2.

(i).
Fie f : (0,() ( (0,() o funcţie strict crescătoare şi continuă. Atunci, punînd

(1.10) H(X) = f –1(Ef(X)) 

obţinem un principiu corect şi coerent pentru riscuri X care au medie finită.

(ii). 
Reciproc, dacă H este un principiu corect, coerent şi slab continuu (în sensul că (n ( ( implică H((n) ( H(()!)  atunci pentru orice risc X mărginit, 0 (  X ( a , există o funcţie fa : (0,a( ( (0,1( continuă şi strict crescătoare astfel ca H(X) = fa-1(Efa(X)).


Demonstraţie. Afirmaţia (i). Este imediată. Într-adevăr, dacă H are forma (1.10), atunci X (st Y  ( Ef(X) ( Ef(Y) (căci f este o penalizare!) ( f –1(Ef(X)) ( f –1(Ef(Y)) (căci f –1 este de asemenea strict crescătoare!) ( H(X) ( H(Y). Deci (1.3) se verifică. Dacă X (  ( (st (, Y ( ( şi ( ( (, atunci EX = 
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(Y ( t)dt = EY deci f –1(Ef(X)) ( f –1(Ef(Y)), deci (1.5) se verifică de asemenea. Dacă X=a (a.s.) ( Ef(X) = f(a)  ( H(X) = f –1(f(a)) = a , deci (1.6) se verifică. În fine, dacă H((i) = H((i) , i=1,2 , 0 ( p ( 1, atunci H(p(1 + (1-p)(2) = f –1(
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d(p(1+(1-p)(2 ) = (H(p(1 + (1-p)(2) deci şi (1.7) se verifică. În concluzie, H este un principiu corect şi coerent.

(ii). 
Reciproc, fie a ( 0. Fie X un risc mărginit, X ( a. Să presupunem mai întîi că X este un risc discret. Deci ( = P(X-1 = 
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d() = ((Efa(X)) (formula de transport!) = fa-1(Efa(X)) . Deci egalitatea H(X)  = fa-1(Efa(X)) funcţionează pentru riscuri X discrete. Sau, în limbaj de repartiţii: Egalitatea

(1.11) H(()  = fa-1(
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este valabilă pentru orice repartiţie discretă ( pe intervalul (0,a(.

Fie acum X o variabilă aleatoare oarecare astfel ca 0 ( X ( a  şi ( repartiţia sa. Intenţionăm să arătăm că egalitatea (1.11) este încă valabilă. 

Fie Yn = 
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 şi Zn = (Yn +
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)(a. Atunci Yn ( X ( Zn , Zn – Yn ( 
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 şi Yn, Zn sunt discrete. Deci formula (1.11) funcţionează pentru Yn şi Zn . Adică

(1.12) fa-1(E(fa(Yn)))  = H(Yn) ( H(X) ( H(Zn) = fa-1(E(fa(Zn))   ( fa-1((Efa(Yn + 
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Dar fa şi  ( = fa-1 sunt funcţii uniform continue, deci   n ( ( ( fa(Yn + 
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)(a) - fa(Yn)  ( 0  ( Efa(Yn + 
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)(a)) - E(fa(Yn)) ( 0 (Lebesgue!) ( fa-1((Efa(Yn + 
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)(a))) - fa-1(E(fa(Yn))) ( 0. Înseamnă că H(X) este cuprins între două şiruri a căror diferentă tinde la 0. Deci limita lor comună este H(X), adică 

(1.13) H(X) = limn(( fa-1(E(fa(Yn)))

Pe de altă parte, însă, Yn ( X (uniform)  ( fa(Yn) ( fa(X) (uniform) ( Efa(Yn) ( Efa(X) (căci convergenţa este uniformă!) ( fa-1(E(fa(Yn))) ( fa-1(E(fa(X))) (căci fa este continuă). Din (1.13) deducem atunci că H(X) = fa-1(Efa(X)), exact ce doream. (
Observaţie. Un risc corect şi coerent poate să nu fie slab continuu! De exemplu, dacă H(X) = EX, acesta este evident corect şi coerent dar , dacă (n = 
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, atunci (n ( (0 dar H((n) = 1 iar H((0) = 0. 

Observaţie. Nu ştim dacă se poate alege o funcţie f care să nu depindă de a. 

Definiţie. Vom numi un principiu principiu standard dacă este de forma (1.10). A se remarca faptul că principiul H(X) = EX este standard. Deci orice principiu standard este corect şi coerent.

2. Principii realiste. Aversiunea la risc.

Definiţie.Un principiu H se va numi realist dacă pentru orice risc X avem H(X) ( EX .

Motivul este următorul : să presupunem că H(X) ( EX pentru un anume risc. Fie atunci (Xn)n un şir de variabile aleatoare i.i.d. avînd aceeaşi repartiţie ca şi X.  Atunci ar trebui ca aceşti clienţi să plătească prima de asigurare H(X). Deci pentru n asemenea clienţi, societatea va primi o primă în valoare de nH(X) lei. Profitul ei va fi atunci Un = nH(X) – Sn (unde Sn = X1 + …+Xn ) = n(H(X) – Sn/n) ( - ( . (din legea numerelor mari rezultă că Sn/n  ( EX ( H(X) !) 

Nu pare realist ca, în deplină cunoştinţă de cauză , un asigurator să accepte o asemenea situaţie!

Se pune problema : în ce condiţii un principiu standard este realist?   

Trebuie ca el să fie dat de o funcţie strict crescătoare f cu proprietatea că f –1( Ef(X)) ( EX sau, ceea ce este acelaşi lucru, ca Ef(X) ( f(EX) pentru orice risc X. Dacă luăm X ( 
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 , atunci condiţia devine

(2.1) (1-p)f (x) + pf(y) ( f((1-p)x + py) ( x,y ( 0, ( 0 ( p ( 1

Dar (2.1) înseamnă că f trebuie să fie o funcţie crescătoare şi convexă !

Înseamnă că am demonstrat


Propoziţia 2.1. Un principiu standard este realist dacă şi numai dacă f este o penalizare convexă. (Penalizare = funcţie crescătoare, vezi primele două cursuri !) . Să notăm acest principiu cu 

(2.2)
Hf(X) = f –1( Ef(X))


Să remarcăm că dacă a ( 0, b ( ( , atunci Hf = Haf+b . Într-adevăr Hf(X) este soluţia H a ecuaţiei f(H) = Ef(X) iar Haf+b este soluţia ecuaţiei af(H) + b = E(af(X) + b) = aEf(X) + b , adică aceeaşi ecuaţie. De aceea putem presupune întotdeauna că f(0) = 0. Aşadar avem 


Propoziţia 2.2. Funcţiile convexe f şi af + b generează acelaşi principiu de calcul al primei de asigurare. 

Exemplul 1. Dacă f(x) = xp cu p ( 1, atunci 

(2.3)
H = Hp(X) = (EXp)1/p = ║X║p. 

Acesta este principiul Lp sau premiul putere.
Exemplul 2. Dacă f(x) = eax - 1, a ( 0, atunci  Hf este soluţia ecuaţiei eaH = EeaX = ((a) unde ( este funcţia generatoare de momente a lui X . Rezultă 

(2.4) H = Hexp(a)(X) = 
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 Aceasta este prima exponenţială sau principiul exponenţial. 


Definiţie. Să presupunem că funcţia f este de două ori derivabilă. Fiind convexă, f’’ ( 0 şi fiind crescătoare f’ ( 0. Funcţia

(2.5) r(x) = 
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se numeşte coeficientul de aversiune la risc al lui f . El măsoară într-un anume sens aversiunea la risc a principiului Hf . Rezultatul următor precizează cum.


Propoziţia 2.3.  

(i).
Fie X un risc mărginit, MX = ║X║( = ess sup X  . Dacă f este o penalizare convexă, atunci 

(2.6)
EX ( Hf(X) ( MX

(ii).
Dacă r(x) = 0 ( x , atunci f(x) = ax+b şi Hf(X) = EX. 

Deci , dacă nu există aversiune la risc, prima de asigurare coincide cu media.

(iii).
Mai general, fie fn penalizări convexe de două ori derivabile şi rn coeficienţii lor de aversiune la risc, calculaţi după formula (2.5). Atunci

(2.7)
rn ( (  ( 
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(X) ( MX ; rn ( 0 (uniform pe compacte) ( 
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Adică, dacă aversiunea la risc tinde la infinit, prima de asigurare percepută tinde la maximul riscului. Morala : o societate de asigurări cu prea mare aversiune la risc nu e prea viabilă, din lipsă de clienţi ! Cine ar plăti drept primă de asigurare maximul pierderii sale ?

Demonstraţie. (i). Fie H = Hf(X). Scriem (2.2) sub forma f(H) = Ef(X) ( f(EX) (Jensen!) de unde , f fiind strict crescătoare, H ( EX. De fapt ştiam aceasta, căci era vorba depre principii standard realiste. Pe de altă parte X ( MX (a.s.) ( f(X) ( f(MX) (a.s.) ( Ef(X) ( f(MX) ( f(H) ( f(MX) ( H ( MX .

(ii).
r = 0 ( f”= 0 ( f(x) = ax + b . Din Propoziţia 2.2 , f generează aceeaşi primă ca şi f(x)=x, adică EX.
(iii).
Scriem rn(x) = gn’(x) cu gn(x) = lnfn’(x) . Deci fn’(x) = 
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+ gn(0). Înlocuind, deducem că 

(2.8)
fn(x) = an + bn
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unde an = fn(0) şi bn = 
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. Primele de asigurare date de fn nu depind de constantele an şi bn (cf. Propoziţiei 2.2) , de aceea vom presupune că an = 0 şi bn = 1. Aşadar putem presupune, fără a restrînge generalitatea , că

(2.9)
fn(x) =
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Fie acum X  un risc mărginit, M = MX (supremul său esenţial),  ( repartiţia lui X, F  = FX funcţia sa de repartiţie  şi Hn = fn-1(Efn(X)) primele de asigurare date de fn . Trebuie să arătăm că Hn ( M. Presupunem prin absurd că nu este aşa. Atunci există A ( M şi un subşir Hn’ ca Hn’ ( A. Pentru a nu mai încărca notaţiile, presupunem că Hn ( A ( n, sau , ceea ce este acelaşi lucru, că


(2.10)            fn(Hn) ( fn(A)

Cum fn(Hn) = Efn(X) = 
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(2.11) fn(A) (  
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sau, înlocuind în (2.9), că 

(2.12)
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Fie B astfel ca A ( B ( M. Atunci  
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. Dacă notăm p = 
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, atunci p ( 0 (din definiţia lui M!) deci obţinem inegalitatea

(2.13)
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(2.14) p
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sau, împărţind cu integrala din membrul drept

(2.15)

p
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Dar acest lucru este absurd. Noi am presupus că rn(x) ( ( ( 
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Demonstrăm a doua afirmaţie. Dacă rn ( 0 uniform pe compacte, atunci 
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( e0 = 1 deci din (2.9) rezultă că fn(x) ( x . Mai mult, convergenţa este uniformă pe compacte şi, cum derivatele fn’ formează un şir mărginit pe compacte, funcţiile fn mai sunt şi echicontinue ( fn-1 sunt de asemenea echicontinue şi fn-1(x) ( x uniform pe compacte.

În concluzie fn(X) (f(X) : = X 
( Efn(X) ( EX    ( fn-1(Efn(X))  ( f-1(EX) = EX. Deci Hn ( EX . Efn(X) ( EX  (  
Corolar 2.4. 

(i).
Primele “Lp” şi cele exponenţiale au proprietatea că limp(( Hp(X) = lima((Hexp(a)(X) = MX. 

(ii).
Mai mult, H1(X) = lima(0Hexp(a)​(X) = EX pentru orice risc X care este mărginit.

(iii).
În fine, funcţiile p ( Hp(X) şi a ( Hexp(a)(X) sunt crescătoare

Demonstraţie.(i), (ii). :  Dacă f(x) = xp, p ( 1, atunci aversiunea la risc este rp(x) = (p-1)/x . Dacă p ( (, rp(x) ( ( şi se aplică propoziţia de mai sus. Dacă f(x) = eax , atunci r(x) = a . Dacă a ( ( sau a ( 0 se aplică Propoziţia 2.3,(iii).

Demonstrăm (iii). Remarcăm întîi că Hexp(a)(X) = 
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  deci Hexp(a)(X)  = ln Ha(eX). Ca atare este suficient să demonstrăm că p ( Hp(X) este crescătoare ( p ( 0. Este adevărat că pentru 0 ( p ( 1 premiul Hp nu este realist, dar nu are importanţă. Fie 0 ( p ( p’ . Fie r = 
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şi r’ ( 1 conjugatul său Holder, adică 
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. Atunci Hpp(X) = E(Xp) = E(Xp(1) ( ║Xp║r║1║r’ (am aplicat inegalitatea lui Holder !) = E(Xpr)1/r = E(Xp’)p/p’ =Hp’p(X) deci Hp(X) ( Hp’(X) (căci p ( 0 ( funcţia x ( xp este crescătoare !).  (

Este interesant că primele exponenţiale pot fi caracterizate prin aceea ca au aversiunea la risc constantă.


Propoziţia 2.5. Dacă f este o penalizare convexă cu r(x) = a = const ( f(x) = Aeax +B cu a,A ( 0 şi B ( (.


Demonstraţie.  Este evident: (lnf’)’ = a ( lnf’(x) = ax + b ( f’(x) = eax+b  ( f(x) = (eb/a)eax + B. (
3. Utilităţi. Principiul utilităţii zero.
Definiţie. Fie u : ( ( ( o funcţie crescătoare şi concavă. Atunci u se numeşte utilitate. 

În continuare vom lucra cu utilităţi strict crescătoare. Atunci u este injectivă, deci are sens următoarea

Definiţie. Principiul utilităţii zero  este funcţia H(X) = Hu(X) cu proprietatea că 

(3.1) Eu(H(X) – X ) = u(0)

Vom numi un principiu dat de relaţia (3.1) primă utilitară sau premiu utilitar sau principiu utilitar. Nu va exista pericol de confuzie între notaţia Hf şi Hu deoarece se va preciza întotdeauna că f este o penalizare iar u o utilitate.

Exemplu.1. Dacă u(x) = -e-ax atunci (3.1) devine –Ee-a(H(X) – X) = -1 ( EeaX = eaH(X) ( H(X) = Hexp(a)(X) = 
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 este premiul exponenţial descris la (2.4). Deci principiile exponenţiale sunt atît standard cît şi utilitare. 

Observaţie.  A se nota lipsa de simetrie a definiţiei (3.1). Dacă în loc de Eu(H(X) – X ) = u(0) punem Eu(X – H(X) ) = u(0) rezultă altceva. În exemplul 1 ar rezulta eaHEe-aX = 1 de unde  H = - ln(Ee-aX)/a = - LX(a)/a unde LX(a) este transformata Laplace a lui X. 


Propoziţia 3.1. Principiul utilităţii zero este un principiu corect şi realist. Mai mult, dacă X este un risc mărginit, atunci H(X) ( MX unde MX = ess sup X. 


Demonstraţie. Să presupunem că X (st Y. Atunci există versiuni X’,Y’ ale lai X şi Y (eventual pe un alt spaţiu probabilizat) astfel ca X’ ( Y’ (a.s.). Deci a – X’ ( a – Y’ (a.s.) de unde  Eu(a-X) = Eu(a – X’) ( Eu(a - Y’) = Eu(a – Y) . Dacă a = H(Y) atunci obţinem că Eu(H(Y) - X) ( u(0) = Eu(H(X) – X ) . Cum funcţia a ( Eu(a – X) este strict crescătoare rezultă că H(Y) ( H(X).

 Fie X = a (a.s.). Atunci Eu(H-X) = u(H-a) . Deci u(H-a) = u(0) ( H-a = 0 deci H((a) = 0. Înseamnă că H satisface (1.5) şi (1.6) deci este un principiu corect. Înseamnă că putem scrie H(() în loc de H(X), dacă ( este repartiţia lui X. 



Apoi, din inegalitatea lui Jensen u(0) = Eu(H – X) ( u(H – EX) ( 0 ( H – EX ( H(X) ( EX , adică principiul H este şi realist. 

În fine, MX ( X a.s. deci u(MX – X ) ( u(0) ( Eu(MX – X) ( u(0) = Eu(H(X) – X) ( MX ( H(X). (
Observatie.  Se poate defini un premiu utilitar si daca functia strict crescatoare u nu este neaparat concava. Conditia ca premiul sa fie realist (adica Hu(X) ( EX) devine Eu(EX – X) ( u(0). Functiile cu aceasta proprietate indeplinesc conditia Eu(Y) ( u(0) pentru orice variabila aleatoare Y ca EY = 0. Cu late cuvinte Eu(Y) ( u(EY) dar nu pentru orice Y, ci numai pentru cazul EY = 0. Aceasta este o conditie mai slaba decit concavitatea . De exemplu functia u(x) = (x-1)1(-(,-1](x) + 2x1(-1,0](x) + x1[0,()(x) o indeplineste. Faceti calculul! Este instructiv. Multumesc studentilor de la masterat anul V care mi-au aratat acest lucru. Eu voiam sa demonstrez echivalenta “Hu realist ( u concava!)
Observaţie. Dimpotrivă, un principiu utilitar nu este neapărat şi un principiu coerent, adică este posibil să nu satisfacă (1.7). 

Motivul este următorul: Fie (i, (i ,i=1,2 ca H((i) = H((i) i=1,2.  Să notăm Hi în loc de H((i). Fie Xi şi Yi variabile aleatoare avînd repartiţiile (i şi (i . Atunci , din formula de transport 

(3.2) Eu(Hi – Xi) = 
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(Hi – x)d(i(x) = u(0) , Eu(Hi – Yi) = 
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(Hi – x)d(i(x) = u(0)

Fie h(t,() =  
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u

(t – x)d((x) = Eu(t – X) ( dacă P(X-1 = ( ). Aşadar (3.2) se poate scrie sub forma

h(H1,(1) = h(H1,(1) =u(0) , h(H2,(2) = h(H2,(2) =u(0).

Deci prima percepută pentru Xi este aceeaşi ca cea percepută pentru riscul Yi . Fie atunci 0 ( p ( 1 , ( = p(1 + (1 - p)(2 şi  ( = p(1 + (1 - p)(2 . Vrem să vedem ce ar însemna că H(() = H((). Să notăm cu H = H(() şi H’ = H(().

 Deci, h(H,() = u(0) şi h(H’,() = u(0)  adică ph(H,(1) + (1-p)h(H,(2) = u(0) şi ph(H’,(1) + (1-p)h(H’,(2) = u(0). Nu prea sunt motive ca acestea să coincidă. Totuşi, dacă funcţia h(t,() se poate scrie sub forma h(t,() = ((t)*((() unde ( este injectivă şi „*” este o operaţie cu proprietatea că ecuaţia  ((t)*((() = u(0) admite soluţie unică t , atunci ar rezulta că      

 H(() = (-1(u(0)*(((())-1)) deci H(() = H(() ( ((() = ((()  ( h(t,() = h(t,() . Aşadar la prime egale corespund aceleaşi funcţii h, ceea ce ar implica, evident, coerenţa. Un asemenea exemplu este cazul primelor exponenţiale. Dacă u(x) = - e-ax  , atunci h(t,() = - e-at(((a) unde (( este funcţia generatoare de momente a lui (.


Ajungem la următorul rezultat:


Propoziţia 3.2. Dacă utilitatea u are proprietatea că pentru orice două repartiţii ( şi ( cu proprietatea că ecuaţiile h(t,() = 0 şi h(t,() = 0 au aceeaşi soluţie rezultă h(t,() = h(t,() pentru orice t , atunci principiul Hu este coerent. Prin h(t,() am notat funcţia concavă crescătoare h(t,() =  
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u

(t – x)d((x). O condiţie ca acest lucru să fie adevărat este ca h(t,() = ((t)*((() unde „*” este o operaţie de grup pe o submulţime a lui (.


Exemplu. Dacă premiile utilitare ar fi şi coerente, ar trebui ca funcţia (:(0,1( ( (0,a( de la Propoziţia 1.2. definită prin ((p) = H((1-p)(0 + p(a) ar trebui să fie concavă , deoarece pentru orice risc X ( a am avea H(X) = ((E(-1(X)) cu (-1 convexă. Dar dacă luăm utilitatea u(x) = min(x,a+(x) cu 0 ( a ( 1 şi ( ( 0 suficient de mic şi facem calculele descoperim că ( nu este nici concavă nici convexă, deci Hu nu poate fi un principiu coerent. 


Propoziţia 3.3.  Utilităţile u şi au + b (a ( 0!) generează acelaşi principiu H. 


Demonstraţie. Evident.


De aceea vom presupune că utilităţile u sunt normate, în sensul că u(0) = 0 şi u’(0) = 1. 


În cazul unei utilităţi normate relaţia (3.1) devine 

(3.3)
H(() este unica soluţie H a ecuaţiei Eu(H – X) = 0


Vom mai presupune că utilităţile u sunt şi de clasă C2, adică de două ori derivabile. În acest caz u’’(x) ( 0. 

Prin analogie cu (2.5) vom numi coeficientul de aversiune la risc al utilităţii u funcţia

(3.4) r(x) = 
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Iată acum analogul propozitiei (2.3), care justifică denumirea de « aversiune la risc ».

Propoziţia 3.4. Fie  un şir de utilităţi un şi rn coeficienţii lor de aversiune la risc, definiţi de (3.3). Fie X un risc mărginit şi Hn = 
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(X). Atunci

(i).
Dacă rn ( (, atunci Hn ( MX ;

(ii).
Dacă rn ( 0, atunci Hn ( EX .

Demonstraţie.(i).   Putem presupune că un sunt deja normate, deci 

(3.5)

un(x) =
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 Fie gn = un’, deci 

(3.6)

gn(x) = 
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Să remarcăm că 

(3.7) limn((gn(x) = 
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Într-adevăr, dacă rn ( ( din Lema lui Fatou deducem că 
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Cum un(x) = 
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(3.8)

limn((un(x) = 
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Fie hn (t) = Eun(t – X). Funcţiile hn sunt toate crescătoare şi concave, deoarece hn’(t) = Eun’(t – X) şi hn’’(x) = Eun’’(t – X) (se va aplica în verificarea teorema lui Lebesgue de convergenţă dominată !) . Atunci Hn este soluţia unică a ecuaţiei hn = 0, deci hn(Hn) = 0. 


Fie M = MX şi 0 (  t ( M fixat. Fie Yn = un(t-X) şi A = (X ( t(. Cum un este o funcţie crescătoare, Yn = un(t - X)
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A

1

+ un(t - X)1A   ( un(t) + un(t - X)1A . Rezultă că hn(t) = EYn ( un(t) + E(un(t - X)1A) . Din (3.8) rezultă că ( ( A ( un(t –X(()) ( - ( ; cum P(A) ( 0 deducem că E(un(t - X)1A) ( -( (se va aplica Lema lui Fatou !). În concluzie am descoperit că

(3.9)

t ( M ( hn(t) ( - (

Să presupunem acum prin absurd că Hn  nu tinde la M . Atunci, trecînd eventual la un subşir putem presupune că există un t ( M ca Hn ( t. Deci hn(Hn) ( hn(t) ( -( ceea ce contrazice faptul că hn(Hn) = 0.

(ii).
Presupunem acum că rn ( 0 uniform pe compacte. Din (3.5) deducem că un(x) ( x , de asemenea uniform pe compacte. Atunci un(t – X) ( t – X şi, cum X este mărginită, din teorema Lebesgue de convergenţă dominată deducem că hn(t) = E un(t – X) ( t – EX. 

Să presupunem acum prin absurd că Hn nu converge la EX. Atunci există un ( ( 0 în aşa fel ca o mulţime infinită de termeni Hn să nu aparţină intervalului (EX - (, EX + () . Trecînd ventual la un subşir presupunem că Hn ( (EX - (, EX + () ( n. Să presupunem de exemplu că Hn ( EX - (. Atunci 0 = hn(Hn) ( hn(EX - () ( EX - ( - EX = - ( ceea ce este absurd: un şir de numere nenegative nu poate converge la ceva negativ. Presupunerea Hn ( EX + ( implică o absurditate asemănătoare: 0 = hn(Hn) ( hn(EX + () (  ( , un şir de numere negative cu o limită pozitivă. (

Primele utilitare au următoarele două proprietăţi :

Propoziţia 3.5 . Fie u o utilitate strict crescătoare. Atunci

(i).
Hu(X + c) = Hu(X) + c  ( c ( 0;

(ii).
0 ( p ( 1 ( Hu((1-p)X+pY) ( (1-p)Hu(X) + pHu(Y) adică funcţia hu este convexă.


În consecinţă Hu(cX) ( cHu(X) dacă c ( 1 şi Hu(cX) ( cHu(X) pentru 0 ( c ( 1.


Demonstraţie.


(i).  Fie H = Hu(X). Deci h(H) =u(0) unde h(t) = Eu(t – X). Fie h*(t) = Eu(t-(c+X)) = h(t – c). Atunci Hu(X+c) este soluţia ecuaţiei h*(t) = u(0) . Dar aceasta este H+c căci h*(H+c) = h(H+ c – c) = h(H) =u(0). 


(ii). Putem presupune că u(0) = 0. Să notăm cu U(t,X) funcţia Eu(t – X). Observăm mai întîi că U : (0,()(L( ( ( este concavă. Într-adevăr, fie 0 ( p ( 1. Fie  X1, X2 două riscuri şi t1, t2 ( 0. Atunci U((1-p)t1 + pt2 , (1-p)X1 + pX2) = Eu((1-p)t1 + pt2 - (1-p)X1 - pX2) = Eu((1-p)(t1 – X1) + p(t2 – X2)) ( (1-p)Eu(t1 – X1) + pEu(t2 – X2) (căci u este concavă) =  (1-p)U(t1,X1) + pU(t2,X2).


În al doilea rînd, Hu(X) este soluţia t a ecuaţiei U(t,X) = 0. Cu alte cuvinte U(Hu(X),X) = 0. Fie Hj = Hu(Xj) , j = 1,2. Atunci U((1-p)H1 + pH2 , (1-p)X1 + pX2) ( (1-p)U(H1,X1) + pU(H2,X2) = 0 + 0 = 0, adică U((1-p)H1 + pH2 , (1-p)X1 + pX2) ( U(Hu((1-p)X1 + pX2) , (1-p)X1 + pX2). Cum funcţia t ( U(t,X) este strict crescătoare, rezultă că (1-p)H1 + pH2 ( Hu((1-p)X1 + pX2) ceea ce arată convexitatea funcţiei Hu. În plus, Hu(0) = 0. În consecinţă, punînd X în loc de X1 şi 0 în loc de X2 avem 0 ( p ( 1 ( Hu((1-p)X) ( (1-p)Hu(X) deci Hu(cX) ( cHu(X) pentru 0 ( c ( 1. Dacă c ( 1 putem scrie Hu(X) = Hu (
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Hu(cX) deci Hu(cX) ( cHu(X). 
4. Comparaţie între primele standard şi cele utilitare.

Să numim prima proprietate de la Propoziţia 3.5 proprietatea de translatare a premiului. O deosebire fundamentală între premiile standard şi cele utilitare este că cele standard nu au această proprietate.

Mai precis avem


Propoziţia 4.1. Fie H un premiu standard de forma H(X) = f –1(Ef(X)) cu f convexă strict crescătoare de clasă C2. Dacă H are proprietatea de translatare , atunci H este un premiu exponenţial : există a ca H = Hexp(a) (cu convenţia de la cap.2 că a = 0 ( Hexp(0)(X ) = EX . )


Pe scurt : premiu standard cu proprietatea de translatare = premiu exponenţial. Ca o consecinţă, singurele premii standard care verifică proprietatea de translaţie sunt utilitare. 


Demonstraţie. Fie r(x) = f’’(x)/f’(x) coeficientul de aversiune la risc introdus în cap. 2. Vom arăta că r = c unde c este constant. Fie X ( Binomial(1,t) cu 0 ( t ( 1 şi h(t) = Hf(X) . Cum h(t) = f –1(tf(1) + (1 – t)f(0)) rezultă că funcţia h este de asemenea de clasă C2. În plus , h(0) = 0.


Fie a ( 0. Vrem ca Hf(X + a) = H(X) + a = h + a . Deci

(4.1) f(h(t) + a) = tf(a+1) + (1 – t)f(a) ( 0 ( t ( 1, a ( 0

Derivînd (4.1) după variabila t avem

(4.2) f’(h(t)+a)h’(t) = f(a+1) – f(a)  ( t
şi derivînd încă o dată

(4.3)

f’’(h(t)+a)(h’(t))2 + f’(h(t)+a)h’’(t) = 0 ( t

Înlocuind în (4.2) şi (4.3) pe t cu 0 rezultă , ţinînd seama de faptul că h(0) = 0

(4.4)

f’(a)h’(0) = f(a+1) – f(a), f’’(a)(h’(0))2 + f’(a)h’’(0) = 0

de unde rezultă că h’(0) ( 0 şi f’’(a)/f’(a) = constant. f’’(a)/f’(a) = constant. (

De asemenea , principiile standard nu au nici proprietatea (ii) din propoziţia 4.1. Nu este nici o legătură între Hf(2X) şi 2Hf(X) . Ne putem convinge de aceasta alegînd premiile Lp , care sunt norme, deci sunt chiar convexe (adică Hf(pX+qY) ( pHf(X) + qHf(Y) ; aici f(x) = xp cu p ( 1 !) şi deci este valabilă chiar egalitatea Hf(cX) = cHf(X) . Dacă însă luăm premiile exponenţiale, acestea sunt în acelaşi timp şi principii utilitare, deci se aplică propoziţia 4.2 : Hexp(a)(cX) ( cHexp(a)(X) . Există situaţii în care Hf(2X) ( 2Hf(X) , după cum ne putem convinge analizînd următorul 


Exemplu. Fie f(x) = max(x,2x-2). Fie X (
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unde p = 
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deci Ef(X) = 1.5 ; 2X ( 
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 ( f(2x) ( 
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( Ef(2X) = 3.5 ; Hf(X) este soluţia ecuaţiei f(x) = Ef(X) = 1.5 , care este x = 1.5 ; adică Hf(X) = 1.5 . Apoi Hf(2X) este soluţia ecuaţiei f(x) = Ef(2X) ( f(x) = 3.5 ( 2x – 2 = 3.5 ( 2x = 5.5 ( x = 2.75 ( Hf(2X) = 2.75 ( 3 = 2Hf(X) .  Exemplul se poate extinde şi la funcţii convexe de clasă C2 datorită următorului fapt


Propoziţia 4.2. 

(i).
Fie fn : (0,() ( (0,() funcţii convexe strict crescătoare. Presupunem că fn ( f . Atunci 
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f
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(X) ( Hf(X) pentru orice risc X mărginit.

(ii).
Fie un : ( ( ( utilităţi strict crescătoare. Presupunem că un ( u . Atunci 
[image: image111.wmf]n

u

H

(X) ( Hu(X) pentru orice risc X mărginit.

Demonstraţie.
Atît pentru (i) cît şi pentru (ii) vom folosi un rezultat ajutător de funcţii reale.


Lema 4.3. 

(i).
Fie fn : I ( ( funcţii monotone unde I ( ( este un interval (mărginit sau nu). Presupunem că fn ( f şi că f este continuă. Atunci fn ( f uniform pe compacte, adică pentru orice a ( b ca (a,b( ( I rezultă că limn ( (sup((fn(x) – f(x)( ; a ( x ( b ( = 0.

(ii).
Fie fn : I ( J continue şi bijective, unde I şi J sunt intervale. Presupunem că fn ( f şi că f este de asemenea bijectivă. Atunci fn-1 ( f –1.


Demonstraţia lemei. 

(i).
Rezultatul este cunoscut , chiar într-o forma mai tare (anume fn(x) ( f(x), fn(x-0) ( f(x-0) ( x ( ( cu ( ( I densă ( fn ( f uniform pe compacte ) din demonstraţia Teoremei lui Glivenko. Totuşi, îl vom demonstra aici pe cazul nostru particular pentru că o demonstraţie nu strică niciodată. Fie (a,b( ( I un interval compact. Cum f este uniform continuă pe (a,b( , pentru orice ( ( 0 există un ( ( 0 ca (x’ – x’’( ( ( ( (f(x’) – f(x’’)( ( (. 

Fie a = t0 ( t1 ( … ( tk = b o diviziune a intervalului de normă mai mică decît (. Să presupunem că x ( (ti,ti+1( cu 0 ( i ( k-1. Ca să facem o alegere, să presupunem că f este crescătoare (altfel lucrăm cu –f !). Atunci fn(ti) – f(ti+1) ( fn(x) – f(x) ( fn(ti+1) – f(ti) de unde

(4.5)
 (fn(x) – f(x)(( max((fn(ti) – f(ti+1)(.( fn(ti+1) – f(ti)()

Dar fn  ( f. Deci există un n( ca n ( n(  ( (fn(ti) – f(ti)(( ( ( 0 ( i ( k.

Fie n ( n(. Atunci (fn(ti) – f(ti+1)( ( (fn(ti) – f(ti)( + (f(ti) – f(ti+1)(( ( + ( = 2( (al doilea ( apare din condiţia ca norma diviziunii să fie mai mică decît ( !) . Analog ( fn(ti+1) – f(ti)( ( 2(. Din (4.5) deducem atunci că n ( n( ( (fn(x) – f(x)(( 2( ( x ( (a,b(. 

(ii).
Este un exerciţiu de analiză de clasa a XI-a. Fie gn = fn-1 , gn : J ( I. Fiind continui, funcţiile gn sunt strict monotone. Ca să facem o alegere vom presupune că sunt strict crescătoare. Fie t ( J fixat. Vrem să arătăm că gn(t) ( g(t) := x . Presupunem că nu este aşa. Atunci există ( ( 0 astfel ca gn(t) ( x-( de a infinitate de ori sau gn(t) ( x+( de o infinitate de ori. Să presupunem prima variantă. Trecînd eventual la un subşir putem presupune gn(t) ( x-( ( n . Atunci fn(gn(t)) ( fn(x-() ( n. Deci t ( fn(x - () ( f(x - () ( f(x) = t . Un şir mai mare ca t are o limită mai mică decît t – o contradicţie. Dacă gn(t) ( x+( de o infinitate de ori se procedează la fel : t = fn(gn(t)) ( fn(x+() ( f(x+() ( f(x) = t. (

Trecem acum la demonstrarea propoziţiei 4.2.

(i).
Fie an = Efn(X). Atunci an ( a = Ef(X). Într-adevăr, cum X este mărginită, Lema 4.3(i) ne arată că fn(X) ( f(X) uniform (a.s.) deci şi Efn(X) ( Ef(X). Se pune problema să arătăm că Hf(Xn) ( Hf(X) , adică fn-1(an) ( f –1(a). Fie gn = fn-1 şi g = f –1. Dar din Lema 4.3(ii), gn( g . Cum g este crescătoare şi continmuă (i). din Lemă ne spune că gn ( g uniform pe compacte. Fie I un interval compact care să conţină şirul an, deci şi limita lui, a. Fie (( 0 şi n’ astfel ca n ( n’ ( ║g – gn║(I ( (. Fie apoi ( ( 0 astfel ca (x’-x’’(( ( ( (g(x’) – g(x’’)(( (. Fie n’’ ca n ( n’’ ( (an-a( ( ( ( (g(a) – g(an)(( ( . Fie, în sfîrşit, n( = max(n’,n’’).

 Atunci, n ( n(  ((g(a) – gn(an)( ( (g(a) – g(an)(+(g(an) – gn(an)(( ( +║g – gn║(I ( 2( deci într-adevăr Hf(Xn) ( Hf(X).

(ii).
Fie hn(t) = Eun(t-X). Înlocuind eventual pe un cu un – u(0) şi pe u cu u – u(0) putem presupune că un(0) = u(0) = 0. Evident ipoteza un ( u se păstrează. Aplicînd primul punct al lemei precedente şi faptul că X este mărginită, rezultă că pentru fiecare t fixat un(t-X) ( u(t-X) în L( (adică uniform a.s.). Din teorema lui Lebesgue de convergenţă dominată rezultă că hn(t) ( h(t) ( t ( (. Dar 
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(X) este unica soluţie Hn a  ecuaţiei hn(t) = 0 – adică hn(Hn) = 0. Fie H = Hu(X) soluţia ecuaţiei h(t) = 0.  Un raţionament asemănător celui dinainte ne arată că Hn ( H. Într-adevăr, în caz contrar ar trebui ca Hn ( H - ( de o infinitate de ori (ceea ce ar implica h(Hn) ( h(H - () ( h(H) = 0 ( limn((h(Hn) = h(H) ( h(H-() ( 0, absurd) sau Hn ( H + ( de o infinitate de ori ceea ce ne-ar duce la contradicţia 0 ( 0. 

Teorema este demonstrată. (
5. Alegerea unui principiu de premiere. Pro şi contra primelor exponenţiale.
Am văzut că primele exponenţiale au avantajul că sunt şi utilitare şi coerente.  De asemenea sunt singurele principii standard care verifică proprietatea de translaţie. Ele mai au o proprietate : sunt aditive.

Definiţie. Un principiu H se numeşte aditiv dacă H(X+Y) = H(X) + H(Y) pentru orice două riscuri X şi Y independente. Principiul se numeşte convex dacă H(pX+qY) ( pH(X) + qH(Y). Evident că un principiu corect şi convex are proprietatea că H(cX) ( cH(X) pentru c ( 1 deoarece H(X) = H(
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Inegalitatea Minkowski ne arată că principiile Lp sunt convexe. Ele nu sunt însă aditive şi nici nu au proprietatea de translaţie. 

În schimb principiile exponenţiale au ambele proprietăţi.

Propoziţia 5.1. Principiile exponenţiale sunt aditive şi convexe. 

(Totuşi, nu sunt norme, nefiind pozitiv omogene şi nici subaditive)

Demonstraţie. Prima afirmaţie este imediată. Fie a coeficientul de aversiune la risc şi H(X) = Hexp(a)(X) = (lnEeaX)/a = ln (EeaX)1/a = ln║eX║a . Dacă X şi Y sunt independente, atunci la fel vor fi şi variabilele eaX şi eaY deci H(X+Y) = (lnE(eaXeaY))/a = (ln(EeaXE eaY))/a = (lnEeaX +lnE eaY))/a = H(X) + H(Y). A doua afirmaţie este o consecinţă a Propoziţiei 3.5 : orice principiu utilitar este convex. (
Un alt argument în favoarea premiilor exponenţiale este cel că în acest caz se poate calcula coeficientul de aversiune la risc în vederea adoptării unei probabilităţi de ruină date. 

Reamintim modelul cu timp continuu din lecţia “Problema ruinei”. Se presupunea că putem modela capitalul Ut al asiguratorului sub forma Ut = u + ct – X(t) unde X(t) = SN(t), Sn = (1 + … + Xn iar u este capitalul iniţial.  Adică se presupune că fluxul plăţilor este determinist, numai plăţile fiind aleatoare. Constanta c se interpretează ca intensitate a fluxului plăţilor. Ne interesează ca c să fie un premiu exponenţial. Deoarece ruina poate apărea numai la momentele de schimbare Tn , fie Yn = 
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 = Sn !) = u – Sn((-c() (a se remarca definiţia lui Tn = (1 + (2 + … + (n !). Condiţia ca ruina sa nu fie sigură este ca E((1 - c(1) ( 0 ( c ( 
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. Constanta lui Lundberg este soluţia pozitivă t a ecuaţiei E
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 = 1 notată R = R((,(,c). Cum (1 este independentă de (1 rezultă ecuaţia 

(5.1) (((t)(((-ct) = 1

unde ((, (( sunt funcţiile generatoare de momente ale variabilelor (1, (1

Atunci ştim că

(5.2) ((u) ( e-R((,(,c)u 

Punînd condiţia ca ((u) = ( găsim R minim tolerat R = -(ln()/u. 

În practică se acceptă că N(t) este un proces Poisson de intensitate (, adică (n sunt exponenţiale de parametru (. Atunci (((-ct) este transformata Laplace (((-ct) = 
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 iar ecuaţia (5.1) devine (((t) = 
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 . Vrem ca această ecuaţie să aibă soluţia t = r de unde rezultă c = (((((R) – 1)/R . Dar c este un premiu exponenţial plătit pentru riscul (1, adică c = ln(((a)/a deci coeficientul de aversiune la risc a rezultă rezolvînd ecuaţia 

(5.3)
Hexp(a)(() = (((((R) – 1)/R
(
ln(((a) =a(((((R) – 1)/R.


O critică ce se poate aduce premiului exponenţial (ca şi celorlalte premii utilitare) este că nu este pozitiv omogen. Faptul că Hu(nX) ( nHu(X) se poate interpreta astfel : asiguratul este avantajat să-şi împartă riscul să X în n tranşe X/n pe care să le asigure separat, făcînd astfel economie de bani. Pînă unde poate merge economia se poate vedea în cazul primelor exponenţiale astfel : fie Ha(X) = (lnEeaX)/a . Atunci Ha(X/n) = (lnEeaX/n)/a de unde

n Ha(X/n)  = 
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 care, dacă n ( ( converge la EX deoerece aversiunea la risc a/n converge la 0 şi aplicăm de exemplu Propoziţia  3.4 (ii). 
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