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Risk 2. Compararea (ra

Lecţia 4. Alte metode de evaluare a riscurilor. Compararea lor

1. Compararea între ele a dominărilor: stocastică, convexă, concavă

Pînă acum am introdus cinci tipuri de comparare a riscurilor: dominarea stocastică, dominarea (crescător) convexă şi dominarea (crescător) concavă. Toate au sens cel puţin pe mulţimea Pc a repartiţiilor cu suport compact şi au următoarele proprietăţi:

PROPOZIŢIA 1.1. Dacă “(” este una dintre aceste relaţii atunci avem

a.
sunt relaţii de ordine: ( ( ( , ( ( ( ( (  = (;

b. invarianţa la convoluţie: (j ( (j , j = 1,2 ( (1((2 ( (1((2;

c. invarianţa la mixturi: (j ( (j , j = 1,2 . 0 ( p ( 1 ( (1-p)(1 + p(2 ( (1-p)(1 + p(2 ;

d. invarianţa la convergenţa slabă dominată: dacă (n ( (, (n ( (, Supp((n) ( Supp((n) ( K , K un compact, atunci (n ( (n ( n ( ( ( ( ;

e. invarianţa la compuneri: dacă ( = ((n)n sunt variabile aleatoare i.i.d. pozitive , Sn = (1+(2+…+(n iar N,N’ sunt două contoare independente de ( , atunci N ( N’ ( SN ( SN’
Demonstraţie. Singurul lucru nedemonstrat este punctul e, anume dacă dominarea este ( ico . Folosim acelaşi truc din lecţia precedentă. Fie u o funcţie concavă. Atunci Eu(SN) = E(E(u(SN)(N)) = E(
[image: image1.wmf](

)

å

¥

=

=

=

0

1

)

(

(

n

n

N

N

n

N

S

u

E

) = E(
[image: image2.wmf](

)

å

¥

=

=

=

0

1

)

(

(

n

n

N

n

n

N

S

u

E

) = E(
[image: image3.wmf](

)

å

¥

=

=

0

1

)

(

(

n

n

N

n

S

u

E

) (căci N este independent de Sn ! ) = 
[image: image4.wmf]å

¥

=

0

)

(

(

n

n

S

u

E

P(N = n) (am comutat limita cu integrala folisnd teorema Beppo Levi!) = EU(N) unde U este funcţia poligonală cu proprietatea că U(0) = 0 şi U(n) = Eu(Sn). 

De data aceasta funcţia U este concavă. Motivul este că 

(1.1) U(n+2) + U(n) ( 2U(n)

Într-adevăr, (1.1) poate fi scris ca

(1.2) Eu(Sn + (n+1 + (n+2) + Eu(Sn) ( 2Eu(Sn + (n+1) 

Sau, ţinînd seama că varabilele aleatoare pozitive (n sunt identic repartizate şi independente, ca

(1.3)
Eu(Sn + (n+1 + (n+2) + Eu(Sn) ( Eu(Sn + (n+1) + Eu(Sn + (n+2)

care este o consecinţă imediată a faptului că pentru orice funcţie u concavă funcţia diferenţă nedivizată

(1.4)
 x ( u(x + h) – u(x) , cu h ( 0 

este descrescătoare, după cum rezultă din inegalitatea coardelor.

Adică x1 ( x2 ( u(x2 + h) – u(x2) ( u(x1 + h) – u(x1). La noi x1 = Sn, x2 = Sn + (n+1 iar h = (n+2 ; deci avem

(1.5)
u(Sn + (n+1 + (n+2) – u(Sn + (n+1) ( u(Sn+(n+2) – u((n+1) 

inegalitate care, integrată în raport cu P şi 

(1.6)
U(n+2) – U(n+1) ( U(n+1) – U(n) 

adică exact (1.3).

Între aceste tipuri de comparaţie există următoarele implicaţii:


PROPOZIŢIA 1.2. Fie ( şi ( două repartiţii care au medie. Atunci 

( (st ( ( ( ( icx ( şi ( ( ico (
( ( cx ( ( ( ( icx (
( ( io ( ( ( ( ico (

Nici una dintre implicaţii nu este echivalenţă.

Demonstraţie. Lecţia 3, exemplul 4.3 arată că prima implicaţie nu este echivalenţă. Orice submartingal X care nu este martinal arată că nici a doua implicaţie nu este valabilă şi reciproc. Orice martingal care nu este supermartingal arată că nici a doua implicaţie nu se poate inversa. (

Este instructiv de văzut ce devin aceste relaţii diverse de dominare în cazul cel mai simplu cu putinţă: al repartiţiilor pe mulţimea In :=(0,1,…,n(.


Ele se pot identifica cu puncte din (n+1 . Dacă ( = p0(0 + p1(1 + …+ pn(n , să notăm cu p vectorul (p0,…,pn) , cu s* =s*(() = (s*0,s*1,…,s*n) vectorul s* = (p0, p0 + p1 , p0 + p1 ,…, p0 + p1 + …+ pn-1 , 1) şi cu s = s(() = (s0,s1,…,sn) vectorul s = (1,p1+p2+…+pn,….,pn-1 + pn ,pn ). Altfel spus 

(1.7)
s*j = p0 + p1 + …+ pj, sj = pj + pj+1 + … + pn , ( 0 ( j ( n (deci s*j-1 + sj = 1 !)


Atunci 

(1.8) F( 
=  s*01[0,1)  + s*11[1,2) + …+ s*n-11[n-1,1) + 1[n,() 

(1.9) 1 - F( 
= s11[0,1)  + s21[1,2) + …+ sn1[n-1,1) 

Să remarcăm că (((x) = 
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dt sunt funcţii poligonale. Un calcul simplu arată că 

(1.10) (((x) = p0x- + p1(x-1)- + … + pn(x – n)- , (*((x) = p0x+ + p1(x-1)+ + … + pn(x – n)+
unde x+ şi x- au semnificaţia obişnuită : x+ = x(0 iar -x- = x(0 . 

Pentru x ( 0 prima funcţie are panta  -1   iar pentr x ( n a doua funcţie are panta 1. Pantele se schimbă în punctele x = j cu 0 ( j ( n. 

Ştim că pentru a decide dominarea stocastică între două repartiţii ( şi ( avem de comparat F( cu F( ; pentru dominarea crescător convexă pe (( cu (( iar pentru dominarea crescător concavă pe (*( cu (*( . 

Dar a compara două funcţii poligonale continui de tipul f = 
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cu fj şi gj funcţii de gradul 1 revine la a compara valorile funcţiilor în punctele xj , precum şi la (( . În cazul de faţă, pantele la ( ( sunt aceleaşi, deci avem de comparat valorile (((j) cu (((j), 0 ( j ( n precum şi (*((j) cu (*((j), 0 ( j ( n. Cum (((n) =(*(0) = 0 pentru orice repartiţie ( pe  mulţimea In , rezultă că avem de comparat vectori n – dimensionali, nu n+1 dimensionali. 

Din (1.10) rezultă 

(1.11)
(((j) = pj+1 + 2pj+2 + … + jpj(n), (*((j) = jp0 + (j-1)p1 + … + pj-1 , 0 ( j ( n

Fie 

(1.12) (( = ((((0), (((1), …, (((n-1)) şi (*( = ((*(1), (*(2),…,(*(n-1)) . 

Aceştia sunt vectori din (n. Să remarcăm din (1.11) şi (1.7)  că putem scrie (((j) = sj+1 + sj+2 + … + sn şi (*((j) = s*0 + s*1 + … + s*j-1 .

Cu aceste observaţii avem următorul rezultat.

PROPOZIŢIA 1.3.  Fie n ( 1 un număr natural şi (, ( două repartiţii pe In. Atunci

(i).
( ( st ( ( s*(() ( s*(()

(ii).
( (icx ( ( (( ( (( ( Sj(() ( Sj(() ( 1 ( j ( n unde Sj(() = sj(() + … + sn(()

(iii).
( ( cx ( ( (( ( (( şi S1(() = S1(()

(iv).
( (ico ( ( (*( ( (*( ( S*j(() ( S*j(() ( 1 ( j ( n unde Sj(() = s*0(() + … + s*j-1(()

(v).
( ( co ( (  (*( ( (*(  şi S1(() = S1(()

(vi).
Dacă n ( 2, atunci ( ( icx ( şi ( (ico ( ( ( ( st (. Dacă n ( 3 se poate ca ( ( icx ( şi ( (ico ( dar ( să nu fie dominată stocastic de (.

unde semnele “(” sau “(” aplicate la vectori se referă la ordinea pe componente. 

Demonstraţie. Rezultă imediat din (1.8) şi (1.11) , aplicînd criteriile de echivalenţă din lecţiile 2 şi 3. Mai interesant este (vi). Dacă n = 1 , repartiţiile sunt de forma Binomial(1,p), deci relaţiile “(icx”, “(ico” şi “(st” sunt echivalente, iar ( (co ( ( ( (cx ( ( ( = (.

Să spunem că n = 2. Atunci fie ( = p0(0 + p1(1 + p2(2 şi ( = q0(0 + q1(1 + q2(2 . Din (1.12) avem (( = (p1 + 2p2, p2) , (( = (q1 + 2q2, q2), (*( = (p0, 2p0 + p1) , (*( = (q0, 2q0 + q1). 

Deci ( (icx ( ( p1 + 2p2 ( p1 + 2p2 şi p2 ( q2 iar  ( (ico ( ( p0 ( q0 şi 2p0 + p1 ( 2q0 + q1 . Dacă scriem p2 = 1 – p0 – p1 şi q2 = 1 – q0 – q1 atunci deducem că

(1.13) ( (icx ( şi ( (ico ( ( p0 ( q0; 2p0 + p1 ( 2q0 + q1; 2 – 2p0 – p1 ( 2 – 2q0 – q1; 1– p0– p1 ( 1 – q0 – q1 

ceea ce eeste echivalent cu  p0 ( q0 , p0 + p1 ( q0 + q1 ( F( ( F( ( ( (st (. 

Să luăm acum n = 3. Deci (  = p0(0 + p1(1 + p2(2 + p3(3 şi ( = q0(0 + q1(1 + q2(2 + q3(3 . Dacă scriem inegalităţile eliminînd pe p3 şi q3 , atunci vedem că

(1.14) ( ( icx ( şi ( ( ico ( (  
p0 ( q0 ; 2p0 + p1 ( 2q0 + q1 ; p0 + p1 + p2 ( q0 + q1 + q2 ;

2p0 + 2p1 + p2 ( 2q0 + 2q1 + q2 ; 3p0 +2p1 + p2 ( 3q0 + 2q1 + q2
Observăm că adunînd a doua şi a treia inegalitate o obţinem pe a cincea, care devine astfel redundantă . 

Să comparăm acum cu 

(1.15)
( ( st ( 

(
p0 ( q0 ; p0 + p1 ( q0 + q1 ; p0 + p1 + p2 ( q0 + q1 + q2 

Că (1.14) nu implică (1.15) ne putem convinge dacă luăm p0 = 3/8, p1 = p3 = 5/8 şi ( repartiţia uniformă, adică qj = ¼  ( 0 ( j ( 3. Verificaţi că atunci ( ( icx ( şi ( ( ico ( dar nu este adevărat că ( ( st (. (

2.O proprietate a dominării crescător convexe: convoluţiile de mixturi cresc uneori riscul 


Vom demonstra următoarea proprietate, folosită în operaţiile de asigurare:

LEMA 2.1. Fie (j = Binomial(1,pj) , j = 0, 1  şi , pentru 0 ( t ( 1 ((t) = (1-t)(0 + t(1 . Deci ((0) = (0 şi ((1) = (1. Atunci 

(2.1) (0 ( (1 ( cx ((t) ( ((1-t) = (0 + (1 - ((t)

Demonstraţie. Egalitatea din dreapta este evidentă.

Calculînd, găsim că

(2.2) (0 ( (1         = 
(1-p0) (1-p1)(0 + (p0 + p1 – 2p0p1)(1 + p0p1(2 

(2.3) ((t) ( ((1-t) = 
(0 ( (1 + t(1-t)[((0 - (1)(((0 - (1)] 

=
[(1-p0) (1-p1) + t(1-t)(p0 – p1)2](0 + [p0 + p1 – 2p0p1 - 2t(1-t)(p0 – p1)2](1 + [p0p1 +t(1-t)(p0 – p1)2](2

=
(0 ( (1 + t(1-t)(p0 – p1)2 [(0 + (2 - 2(1]

Fie w o funcţie convexă. Atunci 
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wd((0 ( (1) = (1-p0) (1-p1)w(0) + (p0 + p1 – 2p0p1)w(1) + p0p1w(2) iar  (2.4)
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wd(((t) ( ((1-t)) =  
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wd((0 ( (1)  + t(1-t)(p0 – p1)2 (w(0) – 2w(1) + w(2)

În general este valabilă formula

(2.5) 
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wd(((t) ( ((1-t)) - 
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wd((0 ( (1) = 
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wd((0 - (1)(((0 - (1) 

Dacă scriem (2.4) sub forma 

(2.4’)
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wd(((t) ( ((1-t)) =  
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wd((0 ( (1)  + 2t(1-t)(p0 – p1)2 
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şi folosim faptul că w este convexă, devine evident că această cantitate este nenegativă.(
OBSERVAŢIA 2.2. . Se poate pune întrebarea firească , ce rezultă din formula (2.5): nu cumva întotdeauna cantitatea 
[image: image18.wmf]ò

wd((0 - (1)(((0 - (1) este nenegativă, pentru orice două repartiţii (0 şi (1 , nu neapărat Bernoulliene ?

Răspunsul este negativ, după cum se poate vedea din următorul contraexemplu.

Fie (0 = 
[image: image19.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

2

1

0

2

1

1

0

1

, (1 = 
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 şi t = ½. Cele două repartiţii sunt chiar simetrice, iar 

((½ ) = 
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. Avem atunci 

(0 ( (1 = 
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, 
((½)(((1 - ½) =
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Dacă luăm w(x) = (x( atunci vedem că 
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wd((0 ( (1) =1 ( 
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w d(((t) ( ((1-t))=
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, deci nu este adevărat că (0 ( (1 ( cx ((t) ( ((1-t). Sau, apropos de (2.5), (0 - (1 = 
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((0 - (1) ( ((0 - (1) = 
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şi, dacă w este aceeaşi funcţie, atunci avem  


[image: image29.wmf]ò

wd((0 - (1)(((0 - (1) = (w(2) + w(-2) – 4(w(1)+w(-1)) + 6w(0))/64 = - 1/16 ( 0 . 


Iată acum forma în care se foloseşte proprietatea din Lema 2.1:

PROPOZIŢIA 2.3. Fie Xk ( Binomial(1,pk), 1 ( k ( n, variabile aleatoare independente. Fie p media aritmetică a probabilităţilor pk ,  p = (p1 + …+ pn)/n  şi Y ( Binomial(n,p).

Atunci X1 + …+ Xn ( icx Y
Demonstraţie. Inducţie după n.  Fie (k = Binomial(1,pk). Pentru n = 2 afirmaţia este demonstrată (cazul t = ½ din Lema 2.1).  Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru n – 1. Cum operaţia de convoluţie este comutativă, putem presupune, făcînd eventual o reordonare a numerelor pj ,  că p1 ( p ( p2 . Atunci există t ( [0,1] ca Binomial(1,p) = (1-t)(1 + t(2 şi Binomial(1,p1 + p2 - p) = t(1 +(1 – t)(2   Ca atare avem

(1((2((3(…((n ( icx [Binomial(1,p)(Binomial(1,p1 + p2 – p)]((3(…((n (Lema 2.1 şi proprietatea de stabilitate la convoluţii!) (icx Binomial(1,p)(Binomial(n-1, (p1+p2 – p + p3 + …+ pn)/(n-1)) (ipoteza de inducţie!) = Binomial(1,p) ( Binomial(n-1, p) = Binomial(n,p). (
OBSERVAŢIE. Sensul intuitiv este următorul: dacă la un asigurator se prezintă n clienţi independenţi care trebuie plătiţi cu 1 unitate monetară în caz de accident , atunci suma pe care o are de plătit  asiguratorul este dominată convex de cea care ar avea-o de plătit el în cazul că toţi clienţii ar avea aceeaşi probabilitate de accident, p. În estimarea capitalului necesar de bani, aceasta este o evaluare pesimistă, deci înţeleaptă. Compararea varianţelor arată cît de bună este aproximarea: Var(X1 + …+Xn) = p1 + …+ pn – (p12 + …+ pn2) = np –(p12 + …+ pn2) iar Var(Y) = np(1 – p) = np – np2 de unde Var(Y) - Var(X1 + …+Xn) = p12 + …+ pn2 – np2 . Funcţia f : [0,1]n ( [0,()  , f(x) = x12 + …+ xn2 – (x1 + …+ xn)2/n este pozitivă, convexă şi simetrică, deci îşi atinge maximul pe frontiera domeniului. Un punct din frontieră este de forma x0 =(1,1,…,1,0,…,0) . Să presupunem că numărul de “1” este k. Atunci f(x0) = k – k2/n. Maximul funcţiei se obţine pentru k = [n/2] şi este mai mic sau egal cu n/4. Deci diferenţa varianţelor nu poate depăşi acest număr. Dacă am avea şi alte informaţii, de exemplu că 0 ( ( ( pk ( ( ( 1, atunci un punct de pe frontieră ar fi de forma x0 = ((,…,(,(,..,() ( f(x0) = k(2 + (n-k)(2 – ( k( + (n-k)()2/n şi maximul nu ar putea depăşi n(( - ()2/4. 

COROLAR 2.4.   Binomial(m,p) ( Binomial(n,q) ( cx Binomial(m+n,
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Demonstraţie. Evident. Aplicăm propoziţia anterioară: Binomial(n,p) = ((((…(( unde ( = Binomial(1,p) şi convoluţia se face de n ori. (
O aplicaţie a proprietăţii de invarianţă la compunere a majorării crescător convexe este şi

PROPOZIŢIA 2.5. Repartiţia Poisson este mai riscantă ca binomiala
 Binomial(k,p) ( cx Poisson(kp)

Demonstraţie.  Fie ((n)n i.i.d.  N ( Poisson(n) independentă de variabilele (n şi X =(1 + …+(n, Y = (1 + …+ (N . Variabila constantă n este dominată stocastic de N (evident , inegalitatea Jensen!) desi X (icx Y. Dar Y are o repartiţia Poisson(kp): funcţia sa generatoare este gY(x) = E(xY) = E(E(xY(N) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]k
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 = e(k(1-p) + px) – k = e-kp(1 – x) . Dar aceasta este funcţia generatoare a repartiţiei Poisson(kp). (
3. O tratare unitară a dominărilor stocastice. Dominarea stocastică de ordin n.

În acest paragraf ne vom ocupa numai de riscuri X pozitive şi care au moment de orice ordin. Se pot face şi generalizări, dar apar probleme tehnice.

Atunci expresia Ew(X) are sens pentru orice funcţie w crescătoare (căci w(X) ( w(0)!) , putînd lua eventual valoare +(.

Fie W0 = (w:[0,() ( ( ( w este crescătoare (
Atunci ( (st ( ( 
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wd( ( 
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wd( ( w ( W0 (vezi lecţia 2!) 

Dar orice funcţie w ( W0  poate fi interpretată ca fiind funcţia de repartiţie a unei măsuri Stieltjes pe [0,() , w(x) – w(0) = (((0,x]). Deducem că 

(3.1)
w ( W0  ( w(x) = w(0) +
[image: image38.wmf]ò

1(0,x] d( 

Să presupunem acum că w este continuă, derivabilă la dreapta şi că derivata sa la dreapta w’ este crescătoare. Obţinem atunci că w este o funcţie convexă crescătoare. Să notăm W1 = (w ( W0 ( w este crescătoare, w’ este crescătoare continuă la dreapta(
Atunci ( (icx ( ( 
[image: image39.wmf]ò

wd( ( 
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wd( ( w ( W1 (lecţia 3)

Putem gîndi acum w’ ca fiind funcţia de repartiţie a unei măsuri Stieltjes (. Din (3.1) deducem

(3.2)
w ( W1  ( w’ ( W0 (  w’(x) = w’(0) +
[image: image41.wmf]ò

1(0,x] d(

Dar funcţia w’ fiind şi crescătoare, este integrabilă Riemann pe fiecare interval compact [0,a] (teorema Lebesgue de integrabilitate Riemann: este mărginită şi mulţimea punctelor de discontinuitate este cel mult numărabilă, deci neglijabilă Lebesgue!). Mai mult, formula Leibniz – Newton ne arată că w(x) – w(0) = 
[image: image42.wmf]ò
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(t)dt. Motivul este că derivata la dreapta a funcţiei g(x) =
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(t)dt este w’(x) (aceasta este evident datorită presupunerii că w’ este continuă la dreapta) şi că  dacă o funcţie continuă f: [0,()  derivabilă la dreapta are proprietatea că f’= 0  atunci g este o constantă. În cazul nostru f = g – w. 


Observaţie. Oricît ar părea de ciudat, ultima afirmaţie nu este de loc banală. Iată o demonstraţie pentru care îi mulţumim lui Sorin Rădulescu:


LEMĂ. Fie f : [0,() ( ( continuă derivabilă la dreapta. Presupunem că f’d ( 0. Atunci f este crescătoare.


Demonstraţie. Fie x1 ( x2. Vrem să arătăm că f(x1) ( f(x2). Considerăm funcţia

 g(x) = f(x) – f(x1) - 
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. Atunci g(x1) = g(x2) = 0. Pe intervalul [x1, x2] funcţia g este uniform continuă şi îşi atinge maximul . Fie ( ( [x1, x2] ca g(() = max (g(x)( x1 ( x ( x2(. 

Dacă ( = x1 sau ( = x2 , atunci g(x) ( 0 ( x ( [x1, x2] ( f(x2) – f(x1) ( 
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Dacă nu, x1 ( ( ( x2. Deci 
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Să demonstrăm acum şi că derivata la dreapta a unei funcţii convexe este continuă la dreapta. Este un


EXERCIŢIU elementar. Fie w: [0,() ( ( convexă continuă. Fie w’(a) = 
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. Atunci funcţia w’ este continuă la dreapta.


Demonstraţia exerciţiului. Fie ( ( 0 fixat şi ( ( 0 ca

(*)
a ( x ( a+( ( w’(a) - ( ( 
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Fie x0 ( (a,a+() . Din inegalitatea coardelor w’(a) ( w’(x0) ( 
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 (am folosit relaţia (*)!) = w’(a) + (
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. Deducem inegalitatea

(**)
a ( x0 ( a +(  (
 (w’(x0) – w’(a)(  (  (
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care ne rezolvă exerciţiul: dacă x0 ( a găsim că 
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Revenind la (3.2) avem w(x) – w(0) = 
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Deducem că orice penalizare w ( W1  se scrie sub forma

(3.3)
w(x) = w(0) + xw’(0) +
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Procedeul poate fi continuat. Notăm 

W2 
= (w ( W1( w’ continuă, derivabilă la dreapta, w’’ crescătoare continuă la dreapta(

= ( w ( W1( w’  ( W1 (
Din (3.3) deducem că

(3.4)
w ( W2 (  w’(x) = w’(0) + xw’’(0) +
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care, integrată, implică 

(3.5) w ( W2 (  w(x) =w(0) + xw’(0) + 
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Să observăm că funcţiile din W2 sunt deja în C1([0,()): ele sunt derivabile în sens obişnuit şi derivata lor este continuă.

Prin recurenţă, definim clasele de funcţii din ce în ce mai regulate 

(3.6) w ( Wn ( w , w’ ( Wn-1 

Integrînd în mod repetat egalitatea (3.5) deducem următorul lucru

 
PROPOZIŢIA 3.1. w ( Wn dacă şi numai dacă există o măsură Stieltjes pe [0,(), notată cu ( = ((w) astfel ca 

(3.7) w(x) = w(0) + 
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şi numerele w’(0), w’’(0),…,w(n)(0) sunt nenegative.

OBSERVAŢIE. Dacă am considera funcţii w mai regulate (derivabile în loc de derivabile la dreapta) , formula (3.7) ar semăna cu seria lui Taylor cu restul pus la forma lui Schlomilch! Numai că la noi este esenţial ca x ( 0.

O proprietate fundamentală a claselor de funcţii Wn este

TEOREMA 3.2. 

(i). Toate clasele de funcţii Wn sunt conuri închise în raport cu topologia convergenţei simple: wk ( Wn, wk ( w ( w  ( Wn. 

(ii). Dacă M este o mulţime de funcţii definite pe (0, () să notăm cu Con (M) intersecţia tuturor conurilor stabile la convergenţe punctuale care conţin pe M. Atunci

(3.8) Wn = Con ((1,x,…,xn-1, ((x-a)+n ( a ( 0(() 

Deci W0 = Con ((1[a,() ( a ( 0(), W1 = Con ((1, ((x-a)+ ( a ( 0((), W1 = Con ((1,x, ((x-a)+2 ( a ( 0(()  etc


(iii). W( = Con ((xn ( n ( 0})


Demonstraţie. 

(i). Inducţie după n. Dacă n = 0 este evident: limita unui şir de funcţii crescătoare este de asemenea crescătoare. Pentru n = 1 este de asemenea elementar: limita unui şir de funcţii convexe crescătoare este de asemenea convexă crescătoare. Problema începe de la n ( 2. Deci funcţiile w sunt acum derivabile, chiar de clasă C1

Ideea este să arătăm că wk ( w ( w’k ( w’. Prin ipoteza de inducţie, Wn-1 este stabil la limite punctuale deci w’k ( Wn-1 şi w’k ( w’ ar implica w’ ( Wn-1 deci w ( Wn.
Fie deci (wk)k un şir convergent de funcţii din Wn .  Fie Fk = wk’. Funcţiile Fk sunt convexe crescătoare. Fie w = limk wk. Atunci w este de asemenea crescătoare convexă. Este deci continuă pe intervalul (0,() şi are derivate laterale F0 = w’s şi F1 = w’d .   Mai mult, din inegalitatea coardelor deducem că a ( a + h ( b ( F0(a) ( F1(a) ( (w(a,h) ( F0(a+h) ( F1(a+h) ( F0(b) ( F1(b) ( (w(b,h) (  F0(b+h) ( F1(b+h), unde am notat  (w(a,h) = 
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 operatorul de diferenţă divizată. 

Să notăm cu F* = limsupk((Fk  = infksupmFk+m . Funcţiile supmFk+m sunt convexe crescătoare deci limita lor F* este la fel. Fie a ( 0.  Aplicînd inegalitatea coardelor deducem că pentru orice k este valabilă inegalitatea (wk(a-(,h) ( Fk(a) ( (wk(a,h) care, la limită (k ( ( ( wk ( w!)  devine 

(3.8)
(w(a-(,h) ( F*(a) ( (w(a,h)
( 0 ( a - ( ( a, h (0

Făcînd pe h să tindă la 0, (3.8) devine 

(3.9)
F1(a-() ( F*(a) ( F1(a) ( a (0, ( (0, ( ( a . 

Dar funcţia F1 este continuă la dreapta, deci mulţimea punctelor sale de discontinuitate este cel mult numărabilă. Fie ( mulţimea punctelor sale de continuitate. Fiind complementară de numărabilă,  ea este densă. Făcînd în (3.9) pe ( să tindă la 0 deducem că 

(3.10)
a ( ( ( F*(a) = F1(a)


Dar F* este convexă, deci continuă pe (0,() iar F1 este crescătoare. Dacă o funcţie continuă coincide cu una crescătoare pe o mulţime densă, ele coincid peste tot. Am demonstrat astfel că F*(a) = F1(a) ( a ( 0. Sau că limsupk ( (  wk’(a) = w’d(a) ( a ( 0. Deci w’d este crescătoare şi convexă, deci continuă. Folosind acelaşi raţionament, dar cu derivata la stînga , am demonstrat că w este derivabilă pe (0,() şi derivata sa este crescătoare şi convexă, deci continuă pe (0,(). 


Mai avem de demonstrat că şirul wk’ converge la w’. Raţionînd ca mai sus, dar înlocuind limita superioară cu cea inferioară, rezultă inegalitatea

(3.11)
limsupk ( (wk’(a) - liminfk ( (wk’(a) ( F1(a) – F1(a-() 

de unde, făcînd ( ( 0 deducem că şirul (wk’(a) ) este convergent pentru orice a ( (. Dar noi ştim acum deja că ( = (0,()! Căci w este derivabilă şi derivata sa e continuă pe (0,().  

În concluzie, am arătat că şirul wk’(a) converge la w’(a) ( a ( 0. 

Mai rămîne numai de arătat că wk’ (0) ( w’(0).  Dar acest lucru rezultă astfel: funcţia F* este convexă crescătoare . Făcînd h ( 0 în inegalitatea 2F*(h/2) ( F(0) + F(h) deducem că 2F*(0+0) ( F*(0) + F*(0+0) ( F*(0) ( F*(0+0) . Pe de altă parte F* este crescătoare, deci F*(0) ( F*(0+0). Ca atare F*(0+0) = F*(0) , deci F* este continuă în 0. Cum pe intervalul (0,() ştiam deja că este continuă, F* este continuă peste tot. 

În cea ce priveşte funcţia F = w’ , ea este continuă la dreapta, din exerciţiul elementar de mai sus. Dar dacă două funcţii continui la dreapta (adică F şi F*) coincid pe (0,() , ele coincid şi pe [0,().

Înseamnă că wk’ ( w’ . Prin ipoteză Wn-1 este stabil la convergenţe punctuale, deci w’ ( Wn-1 . Adică w ( Wn ceea ce încheie demonstraţia primului punct.

(ii). Funcţiile 1, x, …,xn-1 şi funcţiile x ( (x-a)+n aparţin evident conului închis Wn . De aici rezultă incluziunea Con ((1,x,…,xn-1, ((x-a)+n ( a ( 0(() ( Wn . Reciproc, fie Cn conul respectiv şi w ( Wn . Folosind reprezentarea (3.7) rezultă că singurul lucru care trebuie demonstrat este că funcţia 
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1(0,()(u)d((u) aparţine conului Cn. Dacă ( = 
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este o măsură discretă, acest lucru este evident, căci integrala devine o serie. Dacă ( este o măsură mărginită, o putem considera o probabilitate făcînd abstracţie de o constantă multiplicativă. Or repartiţiile discrete sunt dense în topologia slabă. Există atunci ((k)k repartiţii discrete ca (k ( ( adică 
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fd(k pentru  orice funcţie continuă şi mărginită pe (0,(). Funcţia f(u) = (x-u)+n1(0,()(u) este o asemenea funcţie continuă şi mărginită. Înseamnă că 
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1(0,()(u)d(k(u) = limk ( (wk unde wk aparţin conului Cn. Cum acest con este închis, rezultă incluziunea 
[image: image79.wmf](())

n

xu

+

-

ò

1(0,()(u)d((u) ( Cn ( ( măsură mărginită. 

Dacă ( este o măsură Stieltjes oarecare, fie (k (A) = ((A ( (0,k]). Măsurile (k sunt mărginite şi 
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fd(k pentru  orice funcţie  f pozitivă şi măsurabilă, deci în particular şi pentru f(u) = (x-u)+n1(0,()(u). Aceasta încheie demonstraţia.
PROPOZIŢIA 3.3. Să notăm cu W( intersecţia şirului descrescător de clase de funcţii (Wn)n . Atunci  W( ( C( ([0,()) este de asemenea un con închis care conţine toate seriile întregi de puteri cu coeficienţi nenegativi. În particular funcţiile x ( eax şi x ( xn , n ( 1 aparţin conului W(.

Demonstraţie. Faptul că W( este un con închis este evident: în orice spaţiu topologic intersecţia unei familii de închise este închisă . Fie w(x) = a0 + a1x + a2x2 + … o serie de puteri întreagă (adică avînd raza de convergenţa infinită). Din Teorema lui Abel, ea se deriveză termen cu termen şi toate derivatele sunt pozitive şi crescătoare. Fie n fixat şi ( = w(n+1)(( . Atunci formula (3.7) devine w(x) = a0 + a1x + a2x2 + …+ anxn + 
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w(n+1) (u)du ceea ce arată că w ( Wn ( n. Vedem acum că funcţiile xn sau exponenţialele cu  x ( eax satisfac această ipoteză: sunt serii întregi cu coeficienţi pozitivi. 


Observaţie. NU ştim dacă W( = Con ((xn ( n ( 0, n natural() . Altfel spus, nu am putut decide încă dacă W( este mulţimea seriilor de puteri cu coeficienţi pozitivi şi rază de convergenţa +(. Totuşi, dacă o serie întreagă de puteri w(x) = a0 + a1x + a2x2 + … aparţine la W(  trebuie ca toţi coeficienţii an să fie pozitivi, deoarece w(n)(0) = n!an ( 0. De asemenea,  W( conţine toate funcţiile generatoare de momente ale repartiţiilor ( de pe [0,() cu suport compact, adică toate funcţiile w(x) = 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image85.wmf]ò

und((u). Problema e că nu putem decide dacă o funcţie din W( (deci de clasă C( !) este şi analitică. 


Acum putem da definiţia dominării stocastice de ordin n. 

Definiţie. Fie X,Y două riscuri pozitive din Ln şi (,( repartiţiile lor. Spunem că X este dominat stocastic de ordinul n de Y  ( Ew(X) ( Ew(Y) ( w ( Wn ( 
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wd( ( w ( Wn . 

Notăm acest lucru prin „ X ((n) Y ” sau „( ((n) (”. Notaţia este valabilă şi pentru n = (. Atenţie! În acest din urmă caz X,Y ( L( (sau, ceea ce este acelaşi lucru, ( şi ( au suport compact!) . 

Din cele de mai sus rezultă că „(st” = „((0)” şi „(icx” = „((1)”.
De asemenea, cum clasele de funcţii Wn formează un şir descrescător, este evidentă implicaţia     

PROPOZIŢIA 3.2.  X ((m) Y, m ( n  ( X ((n) Y ( X ((() Y


 Arătăm acum că , pe anumite clase de repartiţii, relaţiile de dominare stocastică de ordin n sunt relaţii de ordine.

PROPOZITIA 3.3. Fie  Probn  mulţimea repartiţiilor de  pe [0,()  corespunzătoare variabilelor aleatoare X din Ln  Deci ( ( Probn   ( 
[image: image88.wmf]ò
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Pe mulţimea Probn , relaţia „((n)” este o relaţie de ordine.

Demonstraţie. Cazul 1. n ( (. Fie  wa,n,(x) = ((x-a)+)n . Funcţiile wa,n sunt toate în Wn. Fie X o variabilă aleatoare pozitivă din Ln şi (n,X(a) = Ewa,,n(X) = E((X-a)+)n . Noi vom arăta că (n,X = (n,Y ( X ( Y , ceea ce va rezolva problema.
Vom face acest lucru prin inducţie. Pentru n = 0 este adevărat, deoarece (0,X(a) = P(X ( a) =1 -  FX(a-0); deci (0,X = (0,Y ( FX = FY . Considerăm afirmaţia adevărată pentru n –1 şi o demonstrăm pentru n. Fie X,Y ( Ln ca (n,X = (n,Y . 

Dar funcţia a ( (n,X(a) este derivabilă căci în limita 
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 putem comuta limita cu integrala folosind teorema Lebesgue de convergenţă dominată. 

Găsim că (n,X’(a) = -n(n,-1,X(a). Ca atare, dacă Ew(X) = Ew(Y) ( w ( Wn., atunci (n,X = (n,Y  de unde (n,X’ = (n,Y’ ( (n-1,X = (n-1,Y  . Variabilele aleatoare X şi Y fiind în Ln, sunt şi în Ln-1 deci, prin ipoteza de inducţie au aceeaşi repartiţie.

Cazul 2. n = (. Variabilele aleatoare fiind mărginite, egalitatea Ew(X) = Ew(Y) ( w ( Wn  implică egalitatea momentelor (w(x) = xn!) care duce la egalitatea seriilor 
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EYn . Aceste serii sunt întregi, deoarece variabilele sunt din L( deci, din teorema de convergenţă dominată coincid cu funcţiile generatoare de momente. Urmează că mX (t) = mY(t) ( t ( ( ( LX = LY , adică X şi Y au aceeaşi transformată Laplace . Teorema de unicitate ne spune însă că dacă două repartiţii pe [0,() au aceeaşi transformată Laplace, ele coincid   (
Observaţie. Fără ipoteza de mărginire esenţială a variabilelor aleatoare, egalitatea momentelor nu implică şi egalitatea repartiţiilor. Se cunosc exemple cînd două variabile aleatoare  pozitive X,Y ( 
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au repartiţii diferite şi totuşi EXn = EYn ( n ( 1.  Exemplele sunt departe de a fi elementare. Unul mai didactic poate fi găsit în cartea Characteristic functions, Eugene Lukacs , Griffin, Londra 1970, pg. 12. Totuşi si acela se bazează pe o identitate integrală complicată a lui Polya – Szego (Aufgaben  und Lehrsetzen aud der Analysis, 1925, Springer Berlin, vol 1, pg 114) care sună aşa

Identitatea Polya-Szego

Fie 0 ( ( ( ¼ . Atunci 
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  Caracterizăm acum dominarea stocastică de ordin n.

PROPOZIŢIA 3.4. 

(i). Fie X,Y două variabile aleatoare pozitive din Ln , n ( 0, n ( (. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i1).
 X ((n) Y 

(i2).
EXk ( EYk ( k = 1,2,…,n şi E((X – a)+n) ( E((Y – a)+n) ( a ( 0

(ii). Fie X,Y două variabile aleatoare pozitive din L( . Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(j1).
X ((() Y

(j2).
EXk ( EYk ( k = 1,2,… 

Oricare din aceste două afirmaţii implică inegalitatea 
mX (t) ( mY (t) ( t ( 0  , unde mX(t) = EetX este funcţia generatoare de momente a lui X

Demonstraţie. 

(i). (i1) ( (i2). X ((n) Y înseamnă din definiţie că Ew(X) ( Ew(Y) ( w ( Wn . Funcţiile w(x) = xk sunt toate din W( , deci şi din Wn şi la fel funcţiile w(x) = (x-a)+n. 

(i2) ( (i1). Folosim reprezentarea (3.7). Fie w ( Wn . Atunci w admite o reprezentare de forma 

 w(x) = a0 + a1x + …+ anxn + 
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(ii). (j1) ( (j2): X ((() Y înseamnă din definiţie că Ew(X) ( Ew(Y) ( w ( W( . Funcţiile w(x) = xk sunt toate din W( . 

(j2) ( (j1): Variabilele aleatoare X,Y sunt din L( . Cu preţul înmulţirii lor cu aceeaşi constantă, putem presupune că 0 ( X,Y ( 1 a.s. Fie w ( W( . Pe intervalul [0,1] funcţia w se poate aproxima uniform cu polinoame (teorema Stone – Weierstrass). 

Vom arăta că aceste polinoame pot fi alese în aşa fel încît să aibă coeficienţii pozitivi (cu excepţia termenului liber). Aceasta ar rezolva problema deoarece Ew(X) ar fi o limită de numere de forma Efn(X) cu fn polinoame cu coeficienţi pozitivi, mai puţin termenul liber.  Dar EXk ( EYk ( k ( Efn(X) ( Efn(Y) ( n . Trecînd la limită Ew(X) ( Ew(Y).

Fie 

(3.12)
fn(x) = 
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Acestea sunt polinoamele lui Bernstein ataşate funcţiei w. Se ştie că ele converg uniform la w pe intervalul [0,1] (una din demonstraţii foloseşte legea numerelor mari, vezi Ciucu şi Tudor, Teoria Probabilităţilor) . Vom arăta că aceste polinoame au toţi coeficienţii pozitivi, cu excepţia eventuală a termenului liber). 


Fie  h ( 0 şi ((hw)(x) = w(x+h) – w(x) operatorul de diferenţă finită. Notăm (hk operatorul iterat de k ori: (h0 = I (identitatea), (h1 = (h, ((h2w)(x) = ((h((hw))(x) = ((hw)(h+x) - ((hw)(x) = w(x +2h) – 2w(x+h) + w(x), (((h3) w)(x) = w(x+3h) – 3w(x+2h) + 3w(x+h) – w(x) ,…. 


Se arată uşor prin inducţie că 

(3.13) ((hkw)(x)
 = w(x+kh) – Cn1w(x + (k-1)h) + Cn2 w(x + (k-2)h) + …  + (-1)kCkkw(x)

= 
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dxkdxk-1…dx1 

de unde deducem imediat că 

(3.14)
w ( W( ( ((hkw)(x) ( 0 ( x ( 0


Tot prin inducţie se arată formula

(3.15)
fn(x) = ((I + x(h)nw)(0) cu h = 1/n
pe care dacă o dezvoltăm găsim explicit

(3.16) fn(x) = 
[image: image99.wmf]å

=

D

n

k

k

k

n

k

n

x

w

C

0

1

)

0

)(

)

((


de unde , ţinînd seama de (3.14) rezultă că fn are coeficienţii pozitivi, cu excepţia termenului liber. 

Demonstraţia implicaţiei (j2) ( (j1) este încheiată.

Că (j2)  ( mX(t) ( mY(t) ( t ( 0 este uşor de văzut: . Din teorema Beppo – Levi avem că mX(t) = 
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Observaţie şi CONTRAEXEMPLU. Dimpotrivă, se pot da relativ uşor exemple de variabile aleatoare X şi Y pentru care mX ( mY  pe intervalul [0,() dar nu este adevărat că EXk ( EYk . Acest lucru nu este adevărat nici măcar pe repartiţiile pe In :=(0,1,…,n( dacă n ( 3. Să luăm de exemplu de exemplu n = 3 şi  X ( 
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Atunci mX(t) = (1 + et + e2t  + e3t) / 4 iar mY(t) = (2 + 23et + 11e3t) . Un calcul elementar arată că 36(mY(t) – mX(t)) = (et – 1)(2e2t – 7et + 7) ( 0 ( t ( 0. Totuşi , deşi EX = 1.5 ( 1,555… = EY avem că EX2 = 14/4 = 3.5 ( 3,3888… = EY2 . 

Definiţie. Dominarea exponenţială. Fie X,Y două variabile aleatoare avînd repartiţiile ( şi (.  Spunem că 


X este dominată  exponenţial convex de Y dacă mX(t) ( mY(t) ( t ( 0 şi  că X este dominată exponenţial concav de Y dacă mX(t) ( mY(t) ( t ( 0. Să remarcăm că dominarea exponenţial convexă corespunde utilităţilor convexe de forma w(x) = etx cu t ( 0 iar cea exponenţial concavă utilităţilor concave u(x) = 1 – e –tx . De asemenea, să remarcăm că cea exponenţial concavă are sens pentru orice două variabile aleatoare pozitive şi este echivalentă cu faptul că LX ( LY unde LX(t) = mX(-t) este trandformata Laplace a lui X iar LY este transformata Laplace a lui Y. 

Notăm dominarea exponenţială convexă prin  ’’ X (exp cx Y ’’  sau ’’ ( ( exp cx ( ’’ iar pe cea exponenţial concavă prin ’’ X (exp co Y ’’  sau ’’ ( ( exp co ( ’’. Dacă X este dominată de Y atît în sensul exponenţial convex cît şi în cel exponenţial concav , spunem că X este dominată exponenţial de Y şi scriem X (exp Y . De exemplu, dacă X şi Y sunt cele două variabile aleatoare din contraexemplul de mai sus atunci calculul arată că X (exp Y  deşi nu este adevărat că X ((() Y. 

PROPOZIŢIA 3.5. Dominarea exponenţial concavă este o relaţie de ordine pe mulţimea repartiţiilor concentrate pe [0,() iar dominarea exponenţial convexă este o relaţie de ordine pe mulţimea repartiţiilor cu suport compact.


Demonstraţie. Fie X,Y două variabile aleatoare pozitive. Să presupunem că X (exp co Y şi Y (exp co X . Atunci LX = LY deci, din teorema de unicitate a transformatei Laplace, cele două variabile au aceeaşi repartiţie. Să presupunem acum că X,Y sunt variabile aleatoare din L( şi X (exp cx Y , Y (exp cx X. Atunci mX(t) = mY(t) ( t ( 0. Dar ipoteza mărginirii celor două variabile aleatoare implică faptul că funcţiile generatoare de momente sunt serii întregi de puteri şi că mX(t) = 
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EYn = mY(t) ( t ( 0. Derivînd în 0 găsim că EXn = EYn ( n de unde mX (t) = mY(t) pentru orice t ( ( . Cu preţul unei eventuale translaţii putem presupune şi că X,Y sunt pozitive. Rezultă că  că X şi Y au aceeaşi transformată Laplace  , deci au aceeaşi repartiţie. Am folosit din nou unicitatea transformatei Laplace .(

Trecem acum la studiul proprietăţilor de invarianţă ale acestor relaţii de ordine.


PROPOZIŢIA 3.6. Toate relaţiile de dominare introduse mai sus sunt invariante la convoluţii.


Demonstraţie. 
1. Relaţia de dominare de ordin n ( (.  Fie (j , (j j = 1,2 repartiţii pe [0,() corespunzătoare unor variabile aleatoare avînd moment de ordin n . Presupunem (j ((n) (j . Vrem să arătăm că (1((2 ((n) (1((2 .

 Fie w (Wn  astfel ca 
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wd((1((2) ( ( . Deci 
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w d(1((2 = 
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w(x+y)d(2(y)d(1(x).

Mai întîi să considerăm funcţia y ( w(x + y). Derivatele ei de orice ordin k ( n – 1 sunt derivatele lui w, translatate cu x , deci sunt pozitive. Derivata la dreapta de ordin n este la fel, deci această funcţie este de asemenea din Wn pentru orice x fixat. Înseamnă că 
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w(x+y)d(2(y) ( 
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w(x+y)d(2(y), deoarece noi ştim că  (2 ((n) (2 . Fie acum funcţia u(x) =  
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w(x+y)d(2(y) , u : [0,() ( (. Această funcţie este în Wn. Într-adevăr, folosind teorema Lebesgue de convergenţă dominată putem deriva sub integrală: obţinem astfel că u(k)(x) = 
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w(k)(x+y)d(2(y) pentru k ( n-1. Pentru k = n vom înţelege prin derivată derivata la dreapta a funcţiei convexe w(n-1). Cum w(k) ( 0 ( 1 ( k ( n-1 rezultă că aceeaşi proprietate este valabilă şi pentru u(k), adică u(k) ( 0 ( 1 ( k ( n-1 şi u(n) este crescătoare, adică u ( Wn. Ca urmare  
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ud(1 ( . 
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ud(1 = 
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w d(1((2 . 

2. Relaţia de dominare de ordin (. Aceeaşi demonstraţie.

3. Relaţile “(exp cx” şi “(exp co” . Aici este şi mai simplu, deoarece funcţia generatoare de momente a convoluţiei este produsul funcţiilor generatoare de momente : 
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PROPOZIŢIA 3.7. Invarianţa la mixturi. Dacă (j ( (j (j = 1,2) şi 0 ( t ( 1 atunci (1-t)(1 + t(2 ( (1-t)(1 + t(2 unde “(” este una din relaţiile de dominare introduse mai sus. 


Demonstraţie. Evident.(

PROPOZIŢIA 3.8. Invarianţa la convergenţa slabă dominată . Dacă (i). (n şi (n sunt repartiţii cu suport compact ; (ii). există o constantă  C ca Supp((n) ( Supp((n) ( [0,C]  ( n  ; (iii). (n ( (, (n ( ( atunci (n ( (n ( n ( ( ( (.


Demonstraţie. Fie w o utilitate convenabilă (adică din Wn pentru “(” = “((n) ”, etc) . Din ipotezele noastre rezultă că 
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Apar probleme la stabilitatea la compuneri. Ce putem  spune deocamdată este 


PROPOZIŢIA 3.9. Dominarea exponenţială este invariantă la compuneri. Mai precis, dacă ( = ((n)n şi ( = ((n)n sunt două şiruri de variabile aleatoare pozitive i.i.d. din L( , N1 şi N2 sunt două contoare independente de ( şi (, atunci (1 (exp cx (1 , N1 (exp cx N2 ( S((N1) (exp cx S((N2) , unde S((N) = (1 + …+ (N , S((0) = 0. Afirmaţia este valabilă şi pentru “(exp co”.

Demonstraţie. Calculăm funcţia generatoare de momente: fie m((t) = E
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funcţiile generatoare de momente a variabilelor aleatoare (n şi (n  şi fie u = u(t) = ln m(t) . Să remarcăm că (n ( 0 ( m(t) (  1 ( t ( 0 ( u ( 0.  Atunci 
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(am aplicat invarianţa la convoluţii!).  Pentru relaţia “(exp co” este valabilă aceeaşi demonstraţie cu puţină atenţie: acum u ( 0 iar relaţiile de inegalitate se inversează. (

Dominarea exponenţială este singura care are proprietatea de la Lema 2.1 : 

PROPOZIŢIA 3.10. Fie (0, (1 două repartiţii pe dreaptă cu suport compact. Fie atunci 

((p) = (1-p)(0 + p(1 , 0 ( p ( 1 . Deci ((0) = (0 şi ((1) = (1. Atunci 

(3.17) ((p) ( ((1-p)  (exp co  (0 ( (1  ( exp cx  ((p) ( ((1-p) 

În consecinţă, dacă avem n repartiţii (1,…,(n şi notăm cu 
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 repartiţia 
[image: image142.wmf]n

1

((1 + …+ (n) atunci 

(3.17’)
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Demonstraţie. m((p) = 
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d((p)(x) = (1-p)m0(t) + pm1(t) unde m0(t) =
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d(1(x). Deci (3.17) este echivalentă cu

(3.18)
m0(t) m1(t) ( [(1-p)m0(t) + pm1(t)][ pm0(t) +(1- p)m1(t)] ( t 

ceea ce revine la relaţia evidentă 2p(1-p)(m0 – m1) ( 0. 


În ceea ce priveşte relaţia (3.17)’, aceasta nu este altceva decît inegalitatea mediilor.(
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