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Decizii în condiţii de risc

1. Noţiuni de bază

Un individ are o sumă de bani a pe care vrea să o plaseze într-o afacere. În urma rezultatului averea sa finală va fi

(1.1)
w = a + X 

unde X este o variabilă aleatoare. 

Sau vrea să o pună la bancă unde , după un anumit timp, averea sa va fi 

(1.2)
w = a(1+ X) 

unde X este rata dobânzii. 

Sau vrea să joace la loterie , sau la bursă. Sau este o companie de asigurare confruntată cu problema: ce primă de asigurare să ceară de la cineva care vrea să fie „sigur” şi nu vrea să „rişte”. Companiile de asigurare preiau contra cost „riscul” clienţilor.

În toate cazurile problema se pune cam la fel: individul are o avere iniţială a şi una finală w care poate fi scrisă aditiv , sub forma (1.1) sau multiplicativ, sub forma (1.2). Valoarea iniţială este o constantă (poate fi şi negativă, ne imaginăm că individul are o datorie) iar cea finală o variabilă aleatoare.

Definiţie. Vom numi perechea (a,X) o loterie. Dacă nu se va specifica altfel, variabila aleatoare X se va presupune din spaţiul

(1.3)
 L =
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Adică vom presupune că X are momente de orice ordin. Variabila aleatoare X se va numi speranţa loteriei iar constanta a valoarea iniţială. 

Ne va interesa cum apreciem „valoarea” unei loterii. Mai întîi, ne putem imagina loteria ca o marfă care poate fi vândută sau cumpărată de un decident. Noţiunea de marfă şi cea de decident nu este matematică, de aceea va trebui să comentăm puţin asupra acestui fapt. 

Problema se pune astfel: dacă am avea de ales între loteria (a,X) şi o constantă, b , ce am prefera? Sau dacă am avea de ales între două loterii (a,X) şi (b,Y) ?? 

Definiţie. O funcţie V:((L ( ( se numeşte o evaluare . Dacă V(a,X) ( V(b,Y) spunem că loteria (b,Y) este preferabilă loteriei (a,X) din punctul de vedere al evaluării V. 

Ne vom ocupa în acest capitol de diverse criterii de evaluare ale unei loterii şi de relaţii între ele făcute de un decident raţional şi în cunoştinţă de cauză. Raţional înseamnă că îşi urmăreşte numai profitul final iar „în cunoştinţă de cauză” înseamnă că el cunoaşte repartiţia riscului loteriei. Ambele presupuneri sunt foarte criticabile, dar ele modelează un concept drag unor economişti, acela de piaţă perfectă. Oricum , ele servesc drept bază de discuţie.

Vom numi un asemenea decident raţional şi în cunoştinţă de cauză un decident ideal.

Să numim, ad hoc, o evaluare V „ plauzibilă” dacă satisface axiomele

(1.4) a ( b, X ( Y ( V(a,X) ( V(b,Y)

(1.5) P(X-1 = P(Y-1 ( V(a,X) = V(a,Y)

(1.6) a+X ( b+Y (  V(a,X) ( V(b,Y) 

Prima axiomă ne spune că un decident ideal va prefera o loterie cu o valoare iniţială mai mare şi cu o speranţă mai mare. A doua ne spune că acelaşi decident nu va face deosebire între două speranţe la fel repartizate; în definitiv, el nu cunoaşte decât repartiţia lui X, nu şi forma funcţională X((). A treia ne spune că ceea ce contează pentru un asemenea individ este valoarea finală

PROPOZIŢIA 1.1. Orice evaluare V plauzibilă este de forma V(a,X) = U(a+X) unde U: L ( ( este crescătoare şi are proprietatea că P(X-1 = P(Y-1 ( U(X) = U(Y)

Demonstraţie. Din (1.6) rezultă că a+X = b+Y (  V(a,X) = V(b,Y). În concluzie V(a,X) = V(0,a+X). Să notăm funcţia V(0,X) cu U(X). Că funcţia U are sens pentru orice X din L este evident deoarece L este spaţiu vectorial iar constantele sunt în L . Dacă în (1.6) punem a = b = 0 rezultă că X ( Y ( U(X) ( U(Y), deci funcţia U este crescătoare. (
2. Utilităţi

Definiţie. O utilitate este orice funcţie u : ( ( ( strict crescătoare.

Interpretarea este următoarea: u(a) se interpretează ca fiind utilitatea pe care o ataşează un decident ideal unei sume de bani a. Este mai bine sa ai mai mulţi bani decât mai puţini – aceasta este semnificaţia faptului că funcţia u este crescătoare. Cerinţa ca această funcţie să fie strict crescătoare poate fi criticabilă; noi o vom adopta din motive tehnice. Vom vrea ca să existe funcţia inversă u-1: Im(u) ( (. Mai mult, vom cere ca u să fie şi continuă, deşi anumite rezultate sunt valabile şi fără această ipoteză.

Deci: utilitate = funcţie continuă strict crescătoare.

Definiţie. Evaluarea V = Vu se numeşte utilitară dacă este de forma 

(2.1)
Vu(a,X) = Eu(a+X) 

unde funcţia u are proprietatea că X ( L ( u(X) ( L1((,K,P)

PROPOZIŢIA 2.1. Orice evaluare utilitară este plauzibilă.

Demonstraţie. Să presupunem că a ( b, X ( Y . Atunci V(a,X) = Eu(a+X) ( Eu(b+X) . Într-adevăr, evident Eu(a+X) ( Eu(b+X). Dacă prin absurd Eu(a+X) = Eu(b+X), atunci E(u(b+X) – u(a+X)) = 0. Cum u(b+X) – u(a+X) ( 0 faptul că media este 0 ar implica u(b+X) – u(a+X) = 0 (P-a.s.) ceea ce este absurd, deoarece u este strict crescătoare iar b+X ( a+X. Astfel se verifică (1.4). Apoi, dacă X şi Y au aceeaşi repartiţie, atunci a+X şi a+Y vor avea de asemea aceeaşi repartiţie, deci u(a+X) şi u(a+Y) vor avea aceeaşi repartiţie, deci aceeaşi medie (din formula de transport) de unde rezultă (1.5).. În fine, (1.6) este evident. (
Observaţie. Funcţia U definită în propoziţia 1.1 are forma U(X) = Eu(X).

Notaţie. Fie u o utilitate. Notăm Dom(u) = (X ( u(X) ( L1((,K,P)(. Ca această utilitate să genereze o evaluare conform formulei (2.1) trebuie ca L ( Dom(u). 

Nu este uşor să găsim condiţii necesare şi suficiente pentru o utilitate u ca L ( Dom(u). Să observăm însă că dacă adăugăm o constantă c la o utilitate u obţinem o utilitate echivalentă, în sensul că Vu+c = Vu+c . De aceea vom presupune că utilităţile noastre mai satisfac şi condiţia 

(2.2) u(0) = 0

Aceasta este o condiţie de normare uşor de acceptat: utilitatea unei sume de 0 lei este 0. 

Condiţia (2.2) este comodă şi pentru că ea implică mai departe faptul că ştim semnul lui u :  x ( 0 ( u(x) ( 0 . 

PROPOZIŢIA 2.2.

(i). Pentru orice utilitate u avem că L(((,K,P) ( Dom(u).

(ii). Dacă există p ( 1 ca 
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(iii). Dacă pentru orice p ( 1 avem că 
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 = ( atunci există variabile aleatoare din L care nu sunt în domeniul lui u : adică se poate întâmpla ca E(X(p ( ( ( p ( 1 dar E(u(X)( = ( .

Demonstraţie. (i) este evident: dacă X ( L(((,K,P) atunci (X( ( M (a.s.) unde M este o constantă. Ca atare (u(X)( ( max(u(M), - u(-M)) ( u(X) ( L(((,K,P) ( L1((,K,P). Demonstrăm (ii): avem că (u(x)( ( C(x(p ( x ca (x( ( 1 unde C este o constantă. Fie X ( Lp((,K,P) . Atunci E(u(X)( = E((u(X);(X(( 1) + E((u(X);(X( ( 1) ( CE((X(p; (X(( 1)  + E((u(X);(X( ( 1) ( CE(X(p + max(u(1),-u(-1)) ( ( de unde u(X) ( L1.

(iii). Deci ştim prin ipoteză că  
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 este o densitate de probabilitate. Fie X o variabilă aleatoare ca X ( f((  unde ( este măsura Lebesgue. 

Această variabilă aleatoare este atunci în L. 

Într-adevăr, dacă p ( 1 atunci E(X(p = 
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Şi totuşi, u(X) ( L1. 

Motivul este că E(u(X)( = 
[image: image22.wmf]ò

¥

¥

-

+

)

(

1

)

(

x

u

dx

x

u

= ( deoarece 
[image: image23.wmf])

(

1

)

(

lim

x

u

x

u

x

+

±¥

®

= 1 (căci (u(x)( ( ( dacă (x( ( (!) . (

Observaţie. Ca să nu avem complicaţii de genul de mai sus vom accepta (în caz că nu se specifică explicit contrariul)  că toate  riscurile de loterie X sunt chiar în L(. Atunci nu avem de pus nici o condiţie utilităţii u . 

3. Noţiuni de bază legate de evaluările utilitare

Echivalentul sigur al unei loterii. Un decident ideal cu funcţia de utilitate medie are loteria (a,X) . Atunci pentru el  loteria are aceeaşi utilitate ca valoarea de bani a* cu proprietatea că u(a*) = Eu(a+X). Vom numi valoarea a* „echivalentul sigur al loteriei (a,X) ”. Deci 

(3.1)
a* = u-1(Eu(a+X))


Acesta este principiul utilităţii medii.

Preţul de vânzare al unei loterii. Un decident ideal cu funcţia de utilitate medie are loteria (a,X) de care ar vrea să scape. De exemplu are nişte acţiuni pe care vrea să le vândă. Ce preţ să ceară? Atenţie! De fapt el nu renunţă la averea lui iniţială a ci numai la speranţa X a loteriei. Îşi vinde numai acţiunile!

Logic, el ar trebui să ceară un preţ pv = pv(a,X) = pv(a,X; u)  în aşa fel ca utilitatea u(a+pv) să fie mai mare sau egală cu uitlitatea medie a loteriei Eu(a+X). Rezultă atunci agalitatea u(a + pv) = Eu(a+X) de unde 

(3.2)
pv = u-1(Eu(a+X)) – a = a* -  a

Nu e sigur că o să şi primească preţul cerut deoarece cumpăratorul potenţial are probabil altă utilitate. Dar chiar dacă ar avea aceeaşi funcţie de utilitate, apare o altă noţiune şi anume cea de 

Preţ de cumpărare al unei loterii. Acelaşi decident de mai sus vrea să cumpere speranţa unei loterii X. El are o avere de a lei. De exemplu vrea să cumpere acţiuni sau să joace la bursă sau să facă pariuri. Câţi lei este dispus să dea?

Dacă plăteşte preţul pc = pc(a,X) = pc(a,X; u)  pe loteria în cauză, averea sa s-a micşorat; va fi a – pc . A achiziţionat în schimb loteria, aşa că „averea” lui este a – pc + X. Ar trebui ca utilitatea medie a acesteia să fie cel puţin u(a), adică atâta cât avea la început. Deci preţul „cinstit” de cumpărare ar fi pentru decidentul nostru soluţia ecuaţiei

(3.3)
Eu(a - pc + X) = u(a)


Nu există motive matematice ca cele două preţuri să coincidă!


Putem avea o idee despre cele două preţuri dacă le comparăm cu EX .

PROPOZIŢIA 3.1. Fie u o utilitate.

(i).
Dacă u este concavă, atunci pv(a,X) ( EX, pc(a,X) ( EX .

(ii).
Dacă u este convexă , atunci pc(a,X) (  EX, pv(a,X) ( EX .

(iii).
Reciproc, dacă pc(a,X) ( EX ( a, ( X mărginită atunci u este concavă

(iv).
Dacă pv(a,X) ( EX ( a, ( X mărginită atunci u este concavă

(v).
Dacă pv(a,X) ( EX ( a, ( X mărginită atunci u este convexă

(vi).
Dacă pc(a,X) ( EX ( a, ( X mărginită atunci u este convexă

Demonstraţie.
(i). Din (3.2) deducem că avem de arătat că u-1(Eu(a+X)) – a ( EX ( u-1(Eu(a+X)) (  a + EX ( 

Eu(a+X)) ( u(a + EX) (căci u este crescătoare) . Dar aceasta este inegalitatea lui Jensen! Pentru funcţii concave Eu(a+X)) ( u(E(a+X)). Deci pv ( EX. 

Pentru preţul de cumpărare pc folosim un raţionament asemănător.

 Să observăm mai întîi că funcţia h(x) = Eu(a+X-x) este strict descrescătoare, deoarece x1 ( x2 ( u(a+X-x1) ( u(a+X-x2) ( Eu(a+X-x1) ( Eu(a+X-x2). Preţul de cumpărare este unica soluţie a ecuaţiei h(x) = u(a) . O asemenea soluţie există din teorema lui Darboux: într-adevăr, funcţia h este continuă ( xn(x ( u(a+X-xn) ( u(a+X-x) ( Eu(a+X-xn) (Eu(a+X-x) ( h(xn) ( h(x) din teorema Beppo-Levi şi la fel , xn(x ( h(xn) ( h(x) !)  şi h(-() = u(() ( u(a) iar h(() = u(-() ( u(a). Evident ea este unică deoarece funcţia h este injectivă. 

Ca atare, pentru a demonstra că pc ( EX va fi suficient să arătăm că h(EX) ( u(a). Aici este din nou vorba despre inegalitatea lui Jensen: h(EX) = Eu(a+X-EX) ( u(E(a+X-EX)) = u(a).

(ii). Absolut aceeaşi demonstraţie, decît că se foloseşte inegalitatea Jensen în varianta pentru funcţii convexe, nu concave.

(iii). Prin ipoteză ştim că pc(a,X) ( EX ( a,X . Deci h(pc(a,X)) ( h(EX) ( a,X . Cum h(pc(a,X)) = u(a) ipoteza devine Eu(a+X-EX) ( u(a) ( a,X. Notînd Y = a+X-EX rezultă că Eu(Y) ( u(EY) ( Y variabilă aleatoare mărginită. Într-adevăr, dacă Y este o asemenea variabilă aleatoare, fie a = EY. Scriem Y = a + Y – EY şi avem Eu(Y) = Eu(a+Y - EY)  ( u(a) = u(EY) . dar este evident că o funcţie u cu proprietatea că Eu(Y) ( u(EY) ( Y este concavă . Nu avem decît să luam o variabilă aleatoare Y ( 
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cu ( ( [0,1] şi să observăm că Eu(Y) = (1-()u(x) + (u(y) iar u(EY)) = u((1-()x + (y)). 

(iv). Prin ipoteză ştim că pv(a,X) ( EX ( a,X . Cu alte cuvinte u-1(Eu(a+X)) – a ( EX ( u-1(Eu(a+X)) (  a + EX ( Eu(a+X)) ( u(a + EX) ( a,X . Notăm a+X cu Y şi obţinem relaţia Eu(Y) ( u(EY) ( Y mărginită, ceea ce implică din nou concavitatea lui u. Afirmaţiile (v) şi (vi) se demonstrează analog. (
Reformulăm propoziţia anterioară sub forma

COROLAR 3.2. 
 pv(a,X) ( EX ( a,X  ( pc(a,X) ( EX ( a,X  ( u este concavă

şi 

 pv(a,X) ( EX ( a,X  ( pc(a,X) ( EX ( a,X ( u este convexă

Ne va interesa acum să comparăm între ele două utilităţi u şi v din punctul de vedere al preţului de vînzare. Începem cu o observaţie simplă, care ne permite să analizăm (de cele mai multe ori fără a restrînge generalitatea) doar cazul a = 0.

PROPOZIŢIA 3.3. Fie u : ( ( ( o utilitate. Atunci 

(3.4) pv(a,X; u) = a – pv(0,a+X; u)

(3.5) pc(a,X; u) =  pc(0,X; ua) , unde ua(x) = u(a+x)

Demonstraţie. Fie X un risc. Scriem u(a + pv(a,X)) = Eu(a + X) = u(0 + pv(0,a+X)) de unde rezultă prima relaţie. Pentru a doua, observăm că pc(a,X; u) este soluţia unică a ecuaţiei Eu(a+X- p) = u(a) care se mai poate scrie ca Eua(X - p)  = ua(0) ; deci p = pc(0,X; ua). (
Fie acum două utilităţi u şi v. Fie I = Im(u) şi J = Im(v). Din teorema lui Darboux (u şi v sunt continue!) rezultă că I,J şunt două intervale. Principalul rezultat legat de compararea preţurilor de vînzare este este următorul:

TEOREMA 3.4. Următoarele afirmaţii sunt echivalente

(i).
pv(a,X; u) ( pv(a,X; v) ( a ( (, X  risc mărginit

(ii). pv(0,X; u) ( pv(0,X; v) (X  risc mărginit

(iii). u( v-1: J ( I este o funcţie concavă (în cazul nostru este şi continuă şi crescătoare)

(iv). v( u-1 : I ( J este convexă

Demonstraţie. Echivalenţa (i) ( (ii) este imediată, datorită relaţiei (3.4). De asemenea şi echivalenţa (iii) ( (iv)  datorită observaţiei elementare că (v( u-1)-1 = u( v-1 ; într-adevăr, dacă f este concavă (respectiv convexă) atunci f-1 este convexă (respectiv concavă). Demonstrăm echivalenţa (ii) ( (iii). Deci ipoteza este că u-1(Eu(X)) ( v-1(Ev(X)) ( (u(v-1)(Ev(X)) ( Eu(X). Fie g = u(v-1. Atunci g(v = u , deci putem scrie relaţia precedentă sub forma g(Ev(X)) ( Eg(v(X)) . Fie Y = v(X). Cum v este bimărurabilă (e chiar bicontinuă!) , Y este o variabilă aleatoare cu valori în J . Mai mult, orice variabilă aleatoare cu valori în J poate fi scrisă sub forma Y = v(X) cu X = v-1(Y). Am ajuns la concluzia că Eg(Y) ( g(EY) pentru orice variabilă aleatoare mărginită cu valori în J . Raţionamentul din Propoziţia 3.1 ne arată atunci că g este concavă. Dar şi cealaltă implicaţie este evidentă: dacă g este concavă, atunci Eg(Y) ( g(EY) ( Eu(X) ( g(Ev(X)) adică  u-1(Eu(X)) ( v-1(Ev(X)) ( pv(0,X; u) ( pv(0,X; v) ( X mărginită. (
Nu ştim dacă un rezultat analog este valabil pentru preţul de cumpărare pc. În cazul lui nu dispunem de o formulă analitică. 

COROLAR 3.5. Fie u o utilitate. Atunci funcţia a ( pv(a,X) este crescătoare (respectiv descrescătoare)  dacă şi numai dacă pentru orice a ( b funcţia ua( ub-1 este concavă (respectiv convexă), unde ua(x) = u(a+x) iar ub(x) = u(b+x).

Demonstraţie. Ipoteza noastră este că a ( b ( pv(a,X) ( pv(b,X) pentru orice risc X. Dar pv(a,X) = pv(0,X,ua) iar pv(b,X) = pv(0,X ; ub) . (
Exemplu. Dacă u(x) = x3, ua(x) = (x+a)3, ub(x) = (x+b)3 , ub-1 = 
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+ a - b)3 nu este nici convexă nici concavă. Am putea însă să relaxăm definiţia utilităţii la funcţii u : [0,() ( (, cu preţul considerării numai a riscurilor pozitive. Atunci , pentru 0 ( a ( b funcţia este convexă, deci funcţia a ( pv(a) este descrescătoare. 

În cazul utilităţilor de două ori derivabile, verificarea convexităţii revine la studiul derivatei a doua. 

Definiţie. Fie f: ( ( ( o funcţie derivabilă de două ori. Să notăm cu rf (x) cantitatea 
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 (are sens dacă f’ (x) ( 0) . Cantitatea rf se va numi coeficient de apetenţă la risc al funcţiei f. Cu ajutorul lui vom da un criteriu simplu de a decide comportamentul funcţiei t ( pv(t) care jutifică oarecum denumirea de apetenţă de risc: cu cît este mai mare, cu atît preţul de vînzare este mai mare. 

COROLAR 3.6. Fie u şi v două utilităţi de două ori derivabile. Fie ru şi rv coeficienţii lor de apetenţă la risc. Atunci ru ( rv ( pv(a,X ; u) ( pv(a,X ; v) ( a 

Demonstraţie. Să presupunem că ru ( rv. Dorim să arătăm că pv(.,. ; u) ( pv(.,. ; v).  Conform teoremei 3.4 acest lucru este echivalent cu faptul că u(v-1 este concavă.   Notăm y = v-1(x). Atunci  y’ = 
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 = h(y) (ru(y) – rv(y)) unde h(y) =f’(y)/g’(y) 2 este o mărime strict pozitivă (căci u’ ( 0) . Deci (u(v-1)’’ ( 0 de unde u(v-1 este concavă. Reciproc, dacă pv(.,. ; u) ( pv(.,. ; v), atunci u(v-1 este concavă, deci (u(v-1)’’ ( 0 de unde ru ( rv . (
COROLAR 3.7. Fie u o utilitate derivabilă de două ori. Atunci funcţiile t ( pv(t,X; u) şi ru au aceeaşi monotonie. Adică funcţia t ( pv(t,X; u) este crescătoare ( X ( t ( ru(t) este crescătoare şi funcţia t ( pv(t,X; u) este descrescătoare ( X ( t ( ru(t) este descrescătoare

Demonstraţie.  Fie a ( b. Aplicăm corolarul precedent înlocuind u cu ua şi v = ub .Rezultă (ua( ub-1)’’(x) = h(y)(ru(a+y) – ru(b+y)).

Ca atare, dacă funcţia x ( ru(x) este crescătoare, funcţia ua( ub-1 este concavă şi din corolarul 3.5. rezultă că funcţia t ( pv(t,X; u) este crescătoare. Dacă ru este descrescătoare, funcţia este convexă deci pv este descrescătoare. (
Exemplu. Dacă u(x) = xp , u : (0,() ( (0,() , atunci ru(x) = (p-1)/x . Dacă p ( 1, pv creşte, dacă p ( 1 scade iar dacă p = 1, este constant. (discuţia are sens numai pentru riscuri X pozitive).

4. Riscofobie, riscofilie, coeficienţi de aversiune/apetenţă la risc

Definiţie. Un decident are o funcţie de utilitate u.  Spunem că decidentul are un comportament riscofob dacă pv(a,X) ( EX ( a,X  şi riscofil dacă pc(a,X) ( EX ( a,X . Un decident riscofob doreşte să-şi vîndă o loterie la preţ sub media ei iar unul riscofil este capabil să cumpere o loterie plătind un preţ peste media ei..

Corolarul 3.2 stabileşte echivalenţa „utilitate concavă = comportament riscofob”, „utilitate convexă = comportament riscofil”. Dacă funcţia de utilitate nu este nici convexă, nici concavă, pot apare diverse combinaţii de preţuri. 

Definiţie. Se numeşte primă de risc cantitatea

(4.1)

( = ((u,a,X) = EX – pv(u,a,X) = EX + a – u-1(Eu(a+X))

Observăm că un comportament riscofob se caracterizează printr-o primă de risc pozitivă, iar unul riscofil printr-o primă de risc negativă. O primă de risc egală cu 0 implică un comportament neutru la risc: nici riscofil, nici riscofob. Din corolarul 3.2 rezultă imediat că ((u,a,X) = 0 ( a,X ( u este o funcţie de gradul I. Într-adevăr, singurele funcţii care sunt şi convexe şi concave sunt cele de forma u(x) = mx+ n .

Prin analogie cu (4.1) s-ar putea defini şi o primă de risc la cumpărare prin

(4.2)

(c = (c(u,a,X) = EX – pc(u,a,X)

Ne vom ocupa acum de comportamentul infinitezimal al acestor cantităţi. 

Fie X o variabilă aleatoare mărginită, ( media sa şi (2 varianţa sa.

Fie 

(4.3)
((t) = ((u,a,tX) = t( +a - u-1(Eu(a + tX)) şi ((t) = (c(u,a,tX) = t( - pc(u,a,tX) .

Dacă nu facem nici o presupunere despre derivabilitatea lui u, tot ce putem spune este că

PROPOZIŢIA 4.1. Să presupunem că funcţia de utilitate u  este continuă şi strict crescătoare. Atunci ( şi ( sunt funcţii continue şi că ((0) = ((0) = 0.

Demonstraţie.  Continuitatea lui ( rezultă din faptul că funcţiile u , u-1 sunt continue. Apoi ((0) = 0(( + a - u-1(u(a)) = 0.

 Continuitatea lui ( rezultă dintr-un raţionament mai subtil: fie h(t,p) = Eu(a-p+tX). Funcţia h este continuă şi pentru fiecare t fixat este strict descrescătoare în p. Dar  pc este unica soluţie p = p(t) a ecuaţiei 

(4.4)
h(t,p) = u(a)
Altfel spus h-1((u(a)() = Gp = ((t,p(t)) ( t ( (( . Din continuitatea lui h , funcţia p are graficul închis. Aceasta înseamnă că dacă tn ( t, p(tn) ( y , atunci y = p(t). Ca să arătăm continuitatea, ar mai trebui să demonstrăm că dacă tn ( t , atunci şirul p(tn) este convergent. 

Fie M = ║X║( = ess sup (X (. Atunci h(t,(tM() = Eu(a-(tM(+tX) ( u(a) iar h(t,-(tM() ( u(a) . Rezultă inegalitatea

(4.5)

(p(t)( ( (t(M 

 de unde rezultă că p(0) = 0 şi, în plus, că dacă tn ( t atunci şirul (p(tn))n este mărginit. Fiind mărginit, admite un subşir convergent. Am ajuns la concluzia că funcţia p are graficul închis şi dacă tn ( t există un subşir tn’ ca p(tn’) ( p(t). Dar aceasta implică faptul că p este continuă. Dacă prin absurd nu ar fi aşa, am putea găsi un şir tn ( t astfel ca (p(tn) – p(t)( ( ( pentru orice n cu ( ( 0. Lucru absurd, căci ar trebui să găsim un subşir tn’ ca p(tn’) să conveargă la p(t). (

Dacă însă presupunem că utilitatea u este derivabilă de două ori, atunci putem să spunem ceva mai mult.

PROPOZIŢIA 4.2. Fie X ( L(, EX = (, Var(X) = (2 . Atunci comportarea primei de risc este dată de

(4.6)
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iar cea a primei de risc la cumpărare de

(4.7)
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Demonstraţie. Fie g(t) = u-1(t). Deci g(u(t)) = t.  Derivînd, avem  

(4.8)
g’(u(t)(u’(t) = 1, g’’(u(t))((u’(t))2 + g’(u(t))(u’’(t) = 0

Cum ((t) = a +t( - g(Eu(a+tX)) şi g este de două ori derivabilă, obţinem că 
(’(t) = ( - g’(Eu(a+tX))((Eu(a+tX))’ = ( - g’(Eu(a+tX))(E(Xu’(a+tX)) (putem deriva sub integrală datorită faptului că X este în L(: putem aplica teorema de convergenţă dominată a lui Lebesgue) . Înlocuind t cu 0 deducem că (’(0) = ( - g’(u(a))(u’(a)(EX = ( - ( = 0 (din (4.8)!)

Derivînd a doua oară avem (’’(t) = - g’’(Eu(a+tX))((E(Xu’(a+tX)))2 - g’(Eu(a+tX))(E(X2 (u’’(a+tX))

Înlocuind t cu 0 rezultă 

(’’(0) = - g’’(u(a))((u’(a))2(EX)2 – g’(u(a))(u’’(a)(EX2 = - g’(u(a))(u’’(a)(EX2 – E2X ) (a doua egalitate din (4.8) !) = - Var(X)
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(4.9)
(’(0) = 0, (’’(0) = -(2
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Egalitatea (4.6) rezultă atunci imediat aplicînd de două ori regula L’Hospital.

Pentru a demonstra (4.7) procedăm analog. Doar că acum vom folosi teorema funcţiilor implicite.

Fie p(t) = pc(u.a,tX). Atunci din (4.4) avem h(t,p(t)) = u(a). Din teorema funcţiilor implicite, funcţia p este de asemenea derivabilă de două ori; derivînd (4.4) avem

(4.10)
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Dar h(t,p) = Eu(a – p + tX) . Derivînd sub integrală rezultă gradientul

(4.11)
Grad h (t,p) = 
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Şi matricea hessiană

(4.12)
 H(t,p) = 
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Ştim că p(0) = 0. Înlocuind în (4.11) şi (4.12) găsim

(4.13)

Grad h(0,0) = ((u’(a), - u’(a)), H(0,0) = 
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Acum înlocuim aceste cantităţi în (4.10) pentru (t,p) = (0,0) . Rezultă

 u’(a) (( - p’(0)) = 0 ( p’(0) = ( (căci u’ (a) ( 0, am presupus funcţia strict crescătoare)

şi 
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 = 0 ( u’’(a) EX2 - p’’(0)u’(a) + ((-(u’’(a) + (u’’(a)) = 0 de unde găsim

(4.14)

p’(0) = (, p’’(0) = 
[image: image45.wmf])

(

'

)

(

'

'

a

u

a

u

EX2 =  
[image: image46.wmf])

(

'

)

(

'

'

a

u

a

u

((2 + (2) 

Restul rezultă din regula lui Hospital: ((t) = t( - p(t) ( (’(0) = 0, (’’(0) = - p’’(0) = - 
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Egalităţile (4.6) şi (4.7) justifică introducerea noţiunii de coeficient de aversiune la risc.

Definiţie. Fie u este o utilitate de două ori derivabilă. Atunci numărul 
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 se numeşte coeficientul de aversiune la risc al utilităţii u. Dacă r(a) este negativ, spunem că în a avem riscofilie sau apetenţă de risc iar dacă 
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 (a) ( 0 spunem că în a avem riscofobie, sau aversiune la risc. Dacă 
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 (a) = 0 avem neutralitate la risc. Comparând cu definiţia coeficientului de apetenţă la risc ru introdusă în paragraful precedent, observăm că 
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u = - r u . 


Ce fel de utilităţi sunt acelea pentru care ru  = constant?


PROPOZIŢIA  4.3. Dacă u este de două ori derivabilă şi r u (a) = k = constant atunci 

· dacă k = 0, utilitatea este de forma u(x) = mx + n (utilitate liniară)

· dacă k ( 0, u(x) = A + Bx + Cekx (utilitate exponenţială)

Demonstraţie. Observăm că ru = (ln(u’))’. Să presupunem că k = 0. Atunci  Integrînd, deducem că ln(u’) = ( este constant ( u’ = e( = m este constant deci u(x) = mx+n. Dacă k ( 0, atunci ln(u’)(x) = kx + ( ( u’(x) = ekx+( = Cekx de unde, integrînd încă o dată rezultă afirmaţia a doua.(
Coeficientul de aversiune la risc ne dă o aproximaţie utilă a preţului de vînzare a loteriei X

PROPOZIŢIA 4.4. . (Aproximarea Arrow – Pratt). Fie X ( L2
Pentru valori mici ale lui (2 = Var(X)  este valabilă aproximarea

(4.15)

pv(u,a,X) ≈ EX – r(a+()((2/2

Demonstraţie. Fie p preţul de vînzare. Deci p = u-1(Eu(a+X) ) – a ( a + p = u-1(Eu(a+X) ) sau, echivalent,  u(a + p) = Eu(a + X) . Dezvoltăm în serie în jurul lui a + (, reţinînd trei termeni

u(a + X) ≈  u(a + () + (X - () u’(a+() + (X -()2u’’(a+()/2

Mediem

Eu(a+X) ≈ u(a + () + u’’(a+()2(2/2

Pe de altă parte u(a+p) ≈ u(a+() + (p-()u’(a + () (dezvoltăm în serie reţinînd doi termeni)
Egalăm : (p - ( )u’(a+() ≈ u’’(a+()2(2/2  ( p - ( ≈ - r(a+()((2 . (
Observaţie. Deşi foarte grosolană, aproximarea  (4.15) are avantajul că este simplă şi se pretează la tot felul de interpretări de către economişti. 

5. Comparaţie între preţul de vînzare şi cel de cumpărare a unei loterii

Un decident are o avere iniţială a şi o funcţie de utilitate u : ( ( ( strict crescătoare şi continuă. Fie X o loterie (presupusă, pentru comoditatea calculelor, mărginită). Dacă decidentul nostru este posesorul acestei loterii şi vrea să o vîndă, am văzut că preţul de vînzare echitabil ataşat acestei loterii este pv = pv(a,X) dat de ecuaţia

(5.1) u(a + pv) = Eu(a + X)

iar dacă, dimpotrivă, nu are această loterie şi ar dori să o cumpere, preţul de cumpărare pv = pv(a,X) pe care ar fi dispus să îl plătească ar fi soluţia ecuaţiei

(5.2)
u(a) = Eu(a – pc + X)


Să observăm că ecuaţiile (5.1) şi (5.2) au soluţie unică, din motive de injectivitate: în primul caz folosim injectivitatea funcţiei u iar în al doilea caz pe cea a funcţiei h(x) = Eu(x + X).


Dacă înlocuim  în (5.2) pe a – pc cu b şi folosim (5.1) atunci observăm că Eu(a – pc + X) = Eu(b + X) = u(b + pv(b,X)) de unde rezultă că u(a) = u(b + pv(b,X)) ( a = b + pv(b,X) = a – pc(a,X) + pv(b,X) ( pc(a,X) = pv(b,X)  . În concluzie avem

PROPOZIŢIA 5.1. Întotdeauna este valabilă identitatea

(5.3)

pc(a,X) = pv(a - pc(a,X),X)


Deci preţul de cumpărare al loteriei coincide cu preţul ei de vînzare corespunzător unei alte averi iniţiale. 

O consecinţă a acestui fapt este că preţurile de vînzare şi de cumpărare nu pot avea semne diferite.

COROLAR 5.2. Indiferent de utilitatea u avem relaţia

(5.4) pv(a,X) ( 0 ( pc(a,X) ( 0

Demonstraţie. Să presupunem că pv ( 0. Atunci u(a + pv) ( u(a) ( Eu(a + X) ( Eu(a – pc + X) (din relaţiile 5.1 şi 5.2  !) ( a ( a – pc (am folosit monotonia strictă a funcţiei h(x) = Eu(x + X)!) ( pc ( 0. Reciproc, dacă pc ( 0 atunci Eu(a – pc + X) ( Eu(a + X) ( u(a) ( u(a + pv) ( pv ( 0 (monotonia strictă a lui u! ). (

O a doua consecinţă este că, în anumite ipoteze asupra funcţiei a ( pv(a,X) putem compara cele două preţuri între ele.

COROLAR 5.3. Fie u o utilitate derivabilă de două ori cu proprietatea că u’ ( 0.

(i).
Funcţiile a ( pv(a,X) şi a ( pc(a,X) au aceeaşi monotonie pentru orice risc X mărginit (sau mai general, pentru care u(a +X) ( L1 ( a ( (). 

(ii).
Dacă ru , coeficientul de apetenţă la risc este o funcţie crescătoare, atunci funcţiile a ( pv(a,X) := pv(a) şi a ( pc(a,X) := pc(a) sunt ambele crescătoare. Mai mult,  

· dacă pv(a,X) ( 0 ( pv(a,X) ( pc(a,X) ( 0 

· dacă pv(a,X) ( 0 ( pv(a,X) ( pc(a,X) ( 0

(iii).
Dacă ru , coeficientul de apetenţă la risc este o funcţie descrescătoare, atunci funcţiile a ( pv(a,X) := pv(a) şi a ( pc(a,X) := pc(a) sunt ambele descrescătoare. Mai mult,

· dacă pv(a,X) ( 0 ( pc(a,X) (  pv(a,X) ( 0

· dacă pv(a,X) ( 0 ( pc(a,X) (  pv(a,X) ( 0

(iv).
Dacă funcţia a ( pv(a,X)  este constantă, atunci pc(a,X) =  pv(a,X) ( a,X .

Demonstraţie. (i). Fie X un risc. Notăm mai scurt pv(a) în loc de pv(a,X;u) şi pc(a) în loc de pc(a,X;u)   Derivînd după a relaţia Eu(a+X) = u(a+pv(a)) (ceea ce este permis, din teorema de convergenţă dominată) rezultă relaţia Eu’(a+X) = u’(a+ pv(a))(1 + pv’(a)) . Cum  u’ ( 0 rezultă că 1 + pv’(a) ( 0 . Pe de altă parte derivând relaţia (5.3) deducem că pc’(a) = pv’(a - pc(a))(1 - pc’(a)) de unde 

(*)

pc’(a) = 
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Cum numitorul acestei fracţii este strict pozitiv (1 + pv’ ( 0) rezultă că pc’ şi pv’ au acelaşi semn.

(ii).
Aplicăm corolarul 3.7. Dacă ru este crescător, atunci şi a ( pv(a) este crescătoare. Aplicînd primul punct şi a ( pc(a) este de asemenea o funcţie crescătoare. Presupunem pv(a,X) ( 0 . Din (5.3) avem că pc(a,X) = pv(a - pc(a,X),X) ( pv(a,X) (căci pv ( 0 ( pc ( 0, corolarul 5.2!)  Dacă însă  pv(a,X) (  0 atunci şi pc(a,X) ( 0 deci pc(a,X) = pv(a - pc(a,X),X) (  pv(a,X).

(iii). Analog. (iv) este o combinaţie între (i) şi (ii). În ceea ce priveşte (v)., este o consecinţă a corolarului 3.7. (

Observaţie. Corolarul 5.3 are o interpretare economică interesantă. Economiştii sunt de acord în a concede că un comportament raţional corespunde cazului (i): dacă o afacere X este rentabilă (EX ( 0) atunci pe măsură ce averea iniţială creşte va creşte şi preţul ei de vînzare. 

PROPOZIŢIA 5.4. Dacă utilitatea u are coeficientul de aversiune la risc ru(a) constant atunci şi funcţia pv(a) este constantă , deci cele două preţuri coincid.

Demonstraţie. Presupunem ku(a) = c = constant. Avem două cazuri:

-
sau c = 0 , deci u(x) = ax + b (Propoziţia 4.3) . Atunci pv(a) = EX , deci nu depinde de a.

-
sau c ( 0, deci u(x) = A +Becx cu A,B convenabil alese. În acest caz ecuaţia (5.1) devine
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(5.5)

pv(a) = 
[image: image56.wmf]c

Ee

cX

log

 = log GX(c)/c 

unde GX(t) = EetX este funcţia generatoare de momente a lui X . Deci nu depinde de a.(
Observaţie. Pentru c ( 0, cantitatea (5.5) se mai numeşte şi prima exponenţială corespunzătoare unei aversiuni la risc egale cu c.


Acum vom răspunde la întrebarea:

Cum trebuie să fie utilitatea u dacă ştim că pv(a,X) = pc (a,X) ( a,X ?

PROPOZIŢIA 5.5. Fie o utilitate u care este derivabilă şi are proprietatea că pv(a,X) = pc(a,X) ( a,X . 

Atunci coeficientul de aversiune la risc  ru este constant, deci utilitatea este sau liniară sau exponenţială.

Demonstraţie. Să considerăm o loterie X ( 
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unde h ( 0 , 0 ( p ( 1, q = 1 – p . Atunci pv este unica soluţie a ecuaţiei

(5.6)

u(a +pv) = pu(a+h) + qu(a)

iar pc este unica soluţie a ecuaţiei 

(5.7)

u(a) = pu(a-pc+h) + qu(a-pc)

Atunci ipoteza noastră devine 

Pentru orice a ( (, h ( 0 , p((0,1) ecuaţiile

(5.8)
u(a + x) – u(a) = p(u(a+h) – u(a))  şi u(a) – u(a – x) = p(u(a- x + h) - u(a- x))

au aceeaşi soluţie. Sau 

(5.9)
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Din faptul că u este strict monotonă, este clar că x ( h . Fiind şi continuă, are proprietatea lui Darboux, adică pentru a ( (, h ( 0 , p((0,1) există x ( (0, h) ca 
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Fixăm acum pe a şi h . Atunci ipoteza devine

Pentru orice p ( (0,1)  există un unic x(p) ( (0,h) ca 

(5.10)
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Notăm x(p) cu t. Din Teorema lui Darboux aplicată inversei g-1 a  funcţiei continue şi strict crescătoare g : [0,h] ( [0,1]  g(t) = 
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  (g(0) = 0, g(h) = 1) rezultă că t ia toate valorile între 0 şi h . Astfel că (5.10) devine

(5.11)
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Notăm acum h = Mt , M ( 1 şi gîndim că t este fixat, M variabil.  Înlocuind în (5.11) obţinem

(5.12)
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Cu alte cuvinte funcţia (:[1,() ( ( , 

(5.13)

((M) =
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  = K = constantă

Scriem (5.13) sub forma

(5.14) u(a + Mt) – u(a) = K ((u(a + (M -1)t) – u(a – t)) 

Derivăm după M şi obţinem

(5.15)

u’(a +Mt) = Ku’(a + (M - 1)t ) ( M.a.t

Trecem la limită pentru M ( 1 şi obţinem 

(5.16)
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Notăm derivata u’ cu f . Deci 

(5.17)
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Cum funcţia din dreapta este derivabilă în t rezultă că şi cea din stînga este la fel; adică f este derivabilă , deci u este de două ori derivabilă. Mai mult. Aceeaşi egalitate ne permite să demonstrăm că f este chiar de două ori derivabilă. Scriem (5.17) sub forma

(5.18)

f(a)(u(a+t) – u(a)) = f(a+t)( u(a) – u(a-t))  ( a,t

şi derivăm egalitatea după t . Obţinem

(5.19)

f’(a+t)[ u(a) – u(a-t)] = f(a+t)[f(a) – f(a-t)]

Derivăm acum aceeaşi egalitate după a şi folosim egalitatea (5.19). Obţinem

(5.20) f’(a)(u(a+t) – u(a)) = f2(a) + f(a)f(a+t) – 2f(a+t)f(a-t)

Derivăm din nou egalitatea aceasta după t . Rezultă

(5.21)

f’(a)f(a+t) = f(a)f’(a+t) - 2f’(a+t)f(a-t) + 2f(a+t)f’(a-t)

În fine, derivăm pentru ultima oară pe (5.21) după a şi găsim

(5.22)

f’’(a)f(a+t) = 4 f’(a+t)f’(a-t) - 2 f(a+t)f’’(a-t) - 2 f’’(a+t)f(a-t) + f(a)f’’(a-t)

Trecem acum la limită cînd t ( 0 . Obţinem 

(5.23)

f(a)f’’(a) = [f’(a)]2
Aceasta este o ecuaţie diferenţială obişnuită. Să observăm că f = u’ ( 0 , deci rezultă că f’’ = 
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( 0, adică funcţia este convexă. 

Apar două cazuri. 

Cazul 1. Există un interval [(,(] pe care f’= 0. Atunci pe acel interval f =u’ = A ( 0 , deci funcţia u  este  de gradul 1. 

Cazul 2. Funcţia crescătoare  f’  se anulează în maximum un punct. Deci există ( ca f’([(,() ( 0. Atunci putem scrie (5.23) sub forma convenabilă 
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, valabilă pe acel interval ((,() . Sau (ln(f’()’ = (ln(f()’ . Dar f ( 0 şi pe intervalul în cauză f’ ( 0 deci (5.23) devine

(5.24)

(ln (f’))’ = (ln(f ))’  .

Dar este evident că (5.24) implică ln (f’) = ln(f ) + c . Scriem c = ln h ; rezultă f’ = hf de unde (lnf)’ = h ( lnf = hx + a ( f(x) = ehx+a  = Aehx , A ( 0.

Mai rămîne să observăm că cele două cazuri nu se pot întîmpla simultan, căci nu se poate ca o funcţie derivabilă de două ori să fie liniară pe o porţiune şi exponenţială pe alta. 

Teorema este demonstrată. F este sau constantă sau exponenţială. (
7. Punctul de vedere al unei societăţi de asigurări

Din punctul de vedere al unei societăţi de asigurări, problema se pune astfel:

Un client este o variabilă aleatoare X care este neapărat pozitivă. Deci X ( 0. X reprezintă o sumă de bani pe care societatea se obligă să o plătească clientului în cazul unei pagube. De exemplu X poate suma de bani pe care ar plăti-o compania clientului care şi-a asigurat o maşină, în caz de accident.

Compania are un capital iniţial a. Principiul de bază este că riscul la care se expune poate fi cumpărat cu bani. Adică riscul la care se expune compania  poate fi compensat cu o sumă de bani H = H(X,a,u) numită primă de asigurare. Să presupunem că societatea de asigurări la care ne referim acceptă principiul utilităţii medii şi că ea are o funcţie de utilitate u. În urma servirii clientului nostru, capitalul ei este a – X + H . Condiţia ca asiguratorul să nu rămână în pagubă este ca utilitatea medie a acestui capital să fie cel puţin u(a), deci

(7.1)
Eu(a-X+H) ( u(a)

Condiţia de echilibru (preţul sub care compania nu poate să coboare asigurarea) rezultă atunci din ecuaţia

(7.2)
Eu(a-X+H) = u(a)

Rezolvarea acestei ecuaţii duce la prima brută de asigurare, la care se mai adaugă şi cheltuieli de regie şi un profit. Problema de bază a asiguratorului este de a calcula această primă în aşa fel încât ea să nu fie nici prea mare (asiguratul ar alege altă companie) şi nici prea mică (compania ar da faliment). Ca lucrurile să fie şi mai complicate, de regulă nu se ştie repartiţia variabilei aleatoare X şi ea se estimează oarecum dintr-un istoric al plăţilor. (Vezi mai departe capitolul de teoria credibilităţii). 

Prin definiţie , companiile de asigurări sunt riscofobe , deci se subînţelege că funcţia u este concavă şi crescătoare. În acest caz avem

PROPOZIŢIA 7.1. Întotdeauna H(X,a,u) ( EX .

Demonstraţie.  Jensen: u(a) = Eu(a-X+H) ( u(a – EX + H) ( a ( a – EX + H ( H ( EX.(
Puteam ajunge la acelaşi rezultat şi altfel.

Să notăm cu v funcţia 

(7.3) v(x) = - u(- x)

pe care să o numim penalizare. 

PROPOZIŢIA 7.2. 

(i).Dacă u este o utilitate, atunci v este de asemenea o utilitate. În cazul că u este de clasă C2, atunci coeficientul de apetenţă de risc al lui u devine coeficient de aversiune la risc pentru v. Mai precis

(7.4) ru(x) = - rv(x)

(ii). Utilitatea  u este concavă ( penalizarea v este convexă 

(iii). Prima de asigurare este un preţ de cumpărare: 

(7.5) H(X,a;u) = pc(-a,X;v)

(iv). Definind şi prima de asigurare utilitară H*(X,a;u) prin

(7.6)
H* (X,a;u) = a + v-1(Ev(X-a))

ea devine opusul preţul de vînzare corespunzînd penalizării v: H* (X,a;u) = -  pv(a,-X;u).
Demonstraţie. (i). Evident: v  este crescătoare, v’(x) = u’(-x), v’’(x) = - u’’(-x). 

(ii). Evident. (iii). Egalitatea Eu(a-X+H) = u(a) se poate scrie sub forma Ev(-a + X – H) = v(-a) care , conform cu (3.3) este preţul de cumpărare dat de utilitatea v la o avere iniţială de – a unităţi monetare.

(iv). Fie H* = - pv(a,X;u).  Din relaţia (3.2) avem Eu(a – X) = u(a – H*) ( Ev(-a + X) = v(- a + H*) ( - a + H* = v-1(Ev(X-a)) 

( H* = a + v-1(Ev(X-a))

Vom studia aceste tipuri de principii de asigurare separat.

Deocamdată, remarcăm că orice utilitate u introduce o relaţie de preordine între repartiţiile variabilelor aleatoare de pe dreaptă dată de 

(7.7)
X (u Y ( Eu(a+X) ( Eu(a+Y) ( a ( (
sau în termenii unei societăţi de asigurări

(7.8)
X (u Y ( Eu(a-X)  (  Eu(a-Y) ( a ( (  (valabilă pentru riscuri X,Y pozitive


Să remarcînd că, introducînd penalizarea v relaţia (7.8) se mai poate scrie ca

(7.9)
X ( u Y ( Ev(X+b) ( Ev(Y + b)

În  următoarele două cursuri vom studia următoarele probleme

a. Cum sunt repartiţiile  a două variabile aleatoare X şi Y dacă X (u Y pentru orice utilitate u? În termeni economici, cînd se poate spune că orice decident, indiferent de funcţia lui de utilitate este de acord  Y este mai bună decît afacerea X . Sau, în termenii unei societăţi de asigurări, clientul Y este mai riscant ca X chiar dacă societatea nu este riscofobă

b. Cum sunt repartiţiile  a două variabile aleatoare X şi Y dacă X (u Y pentru orice utilitate concavă u? Cînd orice decident riscofob, indiferent de funcţia lui de utilitate este de acord  Y este mai bună decît afacerea X? sau, în termeni de societăţi de asigurări, cînd orice societate de asigurări cere o primă mai mre de la Y decît de la X?

Prima relaţie între repartiţii se numeşte de dominare stocastică iar a doua se numeşte de dominare convexă. Motivul este că dacă u este concavă, atunci v este convexă.
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