Lecţia 1

Riscuri. Metode de comparare a lor.


1.1. Introducere

Definiţie. Fie ((, K, P) un spaţiu probabilizat . Prin risc înţelegem orice vector aleator X : ( ( [0,()d unde d este un număr natural. 

Exemplu 1. O agenţie de asigurări auto asigură n autovehicule A1, A2,…,An.  Accidentele pentru care agenţia se obligă să plătească despăgubiri sunt  (1,…,(k. Pentru accidentul (i agenţia se obligă  să plătească o despăgubire în valoare de  vi lei. Riscul X este vectorul (X1,…,Xn) al despăgubirilor pe care trebuie să le plătească agenţia.

 
Exemplu 2. Un vas este pe mare. Pînă la sfîrşitul călătoriei pot apărea diverse defecţiuni sau  accidente (1,(2,…,(k . Remedierea defecţiunilor sau a consecinţelor accidentelor costă v1, v2, …,vk lei. Variabila aleatoare cu aceste valori este un risc unidimensional.

Exemplu 3. O agenţie de asigurări plăteşte în fiecare zi t o sumă Xt de bani reprezentînd asigurări pentru diferite pagube. Deşi suma plătită, Xt are un număr finit de valori (să zicem de la 0 lei la 20000 miliarde lei) acest număr este foarte mare de aceea variabilele Xt se pot presupune continui.

Observaţie. În realitate , lucrurile sunt mai complicate: riscurile , privite în evoluţia lor în timp, pot fi modelate cu ajutorul proceselor stochastice. Un asemenea punct de vedere depăşeşte însă scopul acestui curs. Oricum, la un anumit moment de timp fixat, t, riscul este un vector aleator. 

Pentru a uşura expunerea vom considera deocamdata cazul unidimensional: aşadar risc = variabilă aleatoare cu valori pozitive.
Amintim pe scurt unele noţiuni de teoria probabilităţilor ce vor fi utilizate frecvent.

Repartiţia une variabile aleatoare X este o probabilitate pe spaţiul măsurabil ((,B(()) notată prin P(X-1 sau (X care se defineşte prin egalitatea

(1.1) P(X-1(B) = P(X-1(B)) = P(X ( B)  ( B ( B(()

Funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare X se defineşte prin relaţia

(1.2) FX(x) = P(X-1 ((-(,x]) = P(X ( x)

Coada repartitiei ( este probabilitatea (((x,()) = 1 - F((t). Vom nota acest numar prin 
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((x). 
Dacă repartiţia P(X-1 este discretă (adică se poate scrie sub forma P(X-1 =
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cu J o mulţime cel mult numărabilă, atunci spunem prin abuz de limbaj că variabila aleatoare X este discretă. Dacă funcţia de repartiţie FX este continuă, vom spune că X este o variabilă aleatoare continuă. Dacă P(X-1 este absolut continuă (adică există o funcţie nenegativă f ca P(X ( B) = 
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 d( (unde ( este măsura Lebesgue pe dreaptă), atunci spunem, de asemenea prin abuz de limbaj, că variabila aleatoare X este absolut continuă. În acest caz funcţia f o notăm cu fX şi o numim densitatea variabilei aleatoare X (deşi în realitate este densitatea repartiţiei lui X). Media variabilei aleatoare X se va nota cu EX. Formula de transport ne asigură că E((X) = 
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Dacă X este discretă, formula de transport devine

(1.3) E((X) =
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iar dacă X este absolut continuă, ea devine

(1.4) E((X) = 
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Dacă densitatea fX este integrabilă Riemann şi la fel şi funcţia (, atunci (1.4) devine mai simplă şi anume

(1.5) E((X) = 
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Deoarece vom lucra numai cu variabile aleatoare pozitive, prezintă interes şi formula

(1.6) E((X) =((0) + 
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care este valabilă pentru funcţii derivabile şi care se demonstrează imediat din teorema lui Fubini ( E((X) = 
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Vom folosi următoarele notaţii: B(n,p) este repartiţia binomială de parametru n şi p dată prin B(n,p) = 
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; Poisson(a) este repartiţia Poisson de parametru a deci Poisson(a) = 
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; de asemenea G(p) este repartiţia geometrică de parametru p dată prin G(p) = 
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iar ea este repartiţia exponmenţială a cărei funcţie de repartiţie este Fa(x) = 1 – e-ax . 

Vom nota transformata Laplace  a repartiţiei P(X-1 cu LX(t) . Deci

(1.7) 
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(t) := LX(t) = Ee-tX = 
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Deoarece proprietatile transformatei Laplace nu se fac de obicei la cursul general de teoria probabilitatilor, le vom demonstra aici pe scurt.


Proprietatea 1. Pentru orice repartitie ( de pe dreapta transformata sa Laplace L( este o functie convexa, descrescatoare si continua. In plus, L((0)=1. Inseamna ca functia G(t) = 1 – L((t) , t ( 0, este o functie de repartitie absolut continua. Mai mult, pentru orice t ( 0, functia H(.t definita prin H(,t(x) =(
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d((u))/L((t) este o noua functie de repartitie numita transformata Esscher a lui (.


Demonstratia este evidenta, rezultand din convexitatea functiei x ( e-tx . (

Proprietatea 2. Transformata Laplace este funcţia generatoare de momente, in sensul ca derivatele sale in 0 sunt momentele functiei. Mai precis LX(n)(0) =(-1)nEXn în caz că X are moment de ordin n. 


Demonstratie. Fie X o variabila aleatoare pozitiva, ( repartitia ei, L transformata sa Laplace si t > 0. Atunci 

L’(t) = 
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( e-tx (aplicati teorema lui Lagrange functiei e-u  pe intervalul [tx,tx+hx]!) si din faptul ca xe-tx ( 0 cand x ( ( , rezulta ca functia x ( xe-tx este (-integrabila, deci putem aplica teorema lui Lebesgue de convergenta dominata , comutand limita cu integrala. Adica 
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d((x) . Repetand acest rationament de n ori rezulta formula

(1.8) L(n)(t) = (-1)n
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Valabila pentru orice t > 0. In caz ca X admite moment de ordin n , putem trece la limita in (1.8) cand t ( 0 , obtinand formula din enunt.(

Proprietatea 3. Teorema de unicitate. Transformata Laplace este injectiva.

 L( = L( ( ( = (
Demonstratie.  Fie h:[0,() ( [0,1] , h(x) = e-x (deci hk(x) = e-kx (
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(h)d(. Din teorema Stone-Weierstrass orice functie continua se poate aproxima uniform cu polinoame (in cazul de fata un asemenea sir ar putea fi dat de polinoamele lui Bernstein Pn(u) = 
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; o demonstratie probabilista se poate da folosind legea tare a numerelor mari!) rezulta ca 
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(h)d( pentru orice functie continua (. Fie t ( (0,1). Sirul de functii continue (n(u) = min(n(t-u)+,1) converge crescator la 1[0,t). Din teorema Beppo-Levi rezulta ca (({h<t}) = 
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[image: image41.wmf]F

(=
[image: image42.wmf]F

( (F( = F( ( ( = (.(
Proprietatea 4. Teorema de convergenta. Daca 
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Demonstratia se bazeaza pe urmatoarea inegalitate

(1.9) (((A,()) ( e(1-L((
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Intr-adevar, din concavitatea functiei t ( 1 – L(t) si din inegalitatea Jensen rezulta ca 1 – L(h/2) ( 
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Sa presupunem, deci, ca 
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< (. Din (1.9) rezulta ca n ( n0 ( (n((A0,()) < (. Fie pentru 1 ( j < n0 numerele pozitive Aj cu proprietatea ca (j((Aj,()) < (. Atunci fie A (() = max{Aj( 0 ( j < n}. Acest numar are proprietatea ca (n((A,()) < ( ( n.  

In concluzie, sirul de repartitii (n are proprietatea

(T) ( ( > 0 ( A(() > 0 astfel ca (n((A,()) < ( ( n
O asemenea familie de repartitii se numeste tight. Din Teorema lui Prohorov rezulta atunci ca orice subsir al lui ((n)n contine un subsir convergent la o anumita repartitie, (, depinzand insa de subsirul respectiv. Fie 
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 ( (. Atunci si transformatele Laplace vor converge (Caci functia x ( e-tx este continua marginita ( t ( 0!) , deci 
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trebuie sa aiba aceeasi limita, deci suntem in situatia

(*)
Din orice subsir al lui ((n)n se poate extrage un sub-subsir convergent la aceeasi limita (.


Insa este evident ca atunci sirul (n ( (, caci convergenta slaba este topologica ( = provine dintr-o topologie, chiar metrizabila!). (

1.2. Utilităţi. Compararea riscurilor.

             Am văzut că un risc este o variabilă aleatoare care reprezintă suma de bani pe care o companie de asigurări trebuie să o plătească asiguratului în caz că se întîmplă ceva. Pentru acest lucru, ea primeşte o taxă de asigurare care trebuie stabilită cumva în interesul ambelor părţi. Pentru a putea stabili această taxă (primă de asigurare) într-un mod echitabil, trebuie comparate între ele riscurile.

De obicei problema se pune în modul următor : o companie de asigurări trebuie să decidă între două riscuri X şi Y care este mai avantajos. Companiile pot avea politici diferite în acest sens, dar un lucru este clar : dacă X ( Y, atunci X este preferabil lui Y. Iar acest lucru se măsoară în prima de asigurare percepută de la clienţi. 

Un alt element este noţiunea de utilitate. Utilitatea este o funcţie u : (-(,0] ( ( care poate fi interpretată astfel: u(-X) este câştigul pe care l-ar avea compania dacă nu s-ar produce evenimentul X. Regula acceptată în actuariat este că riscul X este preferat lui Y dacă media utilităţii  u(-X) este mai mare decât media utilităţii u(-Y). Scriem acest lucru sub forma X (u Y  . Se acceptă în general că o utilitate este şi o funcţie crescătoare. 

Deci 

(2.1) X (u Y  ( Eu(-X) ( Eu(-Y)

Dacă, de exemplu u(x) = x atunci (2.1) devine X (u Y  ( EX ( EY.

Este de remarcat că relaţia (u este o relaţie nu atât între X şi Y, cât între repartiţiile lor. Într-adevăr, din formula de transport se poate observa că

(2.2) X (u Y  ( 
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Rezultă că, în realitate, relaţia (u este o relaţie între repartiţiile de pe intervalul [0,(). Deci relaţia ar fi 

(2.3) ( (u (  ( 
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Uneori este mai comod de lucrat cu funcţia w:[0,() ( ( definită prin relaţia

(2.4) w(x) = - u(-x)

În termeni de penalizare, relaţia (2.4) devine

(2.5) ( (w (  ( 
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Vom numi această funcţie penalizare. Putem interpreta cantitatea w(X) ca fiind pierderea pe care o suferă compania dacă se petrece evenimentul X, pierdere care nu coincide neapărat cu pierderea bănească X. Din punct de vedere matematic, penalizarea este orice funcţie crescătoare (este crescătoare deoarece şi utilitatea u este crescătoare) w:[0,() ( (+. Reţinem această

Definiţie. Se numeşte penalizare orice funcţie w:[0,() ( (+ crescătoare .

Ne va interesa să găsim relaţii de ordine între repartiţiile de pe intervalul  [0,(), acceptate în unanimitate. Amintim că o relaţie de ordine « ( » satisface axiomele ( ( (, (1( (2 & (2 ( (3 ( (1 ( (3 (în mod evident satisfăcute de (2.5) şi, în plus, (1((2&(2((1 ( (1 = (2 (la fel de evident este că (2.5) nu o satisface).
Definiţie. Dominanţa stochastică.  Fie X şi Y două riscuri cu repartiţiile ( = P(X-1 şi ( = P(Y-1. Spunem că X este dominat stochastic de Y (sau că ( este mai riscantă ca () dacă 

(2.6) Ew(X) ( Ew(Y) ( w:[0,() ( (+ crescătoare 

În caz că relaţia (2.6) este satisfăcută, scriem X(stY sau ((st(. 

Propoziţia 2.1. Relaţia de dominare stochastică este o relaţie de ordine. Mai mult 

(2.7) X (st Y  (  FX ( FY ( 
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Demonstraţie. Evident că relaţia (2.7) , o dată demonstrată, ar implica faptul că X şi Y ar avea aceeaşi repartiţie: X (st Y , Y (st X  (  FX ( FY, FY ( FX ( FX = FY ( P(X-1 = P(Y-1 . Implicaţia “(” este imediată: dacă luăm w = 1(0,() , atunci Ew(X) = P(X > x) = 1 - P(X ( x) = 1 – FX(x) iar Ew(Y) = P(Y > x) = 1 - P(Y ( x) = 1 – FY(x) , deci X (st Y  ( 1 - FX ( 1 - FY. Reciproc, să observăm că FX ( FY ( (([x,()) ( (([x,()) ( x ( 0 şi că (((x,()) ( (((x,()) ( x ( 0   . Dacă w este o funcţie crescătoare de forma w = 
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d( = Ew(Y) (am aplicat teorema Beppo-Levi!) deci relaţia (2.6) este verificată. Dacă w este crescătoare , ea este limita crescătoare a şirului de funcţii wn definite prin relaţia wn = 
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. Dar funcţiile wn sunt de asemenea crescătoare şi cu mulţimea valorilor numerele de tipul m2-n . Atunci ele se pot scrie sub forma wn = 
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, funcţii pentru care am demonstrat deja că Ewn(X) ( Ewn(Y). Din teorema Beppo-Levi avem că Ew(X)=E((limn wn(X)) = limn Ewn(X) ( limn Ewn(Y) = E((limn wn(Y))  = Ew(Y).  Deci relaţia (2.6) este verificată pentru toate penalizările w . (

Relaţia de dominare stocastică are următoarele proprietăţi:

Proprietatea 1. Stabilitatea la convoluţii.  Dacă (1(st(1 şi (2(st(2 , atunci (1*(2 (st (1*(2. Sau, în termeni de variabile aleatoare: dacă X1(stY1 , X2(stY2 , X1 independentă de X2 şi Y1 independentă de Y2 , atunci X1+X2 (st Y1+Y2 .

Demonstraţie. Fie w o penalizare. Atunci ( integralele sunt toate calculate pe intervalul [0,()) 
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Proprietatea 2. Stabilitatea la convergenţa slabă. Dacă (n (n(( ( , (n (n(( ( atunci  (n (st(n ( n ( ((st(. Sau, în termeni de variabile aleatoare: dacă Xn
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Demonstraţie. Amintim echivalenţa (n (n(( (  ( 
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. Deci ştim că Fn(x) ( Gn(x) ( x . Trecînd la limită rezultă că F(x) ( G(x) pentru orice punct de continuitate pentru F şi G. Fie ( această mulţime. Cum complementara mulţimii ( este cel mult numărabilă , rezultă că ( este densă. Aşadar F(x) ( G(x) pentru orice x dintr-o mulţime densă. Fiind continui la dreapta, rezultă că F ( G. (
Proprietatea 3. Dominarea stocastică şi relaţia de ordine aproape sigură. 

(i).
Dacă X şi Y sunt două variabile aleatoare în aşa fel încît X (st Y , atunci există pe alt spaţiu probabilizat o alte două variabilă aleatoare X’,Y’ cu aceeaşi repartiţie ca X,Y astfel ca X’ ( Y’ (a.s.)

(ii). Dacă X este o variabilă aleatoare continuă, atunci există pe acelaşi spaţiu probabilizat o altă variabilă aleatoare Y’ avînd aceeaşi repartiţie ca Y astfel ca X ( Y’ (a.s.)

Demonstraţie. (i). Fie F,G funcţiile de repartiţie ale variabilelor aleatoare X şi Y. Fie F+ şi G+ pseudoinversele lor. Deci F+(y) = sup{t ( F(t) ( y} iar G+(y) = sup{t ( G(t) ( y}. Din definitie rezulta imediat ca F+(F(x)) ( x, F(F+(x)) ( x si G+(G(x)) ( x, G(G(x)) ( x. De asemenea, este clar că F ( G ( G+ ( F+. Mai mult, dacă F este continuă, atunci F(F+(y)) = y deoarece este clar că F(F+(y)+h) ( y ( h ( 0. 
Să considerăm spaţiul probabilizat (’=[0,1), K’ = B([0,1)), P’ = ( (măsura Lebesgue pe intervalul  [0,1) ). Fie X’ = F+ şi Y’ = G+ . Să remarcăm că repartiţia lui X’ este aceeaşi cu repartiţia lui X. Într-adevăr, din definitia pseudoinversei rezulta ca F(t) > y ( F+(y) ( t ( F(t) ( y cu alte cuvinte  [0,F(t))  ( {y(F+ (y) ( t} (   [0,F(t)] de unde P’([0,F(t))) ( P’(F+ ( t}( P’([0,F(t)]) şi, cum P’ este măsura Lebesgue, rezultă F(t) ( P’(F+ ( t) ( F(t) , adică P’(X’( t) = F(t) ( t ( 0. Cu alte cuvinte, X’ are aceeaşi funcţie de repartiţie ca şi X  deci P’(X’-1 = P(X-1. Analog şi Y’ are aceeaşi repartiţie ca Y. Şi, în plus, X’ ( Y’.

(ii). Să mai remarcăm o proprietate a pseudoinversei: dacă U este o variabilă uniform repartizată pe intervalul (0,1) (notăm acest lucru prin U ( U(0,1) !!) , atunci FX+(U) este o variabilă aleatoare avînd aceeaşi repartiţie ca şi X. Într-adevăr, P(FX+(U) ( t) = P(U-1({y(FX+ (y) ( t}) = P’(FX+ ( t) = FX(t) = P(X ( t). Noutatea care apare în cazul nostru este că , dacă variabila aleatoare X este continuă, atunci F(X) este o variabilă aleatoare uniform repartizată. Într-adevăr, evident 0 ( F(X) ( 1. În plus, dacă 0 ( y ( 1 , atunci P(F(X) ( y) = P(X-1({F ( y}) . Dar {F ( y} = (-(,F+(y)] (aici intervine continuitatea lui F : în general {F ( y} = (-(,F+(y)] dacă y ( Im(F) sau (-(,F+(y))în caz contrar. Cum F este continuă, din teorema lui Darboux Im(F) conţine intervalul (0,1)). Aşadar P(F(X) ( y) = P(X-1((-(,F+(y)]) = P (X ( F+(y)) = F(F+(y)) = y. 
 Fie Y’ = G+(F(X)). Asadar Y’ = G+(F(X)) ( F+(F(X)) ( X. Mai ramine sa verificam ca Y’ are aceeasi repartitie ca si Y. Dar acest lucru este o consecinta a faptului ca F(X) este uniform repartizata. (
Observaţie. Se poate pune întrebarea dacă nu cumva afirmaţia de la Proprietatea 3(ii) se păstrează în general. Adică : este adevărat că X (st Y ( există Y’ ( Y ca X ( Y a.s. ?

Răspunsul este în general negativ, după cum ne putem convinge luînd ( = (1,2,3(, K = P(() şi P((1() = p1, P((2() = p2, P((3() = p3. Dacă p1 < p2 < p3 , atunci X (st Z unde X = 1(1(, Y = 1(2( . Într-adevăr, FX = (1-p1)1(0,1) + 1[1,() ( (1-p2)1(0,1) + 1[1,() = FY . Totuşi , nu există Y’ cu aceeaşi repartiţie ca Y astfel ca X ( Y (a.s.). Motivul este următorul: pe ( singura mulţime neglijabilă este (; deci ar trebui ca Y’ ( Y. Mai mult, repartiţia unei variabile aleatoare pe ( determină în mod unic variabila aleatoare. (într-adevăr, dacă Y’ =
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, atunci P(Y’-1 =p1(x + p2(y +  p3(z). Deci nu mai există pe ( în afară de Y o altă variabilă aleatoare cu funcţia de repartiţie FY.  

3. Exemple

3.1.
B(1, p1) (st B(1, p2)  ( p1 ( p2 

3.2. (0 (st ( pentru orice repartiţie ( pe (+ 

Aceste proprietăţi sunt evidente calculînd funcţiile de repartiţie.

3.3. m ( n şi p1 ( p2 ( B(m,p1) ( B(n,p2). 

Demonstraţie. Fie (j = B(1, p1) pentru j ( m , (j = (0 pentru m+1 ( j ( n şi (j = B(1, p2) ( 1 ( j ( n. Atunci (:= (1((2(…((n = B(m,p1) iar (:= (1((2(…((n = B(n,p2). Din proprietatea 1 (stabilitate la convoluţii) şi exemplele 3.1, 3.2 rezultă că ( (st (
3.4. Dacă 0 ( a ( b , atunci Poisson(a) (st Poisson(b) .

Demonstraţie. Ştim că Poisson(a) = limn(( B(n,a/n) şi Poisson(b) = limn(( B(n,b/n). Dar a ( b ( B(n,a/n) (st B(n,b/n) deci din proprietatea 2 (stabilitatea la limite slabe) Poisson(a) (st Poisson(b) .

3.5. p1 ( p2 ( G(p2) (st G(p1) 

Demonstraţie. Fie F1 funcţia de repartiţie a lui G(p1) şi F2 funcţia de repartiţie a lui G(p2). Fie de asemenea X şi Y două variabile aleatoare ca X ( G(p1) şi Y ( G(p2).  Rezultă P(X ( n) = 1-F1(n-0) = p1q1n-1 + p1q1n + …. = q1n-1 (  q2n-1 = P(Y ( n) deoarece q1 = 1 – p1 ( 1 – p2 = q2 de unde rezultă că F1 ( F2 . (
3.6. 0 ( a ( b ( eb (st ea 

Demonstraţie. Evident din forma simplă a funcţiilor de repartiţie: x ( 0 (  1 – e-ax  ( 1 – e-bx . (
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