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dominare stocastică multidimensională


Compararea riscurilor multidimensionale

1.
Dominarea stocastică – două definiţii

Există deosebiri semnificative între cazul multidimensional de comparare a riscurilor şi cel unidimensional. 

Pentru început, să considerăm compararea stocastică. 


Deocamdată vom accepta ca risurile să fie şi negative.


Fie X , Y doi  vectori aleatori d dimensionali şi (, ( repartiţiile lor.. Fie , de asemenea, F şi G funcţiile de repartiţie ale lui X şi Y, adică F(x) = P(X1 ( x1,…,Xd ( xd) ( x = (x1,…,xd) ( (d. Definiţia lui G este analogă, doar că se înlocuieşte x cu y. 


Definiţia 1. Spunem că X este dominat stocastic în sens slab de Y (şi scriem X (stw Y)  dacă 

(1.1)
X (stw Y  
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unde prin (a,() înţelegem dreptunghiul (a1,()((a2,()(…((ad,(). 


Vom nota F*(a) = P(X ( a) = (((a,()) şi la fel G*(a) = P(Y ( a) = (((a,())


O deosebire esenţială faţă de cazul unidimensional este că F + F* nu mai coincide cu 1. De aceea din această ipoteză nu rezultă că F ( G.

Într-adevăr, să considerăm cazul d = 2. Atunci (((a,()) = P(X1 ( a1, X2 ( a2) = 1 – P(X1 ( x1 sau X2 ( x2) = 1 – [P(X1 ( x1) + P(X2 ( x2) – P(X1 ( x1, X2 ( x2)] = 1 – F(x1,() – F((,x2) + F(x1,x2)  .

Deci, scrisă în termeni de funcţii de repartiţie, relaţa “stw” devine

(1.2) X (stw Y ( F(x1,() + F((,x2) – F(x1,x2)  ( G(x1,() + G((,x2) – G(x1,x2)

Inegalitate care nu are motive să fie echivalentă cu F ( G .


Exemplu 1.1. Să luăm n = 2. Identificăm din comoditate a scrierii  (2 cu C , corpul numerelor complexe. Fie X ( 
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Pretindem că X (stw Y . Într-adevăr, să calculăm F*(a) . Fie A = (-(,0)((-(,0) , B = (-(,0)([0,1);  C = [0,1)((-(,0); D = [0,1)( [0,1) şi E = (A ( B ( C ( D)c = [1,()(( ( (([1,(). Atunci un grafic ne arată (verificaţi calculele, sunt foarte instructive!) că

(1.3)
12F* = 12(1A + 8(1B +8(1C + 4(1D , 12G* = 12(1A + 9(1B +9(1C + 8(1D
deci într-adevăr F* ( G* , deci X (stw Y . 


Pe de altă parte acelaşi calcul ne arată că 

(1.4)
12F = 4(1[0,1)([1,() ( [1,()([0,1)  +12(1[1,()([1,()  , 12G = 1[0,1)([1,() ( [1,()([0,1)  +2(1D +12(1[1,()([1,()
de unde 12(F – G) = 3(1[0,1)([1,() ( [1,()([0,1) - 2(1D . 


Definiţia 2. Spunem că X este dominat stocastic de Y (şi scriem X (st Y)  dacă

(1.5)
X (st Y  
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Ef(X) ( Ef(Y) ( f : (d ( (  măsurabilă crescătoare mărginită


Prin funcţie crescătoare înţelegem una cu proprietatea naturală

(1.6)
x ( y ( f(x) ( f(y)

unde “x ( y” înseamnă exact ce ne-am aştepta, adică xj ( yj ( j . În schimb, notaţia “x ( y” nu o vom folosi pentru ce ne-am aştepta (adică x ( y , x ( y , aşa m-aş aştepta eu !) şi pentru xj ( yj ( j . De asemenea, condiţia de măsurabilitate este necesară deoarece, spre deosebire de cazul unidimensional, o funcţie crescătoare nu este neapărat măsurabilă. Ne putem convinge de aceasta dacă luăm f să fie  indicatorul mulţimii A = ((x,y) ( [0,()2 ( xy ( 1( la care adăugăm o mulţime nemăsurabilă de pe curba xy = 1. 


Vom arăta, printr-un exemplu, că cele două definiţii sunt diferite.


Exemplu 1.1. Continuare. Pretindem că X nu este dominat stocastic de Y .Pentru aceasta va trebui să inventăm o funcţie crescătoare f : (2 ( ( astfel ca Ef(X) ( Ef(Y) .


Fie f = 1E unde E = (x ( (2 ( x1 + x2 ( 1(. 

Atunci f este crescătoare deoarece dacă f(x) = 1, x ( y  ( x1 + x2 ( 1 ( y1 + y2 ( x1 + x2 ( 1 ( y ( E ( f(y) = 1 . Ca o observaţie tehnică, un indicator f = 1E  este o funcţie crescătoare dacă şi numai dacă mulţimea E are proprietatea 

(1.7)
x ( E ( [x,() ( E sau, echivalent, x ( E, x ( y ( y ( E
Lăsăm demonstrarea acestei banalităţi ca exerciţiu.


Revenim la calculele noastre. Deci Ef(X) = P(X ( E) = 1 iar Ef(Y) = P(Y ( E) = 5/6 (dintre valorile posibile ale lui Y exact una (anume Y = 0) nu aparţine mulţimii E. 


Deci nu este adevărat că X(st Y.


Ceea ce este însă evident este

PROPOZIŢIA 1.1. X (st Y ( X (stw Y .

Demonstraţie. Putem lua funcţia f = 1(a,() , care este crescătoare. F*(a) = P(X ( a) = Ef(X) (  Ef(Y) = P(Y ( a) = G*(a).(

La fel de imediată este şi

PROPOZIŢIA 1.2. Atît “(stw” cît şi  “(st” sunt relaţii de ordine pe mulţimea Prob((n) a probabilităţilor definite pe spaţiul măsurabil ((d , B((d))

Demonstraţie. Singurul lucru mai puţin evident este  că dacă X (stw Y şi Y (stw X, atunci P(X-1 = P(Y-1 . Dar X (stw Y şi Y (stw X înseamnă că ((A) = ((A) ( A = (a,(). Fie M familia intervalelor de acest tip. Este stabilă la intersecţii finite şi ( - sistem (sau u-sistem, în termeni recenţi) deci este o (-algebră. Dar se demonstrează imediat că (-algebra generată  ((M) este chiar B((d), deci ( = (. Atunci cu atît mai mult relaţia Y (stw X, care este mai tare, este relaţie de ordine. (
Exemplu 1.2. (a (stw (b ( (a (st (b ( a ( b .

Într-adevăr,fie F şi G funcţiile de repartiţie ale lui (a şi (b. Deci F = 1[a,(), G =1[b,() , F* (x)= (a((x,()) = 1(x,()(a) = 1(-(,a)(x) iar G*(x) = 1(-(,b)(x). Deci  (a (stw (b ( F* ( G* ( 1(-(,a) ( 1(-(,b) ( (-(,a) ( (-(,b) ( a ( b (x ( a ( x ( b este acelaşi lucru cu a ( b ; pun x:= a) . Fie acum f crescătoare. Atunci 
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fd(b de unde (a (st (b . 

2. Definiţii echivalente

Începem cu o observaţie pe cît de uşor de demonstrat, pe atît de utilă.

PROPOZIŢIA 2.1. Fie X,Y doi vectori stocastici n dimensionali şi CX,Y  mulţimea acelor funcţii măsurabile  f :(d ( ( cu proprietatea că variabilele aleatoare f(X) şi f(Y) au medie şi 

(2.1)

Ef(X) ( Ef(Y)

Atunci CX,Y este un con (adică este stabil la combinaţii lineare cu coeficienţi pozitivi) stabil la limite monotone (adică dacă fn ( f , Ef1(X) ( - ( , fn ( CX,Y ( n ( f  ( CX,Y şi la fel dacă fn ( f  dar Ef1(X) ( ().

Demonstraţie. Evident. Pentru stabilitatea la limite monotone se aplică teorema Beppo – Levi. (
Definiţie. Vom spune că un con de funcţii pe (d,  C  este închis dacă are proprietatea că fn ( C, fn ( f , fn-f mărginite ( f ( C. Închiderea se poate defini în mai multe feluri, depinde de topologie ; noi vom folosi în acest capitol cuvîntul « închis » referitor la conuri numai în acest sens. 

PROPOZIŢIA 2.2.  Fie C1 conul închis generat de funcţiile 1[a,() , a ( (d , C2 conul închis generat de funcţiile 1E unde E este mulţime crescătoare (în sensul definţiei 1.7.) măsurabilă  şi C2* conul închis generat de funcţiile 1E unde E este mulţime crescătoare închisă. 
Atunci

        (i).
      Conul C1  este generat de asemenea de funcţiile 1(a,() , a ( (d ;

        (ii).
      Toate funcţiile F din C1 au proprietatea că (hF(x) ( 0 ( x ( (d, h ( 0 unde 

(2.2) (hF(x) = 
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(2.3) 
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F(x) = F(x + hjej) – F(x), (ej)1(j(n fiind baza canonică din (d;

       (iii)
      Conul C1 conţine toate funcţiile de forma f(x) = f1(x1)…fd(xd) unde fj : ( ( [0,() sunt crescătoare şi mărginite ;

      (iv).       Conul C1 conţine toate funcţiile de repartiţie continue F(x) = (((-(,x]) ale măsurilor mărginite definite pe spaţiul măsurabil ((d , B((d)) ;

       (v).      Conul C2 conţine toate funcţiile măsurabile, crescătoare şi mărginite. El este şi latice, adică stabil la operaţiile « inf » şi « sup ». Analog, conul C*2 este o latice care conţine toate funcţiile continui, crescătoare şi mărginite.

       (vi). Conul C1 este generat de funcţii de forma f(x) = f1(x1)…fd(xd) unde fj : ( ( [0,() sunt crescătoare continue şi mărginite . 


Demonstraţie. (i) este imediat deoarece 1[a,() = 
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unde e = (1,1,…,1) şi, analog, 1(a,() = 
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 , iar limitele monotone sunt permise în C1 . 

(ii). Fie F o funcţie din C1 . Formulele (2.2) şi (2.3) spun următorul lucru: dacă interpretăm funcţia F(x) ca fiind (((-(,x]) unde ( este o măsură finit aditivă pe algebra generată de dreptunghiuri de forma (x,x+h] , atunci expresia (hF(x) devine (((x,x+h]). De exemplu, pentru d = 2, expresia (2.2) devine

(2.2’)

(hF(x) = F(x1+h1,x2 + h2) - F(x1+h1,x2 ) - F(x1,x2 + h2) + F(x1,x2)

iar pentru d = 3 devine

(2.2’’)

(hF(x) = F(x1+h1,x2 + h2, x3+h3) - F(x1+h1,x2 + h2, x3) - F(x1+h1,x2, x3+h3) - F(x1,x2 + h2, x3+h3) 

+ F(x1+h1,x2, x3) + F(x1,x2 + h2, x3) + F(x1, x2, x3+h3) - F(x1, x2 , x3)

Dar funcţiile care generează conul C1 sunt chiar funcţii de repartiţie. Este uşor de văzut că 
[image: image11.wmf]a
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=1[a,() deci pentru aceste funcţii (hF(x) = (a((a,a+h]) ( 0. Fie C = (F : (n ( ( ( (hF(x) ( 0(. Atunci C este de asemenea un con stabil la convergenţe monotone, care conţine funcţiile 1[a,() . Rezultă  că C 1 (. C, ceea ce era de demonstrat.

(iii). Dacă fj : ( ( [0,() este crescătoare şi mărginită, atunci am văzut în cazul unidimensional că f este o limită uniformă de funcţii de forma fj,m = 
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unde Ij,m ;k sunt intervale de forma ((,() sau de forma [(,() iar numerele hj,m ;k sunt nenegative. Fie fm = f1,mf2,m…fn,m . Efectuînd calculele vedem că fm sunt funcţii de forma fm = (m + 
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unde numerele (m,i , (m sunt nenegative, mulţimea I este finită iar mulţimile Am,i sunt de forma Am,i = (xm,i;1 , () ( (xm,i;2 , () ( … (xm,i;n , ()  unde simbolul “(” poate fi paranteză închisă sau deschisă. Dar toate funcţiile f = 1A , unde A este o mulţime de aceastăp formă sunt în C1 deoarece ele sunt limite de funcţii de forma 1[a,() (chiar descrescătoare – exerciţiu!) .

Cum este evident că toate funcţiile constante sunt în C1, rezultă că  fm ( C1 ( m, de unde şi limita  f = limfn trebuie să aparţină la C1 (limita este uniformă iar conul este închis). 

(iv). Fie ( o probabilitate diecretă pe ((n,B((n)) discretă. Atunci ( = 
[image: image14.wmf]å

Î

e

J

j

x

j

j

p

unde J este o mulţime finită sau numrabilă. Deci funcţia sa de repartiţie este de forma F = 
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. Dacă J este finită, nu este nimic de demonstrat : ea este o combinaţie liniară pozitivă cu elementele generatoare ale conului. Dacă J este infinită,  F este o limită de asemenea funcţii, Fm. Diferenţa F – Fm fiind mărginită rezultă că F aparţine de asemenea conului. 

Fie acum ( e o probabilitate pe ((n,B((n)) cu proprietatea că funcţia de repartiţie F( este continuă Ştim că repartiţiile discrete sunt dense în mulţimea repartiţiilor , în topologia slabă (de exemplu, din teorema lui Glivenko). Atunci există un şir de repartiţii discrete, (m astfel ca (m ( (. Fie  Fm funcţiile lor de repartiţie. Deci Fm ( C1 ( m . Dar noi ştim că o caracterizare echivalentă a convergenţei slabe este următoarea : (m ( ( ( (m(A) ( ((A) ( A boreliană ca ((Fr(A)) = 0. Dacă luăm A = (-(, a] , atunci frontiera sa este Fr(A) = (
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prj-1((aj()) ( A (exemplu:n = 2 ( Fr(A) = (a1(((-(,a2] ( (-(,a11]((a2( etc) de unde ((Fr(A)) ( 
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(F((a)-F((a-0(ej)) = 0 . Aşadar ((Fr(A)) = 0 ( (m(A) ( ((A) sau Fm ( F . Cum diferenţa F –Fm este mărginită, conul este închis şi Fm​ ( C1 rezultă că şi F ( C1. 

(v). Că C2 şi C*2 sunt latici este uşor de verificat. Intersecţia şi reuniunea a două mulţimi crescătoare măsurabile (respectiv închise) este la fel, o mulţime crescătoare măsurabilă (respectiv închisă). Arătăm acum că orice funcţie crescătoare  măsurabilă (respectiv continuă) este în C2 (respectiv C*2 ).

Fie F : (n ( [0,() măsurabilă şi mărginită (respectiv continuă). Fie m un număr natural fixat şi Ak,m = (F ( k/m(. Este evident că 

(2.4)
            mulţimile Ak,m sunt crescătoare şi măsurabile (respectiv închise)

(într-adevăr, x ( Ak,m, x ( y ( F(y) ( F(x) ( k/m( şi că .

(2.5)              k ( k’ ( Ak’,m ( Ak,m
Fie (0 = F(-(,-(). Înlocuind eventual pe F cu F + (- () (operaţie permisă, deoarece C2 conţine constantele!) putem presupune că ( = 0. Să notăm cu Fm funcţia

(2.6)

Fm = 
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Cum această sumă este finită (căci F este mărginită!) , Fm este o combinaţie liniară pozitivă de generatori ai conului C2, deci Fm ( C2. Pe de altă parte se remarcă uşor egalitatea Fm = 
[image: image20.wmf][
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, deci Fm ( F uniform . Cum conul C2 este închis, trebuie să conţină şi pe F .

(vi). Este suficient să arătăm că funcţia 1[(,() este o limită de funcţii continui şi crescătoare. Dar este evident că hm(t)  = m(t-() +( 1 sunt continui, crescătoare şi converg la 1[(,() . (
Observaţie 1. Punctul (ii) al propoziţiei de mai sus dă un criteriu foarte util de a vedea dacă o funcţie crescătoare  F poate fi în C1. De exemplu , pentru n = 2, funcţia F(x,y) = (x( y)+ ( 1 , deşi crescătoare, nu este în C1 deoarece , de exemplu, (aplicaţi (2.2’) !) (1,1F(0,0) = 1 – 1 – 1 + 0 = - 1 ( 0.

 Observaţie 2. Este uşor de văzut  că o funcţie cu proprietatea (ii) este automat crescătoare : dacă F( x ) ( F(x+h) dacă h ( 0 deoarece avem următorul lanţ de inegalităţi : 

F(x1,x2,…,xn) ( F(x1 + h1, x2,…,xn)

 (căci dacă h = (h1,0,..,0) , atunci  (hF(x) = F(x1 + h1, x2,…,xn) - F(x1, x2,…,xn) ( 0)

F(x1 + h1, x2,…,xn) ( F(x1 + h1, x2 + h2,…,xn)

(căci dacă h = (0,h2, ..,0) , atunci  (hF(x+h1e1) = F(x1 + h1, x2 + h2,…,xn) - F(x1 + h1, x2,…,xn) ( 0)

( …..( F(x + h). 


Observaţie 3. Spre deosebire de cazul unidimensional , în cazul multidimesional nu mai este o echivalenţă între “(((x() = 0 ( x” şi “F( continuă” . De exemplu, dacă ( este repartiţia uniformă pe [0,1]((0( , atunci F((x,y) = 0 dacă (-(,0)(( ( [0,()((-(,0) , F((x,y) = x(1 dacă x(0, y(0. Deci F((1,0)=1 dar F((1,0-0) = 0 deci F ( nu este continuă. Ea aparţine totuşi conului C1 , căci este o limită de combinaţii liniare pozitive de funcţii de forma 1[s,()([0,() . 


Observaţie 4. Este posibil ca orice funcţie de repartiţie F( să fie în C1. Cel puţin aşa susţine Ruschendorf, L (Ordering of distributions and rearrangement of functions, Ann. Prob 9, 276 – 283, 1981) . Dar noi nu i-am înţeles demonstraţia. 


Observaţie 5. Dacă F satisface condiţia (ii). şi este de clasă Cn . Atunci este uşor de văzut că 

(2.7)
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Deci condiţia (ii). este echivalentă cu 
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Rezultatul următor dă mai multe caracterizări echivalente ale relaţiei « (stw »


PROPOZIŢIA 2.3


Următoarele afirmaţii sunt echivalente

(i1)
X (stw Y

(i2)
Ef(X) ( Ef(Y) ( f de forma f1(f2(…(fn cu fj :( ( ( crescătoare şi pozitive

(i3)
EF(X) ( EF(Y) cu F funcţie de repartiţie continuă a unei măsuri mărginite pe (n 

(i4)         Ef(X) ( Ef(Y) ( f de forma f1(f2(…(fn cu fj :( ( ( crescătoare, continui, mărginite pozitive

Demonstraţie. (i). (i1) ( (i2). X (stw Y ( P(X ( a) ( P(Y ( a) ( a ( Ef(X) ( Ef(Y) ( f de forma f = 1(a,() , a ( (n ( Ef(X) ( Ef(Y) ( f ( C1 (propoziţia 2.1.) ( Ef(X) ( Ef(Y) ( f de forma f1(f2(…(fn (Propoziţia 2.2(iii)). Reciproc este evident : f = 1(a,() =
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Că (i1) ( (i3) este analog, dar se foloseşte punctul (iv) din Propoziţia 2.2. Că (i3) ( (i1) rezultă astfel. Fie a((n . Fie fj,m(t) = m(t-aj) +( 1. Funcţiile fj,m sunt continue, crescătoare şi limm ( (fj,m = 
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. Fie  în continuare Fm = f1,m(f2,m(…(fn,m . Funcţiile Fm sunt continue, funcţii de repartiţie (pentru repartiţiile Uniform(a-hm,a) cu hm=
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deci Efm(X) ( Efm(Y) ( m . Pe de altă parte limFm = 1[a,() deci 

P(X(a) = E1[a,()(X) = E(limm(( Fm(X)) = limm((EFm(X) (Lebesgue !) ( limm((EFm(Y) = P(Y ( a). 

Atunci, P(X(a) = P(X ( a + 1/m ( m) = limm(( P(X ( a + 1/m) (continuitatea monotonă a măsurilor !) ( limm(( P(Y ( a + 1/m) = P(Y ( a). Deci X (stw Y . 

În fine, echivalenţa (i1) ((i4) rezultă din acelaşi raţionament de la implicaţia (iii) ( (i). 

( 


Acum vom da mai multe caracterizări echivalente ale noţiunii de dominare stocastică.
PROPOZIŢIA 2.4. Fie (,( două probabilităţi pe (d. Următoarele afirmaţii sunt echivalente :

(j1)
Fie M = ((x,y)( x,y ( (d şi x ( y( ( (2d  şi prj proiecţiile canonice de la (2d la (d.

Există P, o probabilitate pe (2d = (d((d cu proprietăţile

(2.8) P(M) = 1

(2.9) P(pr1-1 = ( , P(pr2-1 = (
(j2)
 ( (st (
(j3)
((A) ( ((A) ( A ( (d crescătoare măsurabilă

(j4)
((A) ( ((A) ( A ( (d crescătoare închisă

(j5)

[image: image26.wmf]ò

f

d( ( 
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f

d( ( f : (d ( ( crescătoare mărginită continuă

(j6)

[image: image28.wmf]ò

f

d( ( 
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f

d( ( f : (d ( ( crescătoare mărginită uniform continuă

Demonstraţie. “(j1) ( (j2)” : Fie ( = (2n, X = pr1, Y = pr2 . Atunci P(X-1 = (, P(Y-1 = (
Fie f :(n ( [0,() o funcţie crescătoare şi mărginită. Atunci Ef(X) = 
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f(X)dP = 
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fd(P(X-1) =   
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fd( =  
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f(pr1)dP = 
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f(pr1(x,y))dP(x,y) = 
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f(x)dP(x,y) =  
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f(x)1D(x,y) dP(x,y) (căci 1D = 1 P-a.s) . Dar (x,y) ( D ( x ( y ( f(x) ( f(y) (căci f este crescătoare). Ca atare 
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f(x)1D(x,y) dP(x,y) ( 
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f(y)1D(x,y) dP(x,y) = 
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f(y) dP(x,y) = 
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f(pr2(x,y))dP(x,y) = 
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f(pr2)dP = 
[image: image42.wmf]ò

f(Y)dP = Ef(Y).

În definitiv a rezultat că Ef(X) ( Ef(Y) ( f crescătoare mărginită măsurabilă, adică X (st Y . Sau, în termeni de repartiţii, că ( (st (.

“(j2) ( (j3)”, “(j3) ( (j4)” sunt evidente. “(j4) ( (j5)” este o consecinţă imediată a Propoziţiilor 2.1 şi 2.2.(v). “(j5) ( (j6)” este evident. 

Dimpotrivă, “(j6) ( (j1)” este departe de a fi evident. Unii autori numesc această implicaţie « Teorema lui Strassen, 1965 ». O vom demonstra în paragraful următor.  (

Motivul pentru care nu o dăm fără demonstraţie este că este un bun prilej de a repeta unele noţiuni de cultură generală privind analiza funcţională asupra cărora nu ştim cît de mult s-a insistat în cursul general.


Observaţie. Implicaţia (j4) ( (j3) s-ar putea demonstra şi direct, astfel :


Se ştie că orice probabilitate ( (chiar mai general, orice măsură cu semn mărginită !)  definită pe mulţimile boreliene ale unui spaţiu metric este regulată faţă de mulţimi închise şi deschise. Adică pentru orice A ( B(E) există un şir de închise Fn şi unul de deschise Gn ca Fn ( A ( Gn şi ((Gn \ Fn) ( 0 (nu ceva de mirare: familia (A ( B(E) ( ( ( ( 0 ( F închisă, G deschisă ca F ( A ( G şi ((G \ F) ( ((este o ( - algebră – (asta e adevărat în orice spaţiu topologic) – care conţine deschisele (asta nu mai e adevărat în general, dar pe spaţii metrice este aşa căci orice deschis este un F( , o reuniune numărabilă de închise). 

Să presupunem acum că ştim că ((F) ( ((F) ( A ( E închisă crescătoare. În consecinţă, ((A) ( ((A) pentru orice A de forma A = F1 ( F2 ( … , unde F1 ( F2 ( … şi Fn sunt toate închise crescătoare. Fie acum A o mulţime închisă oarecare. Fie Fn ( A ca ((Fn)(((A) şi ((Fn)(((A), Fn închise. Fie Fn* = 
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. Evident Fn ( Fn* ( A şi Fn* sunt crescătoare. Este adevărat că Fn* nu sunt neapărat închise (un contraexemplu ar fi dacă d = 2,  F este graficul funcţiei f: (0,() ( (, f(x) = - lnx : atunci F este închisă dar F* = (0,()(( nu este) dar sunt totuşi mulţimi de tip F( . Motivul ar fi următorul: în primul rînd, este adevărat că C compactă ( C* = 
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este închisă. (Căci, dacă x ( clC* ( ( n există xn ca (x - xn((1/n şi xn ( C* ( ( n ( xn ca (x - xn((1/n şi există yn ( C ca yn ( xn. Dar, C fiind compactă, şirul xn conţine un subşir convergent yn(k) ( y* . Deci xn(k) ( x , yn(k) ( y*, y* ( C , yn(k) ( xn(k) ( k ( y* ( x , y* ( C ( x ( C* ) . Pe de altă parte, orice închisă F este o reuniune de compacte Cn deci F* = 
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. Adică toate mulţimile crescătoare Fn sunt de tip F(. Înseamnă că 

((A) = lim ((Fn) = lim ((Fn*) ( lim ((Fn*) = ((A), ceea ce încheie demonstraţia. 

Observaţie. Nu ştim dacă este adevărat sau nu că orice con închis care conţine indicatorii mulţimilor crescătoare închise conţine şi indicatorii mulţimilor crescătoare măsurabile. Altfel zis, nu ştim dacă orice con închis care conţine funcţiile continue crescătoare conţine şi funcţiile măsurabile crescătoare. Pentru d=1 acest lucru este adevărat, dar s-ar putea să fie o excepţie. 
3. Teorema lui Strassen

Vom fixa mai întîi unele notaţii.

Fie d ( 1 un număr natural. Fie E = (d şi  M ( E2 , M = ((x,y)( E2 ( x ( y(
Fie ( = (P :B(E) ( [0,1] ( P este o probabilitate şi P(M) = 1(
LEMA 3.1.  ( este o mulţime convexă din spaţiul Banach al măsurilor cu semn  M(E2, B (E2)), echipat cu norma variaţie ║(║ = ((((E2). Mai mult, ea este slab închisă. 

Demonstraţie. Se ştie că topologia slabă pe E (şi în general, pe orice spaţiu metric separabil) este metrizabilă. Deci a spune că ( este slab închisă  este acelaşi lucru cu  Pn ( P , Pn ( ( ( P ( (.

Dar o caracterizare echivalentă a convergenţei slabe pe spaţii metrice este următoarea (teorema Portmanteau, a se vedea orice curs de Teoria probabilităţilor): 

“Pn ( P ” ( pentru orice F ( E2 închisă  avem limsupn ( ( Pn(F) ( P(F)

În cazul nostru Pn ( ( ( Pn(M) = 1 Evident M este închisă. Deci P(M) ( limsupn ( ( Pn(M) = 1. Cum P este o probabilitate, rezultă că P(M) = 1 , adică P ( (. (
Merită să amintim că topologia slabă pe spaţiul măsurilor cu semn mărginite ale unui spaţiu metric separabil X corespunde perechii duale Cb(X) - M(X, B (X)) dată de dualitatea (f,(( = 
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fd( .Ea are proprietatea uşor de verificat că (
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fd( ( ( ║f║(║(║.

Această dualitate este separată . Sensul este următorul: norma pe Cb(X) este cea uniformă, (║f║ = supx(X(f(x)() iar pe M(X, B (X)) este norma variaţie, (definită cu ajutorul descompunerii Hahn-Jordan║(║= ((((X) =  (+(X) - (-(X) = supA(B (X))  ((A) – infB(B (X))  ((B) = ((J) - ((Jc) = 
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d(  unde J este mulţimea Hahn-Jordan ataşată măsurii cu semn ()

Dualitatea este separată prin definiţie dacă 

(i).
║f║ = sup ( 
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fd( ( ( ( M(X, B (X)), ║(║ = 1( 

(ii) ║(║ = sup ( 
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fd( ( f ( Cb(X), ║f║ = 1(
Prima afirmaţie este uşor de verificat: rezultă din faptul că există un şir xn ( X ca (f(xn)( ( adică 
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!) că conveargă la ║f║ , şi întotdeauna║(x║= 1, dar a doua este mai subtilă. Se ştie că măsurile pe spaţii metrice sunt regulate, adică orice mulţime boreliană A poate fi aproximată oricît de bine cu mulţimi închise incluse în ea. Mai precis, pentru orice A ( B (X) şi  ( ( 0 există F ( A ca ((((A  \ F) < (. Fie deci două şiruri de mulţimi închise Fn ( J , Hn ( Jc  ca ((((J\ Fn) ( 0 şi ((((Jc \ Hn) ( 0.  Atunci ║(║ = limn
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d( unde fm,n(x) = (1 – md(x,Fn))+ - (1 – md(x,Hn))+ . Se vede uşor că funcţiile fm,n sunt cuprinse între –1 şi 1, că x ( Fn ( fm,n(x) = 1, x ( Hn ( fm,n(x) = - 1  deci,  dacă măcar una din mulţimile disjuncte Fn sau Hn sunt nevide, atunci ║fm,n║= 1. Deci am verificat condiţia (ii). 

LEMA 3.2. (Rudin) Fie E un spaţiu metric separabil. Fie X = M(E, B (E)). Pe X considerăm topologia slabă Tw generată de dualitatea de mai sus. Deci un sistem fundamental de vecinătăţi ale lui 0 este dat de

(3.1)
V(f1,…,fn; (1,…,(n) = (( ( X((
[image: image57.wmf]ò
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d((( (j ( 1 ( j ( n( cu (j ( 0, fj ( Cb(E) ( 1 ( j ( n

Atunci (X, Tw) este un spaţiu vectorial topologic local convex al cărui dual topologic este izometric cu Cb(E), în sensul 

(3.2)
Pentru orice L : X ( ( liniară şi continuă există f ( Cb(E) cu proprietatea că L(() = 
[image: image58.wmf]ò
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Demonstraţie. Că (X, Tw) este local convex este evident. Fie L o funcţională liniară şi continuă. Continuă înseamnă că ( ( ( 0 există o vecinătate V = V(() ca ( ( V ( (L(()(( (. Cum mulţimile definite prin (3.1) sunt un sistem fundamental de vecinătăţi, urmează că există funcţiile continui şi mărginite fj , 1 ( j ( n şi numerele pozitive (j cu proprietatea că 

(3.3)
(Lj(()(( (j ( 1 ( j ( n ( (L(()( ( (
unde am notat cu Lj funcţionalele liniare Lj(() = 
[image: image59.wmf]ò
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Dar relaţia (3.3)   implică existenţa unei constante c cu proprietatea 

(3.4)
(L(()( ( c(max1 ( j ( n(Lj(()( ( ( ( X.   

Într-adevăr, fie ( ( X şi h = min1(j(n (j . Observăm că (Lj(
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( c(max1 ( j ( n(Lj(()( cu c = 
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Dar relaţia (3.4) implică evident 

(3.5)
Ker(L1) ( …( Ker(Ln) ( Ker(L)

Într-adevăr, ( ( Ker(L1) ( …( Ker(Ln) ( Lj(() = 0 ( j ( (L(()(( c max1 ( j ( n(Lj(()( = 0. 

Fie (:X ( (n funcţia definită prin ((() = (L1((),…,Ln(()) . Ea are proprietatea că ((() = (((’) ( Lj(() = Lj((’) ( j ( ( - (’ ( Ker(L1) ( …( Ker(Ln) ( ( - (’ ( Ker(L) ( L(() = L((’). Cum ( este liniară, imaginea sa Im(() este un subspaţiu din (n , să zicem H. Dacă , pentru y ( H definim F(y) = L(() , unde y = (((), definiţia este bună (rău ar fi dacă s-ar putea întîmpla ca să existe ( şi (’ ca ((() = (((’) dar L(() ( L((’) căci atunci definiţia de mai sus ar duce la contradicţie!)  şi se închide diagrama

(3.6)
L = F(()

. Mai mult, funcţia aceasta este şi liniară deoarece y = (((), y’ = (((’) ( ay+by’ = ((a(+b(’) ( (( ay+by’) = L (a(+b(’) = aL(() + bL((’) .

Ea se poate prelungi la o funcţie liniară definită pe (n (teorema Hahn Banach!) . Dar se ştie din anul I că o asemenea funcţie este de forma F(y) = a1y1 + … + anyn , cu aj ( (. 

În concluzie (3.6) devine

(3.7)
L(() = a1L1 (() + … + anLn (() = a1
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Cu alte cuvinte L este de aceeaşi formă cu Lj : este dată de funcţia mărginită şi continuă a1f1 + …+ anfn . (
LEMA 3.3. Păstrăm notaţiile din lema anterioară. Fie Y  = X2 = M(E, B (E)) ( M(E, B (E)). Atunci

(i).
Y este un spaţiu Banach echipat cu norma ║(║= ║(1║ + ║(2║.

(ii).
Dacă pe Y considerăm topologia produs T =Tw(Tw atunci (Y, T) este un spaţiu topologic local convex al cărui dual topologic Y’ este izometric cu Cb(E)(Cb(E), echipat cu norma ║(f1,f2)║=║f1║(║f2║   în sensul precis că

(3.8)
orice funcţională liniară şi continuă L :Y ( ( este de forma L(() = 
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d(2 cu f1, f2 ( Cb(E) şi ║L║ = sup( :║(║=1(L(()(
Demonstraţie. (i) este evident. 

(ii).
 Fie L :Y ( (  o funcţională liniară şi continuă. Atunci L(() = L((1,(2) = L((1,0) + L(0,(2). Fie L1((1) = L((1,0) şi L2((2) = L(0,(2). Atunci Lj : X ( ( sunt funcţionale liniare (evident) , dar şi continui în topologia Tw . (Într-adevăr, topologia produs are această proprietate: dacă X1,X2, Z sunt spaţii topologice , f:X1(X2 ( Z este continuă şi b ( X2 este o constantă, atunci funcţia f1:X1 ( Z definită prin f1(x) = f(x,b) este continuă. Motiv: fie W o vecinătate a lui f1(x). Atunci există o vecinătate V a lui (x,b) ca z’ ( V ( f(z’) ( W. O asemenea vecinătate conţine o mulţime de forma V1(V2 astfel ca V1 să fie vecinătate a lui x iar V2 vecinătate a lui b. Aşa se defineşte topologia produs. Dacă x’ ( V1, atunci (x’,b) ( V deci f1(x’) ( W ).

Dar Lema  3.2 garantează atunci existenţa funcţiilor fj ( Cb(E) astfel ca Lj((j) = 
[image: image70.wmf]j
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d(j . Înseamnă că perechea f = (f1,f2) aparţine la Cb(E)(Cb(E) şi este valabilă egalitatea (3.8)
Norma naturală dată de această dualitate este ║L║= sup║(║=1(L(()( = sup((
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Să numim această topologie pe Y  « topologia slabă »

Revenim la contextul nostru. 

Notăm cu prj , j = 1,2  cele două proiecţii ale unui punct z = (x,y) ( E2. 

Deci pr1(z) = x şi pr2(z) = y . 

Fie B =((P(pr1-1, P(pr2-1) ( P ( ((
LEMA 3.4 Mulţimea B este convexă şi slab închisă.

Demonstraţie. Convexitatea : dacă ((1,(2) = (P(pr1-1, P(pr2-1 ) , ((1,(2) = (Q(pr1-1, Q(pr2-1 ) cu P,Q ( ( şi 0 ( p ( 1 atunci (1-p) ((1,(2) + p((1,(2) = ((1-p) P(pr1-1 + p Q(pr1-1, (1-p) P(pr2-1 + p Q(pr2-1) = (((1-p)P + pQ) ( pr1-1 , ((1-p)P + pQ) ( pr2-1) ( B deoarece ((1-p)P + pQ) ( ( (conform Lemei 3.1  ( este convexă).

Închiderea: produsul a două topologii metrizabile este de asemenea o  topologie metrizabilă. Deci este suficient de arătat că dacă ((n,(n) ( B şi ((n,(n) ( ((,() , atunci ((,() ( B. Dar, ((n,(n) ( ((,()  înseamnă că (n ( ( şi (n ( (. Din Teorema lui Prohorov, (vezi de exemplu cursul lui C. Tudor sau Partasarathy, Probability measures on metric spaces, Academic Press 1967, pg. 48) rezultă, ţinînd seama că E este un spaţiu separabil şi complet, că  cele două familii de probabilităţi ((n)n şi ((n)n sunt tight, adică pentru orice ( ( 0  există un compact  C = C(() ca (n(C) ( 1 - (/2, (n(C) ( 1 - (/2 ( n . Dar noi ştim că ((n,(n) ( B, adică există probabilităţile Pn ( ( ca (n = Pn( pr1-1  şi (n = Pn( pr2-1 .  Fie C* = C(C ( E2. Atunci Pn(C*c) = Pn(C(E ( E(C) ( Pn(C(E) + Pn(E(C) = ((C) + ((C) ( (/2 + (/2 = (. Cum acest lucru este valabil pentru orice (, am demonstrat că familia (Pn)n este de asemenea tight . Teorema lui Prohorov ne spune că atunci această familie este relativ compactă. Cum topologia slabă a măsurilor pe spaţiul E2 este metrizabilă (Curs C. Tudor sau Partasarathy, pg. 43, Th. 6.2) o mulţime este relativ compactă dacă orice şir conţine un subşir Cauchy. Ca atare există un subşir  (
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Pe de altă parte, dacă
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( pr2-1  ( P ( pr2-1  (căci proiecţiile canonice sunt continui!) . Înseamnă că 
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( P ( pr2-1 . Dar  (n ( ( şi (n ( (. Înseamnă că ( = P ( pr1-1 şi ( = P ( pr2-1, cu P ( (.

Am demonstrat că ((,() ( B . Deci B este slab închisă. (
Acum vom demonstra o teoremă de separare. Amintim două noţiuni din Analiza funcţională: spunem că o funcţională liniară L separă două mulţimi A şi B dacă L(A) ( L(B) = (. Evident că aceste mulţimi trebuie să fie disjuncte. Spunem că L separă strict pe A de B dacă chiar aderenţele clL(A) şi clL(B)  sunt disjuncte. 

A doua noţiune este cea de funcţională Minkowski ataşată unei mulţimi convexe V dintr-un spaţiu vectorial topologic local convex Y. Dacă V este o asemenea mulţime care conţine pe 0, atunci funcţia pV : Y ( [0,(] dată de

(3.9)
 pV(x) = inf{t ( 0 ( x ( tV} 

se numeşte funcţionala Minkowski ataşată mulţimii V . Ea are următoarele proprietăţi

LEMA 3.5. Fie Y un spaţiu vectorial topologic local convex şi V ( Y o mulţime convexă  deschisă cu proprietatea că 0 ( V (o vecinătate deschisă a originii !) . Fie p = pV funcţionala sa Minkowski. Atunci

(i).
p(x) ( ( ( x ( Y 

(ii).
p este pozitiv omogenă, adică p(ax) = ap(x) ( a ( 0

(iii).
p(x) ( t ( x ( tV
(iv).
p este  subliniară, adică pozitiv omogenă şi p(x+y) ( p(x) + p(y)

(v).
p este continuă


Demonstraţie. (i). În orice spaţiu vectorial topologic Y aplicaţia (x:( ( Y dată de (x(t) = tx este continuă, (dacă x ( Y) şi (x(0) = 0. Aceasta înseamnă că pentru orice vecinătate W a originii există un ( = ((W) ( 0 ca (t( ( ( ( (x(t) ( W. În particular, rezultă că există un ( ( 0 ca (x ( V ( x ( tV cu t = 1/(. Deci p(x) ( t ( p(x) ( (. (ii). Fie a ( 0. Atunci x ( tV  ( ax ( atV . Să zicem că p(x) = (. Deci x ( ((+()V ( ( ( 0 ( ax ( (a( +a()V ( ( ( 0 ( p(ax) ( a(. Pe de altă parte, t ( ( ( x ( tV ( ax ( atV . Deci ax ( sV ( s ( a(. Înseamnă că p(ax) ( a(. 

(iii).  Dacă x ( tV , atunci p(x) ( t ,conform definiţiei (3.9). Dar mulţimea tV este de asemenea deschisă. Funcţia s ( sx este continuă în s = 1. Deci există ( ( 0 ca 1 - ( ( s ( 1 + (  ( sx ( tV . Pe noi ne interesează numai atît: că există s ( 1 ca sx ( tV ( p(sx) ( t ( sp(x) ( t (am aplicat (ii).!) ( p(x) ( t.  Reciproc este evident:  dacă p(x) ( t atunci x ( tV .

(iv). Fie s,t ( 0 ca  p(x) ( s şi p(y) ( t .  Atunci x ( sV, y ( tV ( x+y ( sV + tV = (s+t)V ( p(x+y) ( s+t . Făcînd s(p(x) şi t(p(y) rezultă p(x+y)  ( p(x) + p(y).  Atenţie! Egalitatea sV + tV = (s+t)V nu este adevărată în general! dar V e  convexă : x ( sV + tV ( x = sy + tz ( cu y,z ( V)  = (s+t)(
[image: image79.wmf]z
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) ( (s+t)Vdin raţiuni de convexitate !)

(v). Trebuie arătat că ( x ( Y , ( ( ( 0 există o vecinătate W a lui x ca y ( W ( (p(x) – p(y)( ( ( .

Se ştie că în orice spaţiu vectorial topologic vecinătăţile lui x sunt de forma x + U unde U sunt vecinătăţi ale lui 0. Deci trebuie să construim o vecinătate U a lui 0 ca x-y ( U ( (p(x) – p(y)( ( ( . Din subaditivitatea lui p avem că p(x) = p((x – y) + y) ( p(x-y) + p(y) şi p(y) = p((y – x) + x) ( p(y-x) + p(x) adică p(x) – p(y) (  p(x-y) şi p(y) – p(x) (  p(y-x) adică

(3.10)
 ( p(x) – p(y)( (  p(x-y)(p(y – x) . 

Vom presupune mai întîi că V este şi balansată, adică V = - V . 

Atunci p(x-y) = p(y-x). Deci (*10) devine

(3.11)
 (p(x) – p(y)( ( p(x-y) . 

Fie U = (V. Atunci x-y ( U = (V (  p(x-y) ( ( (cf. (iii) !) deci din (3.11) deducem că (p(x) – p(y)( ( (, deci am demonstrat că p este continuă. 

 În cazul general , fie W = V ( (-V). Atît V cît şi – V sunt deschise (în orice spaţiu vectorial topologic funcţia x ( - x este un homeomorfism!) . Atunci pV ( pW şi la fel p-V ( pW .(este evident că A ( B ( pA ( pB)  Acum W este o vecinătate deschisă balansată a originii, deci pW este continuă. 

Fie U = (W şi fie y astfel ca x – y ( U . Din (iii). deducem că pW(x-y) ( ( iar din (3.10) avem : ( p(x) – p(y)( (  p(x-y)(p(y – x)  ( pW(x-y)( pW(y-x) = pW(x-y) ( ( (dacă W este balansată atunci funcţionala Minkowski devine seminormă, adică pW(-x) = pW(x) !) 

Lema este demonstrată.


Putem acum demonstra 

TEOREMA 3.6. Fie Y un spaţiu vectorial topologic local convex şi B ( Y o mulţime convexă şi închisă. Fie a ( B un punct din Y. Atunci există o funcţională din Y’ – deci continuă – care separă strict pe a de B.

Demonstraţie. Fie U o vecinătate convexă deschisă a originii cu proprietatea că a + U este disjunctă de B .(Aici este singurul loc unde am avut nevoie ca B să fie închisă; puteam generaliza puţin teorema dacă înlocuiam ipoteza de închidere a lui B cu cea ca a ( ExtB.) . Fie b ( B oarecare şi c = b – a . Fie V = (a + U) – B + c . Atunci V este o mulţime deschisă , convexă şi care conţine pe 0 ( = a – b + c ).  Fie p funcţionala Minkowski ataşată mulţimii V. Ştim acum că p este o aplicaţie subliniară şi continuă. În plus, c ( V , deci p(c) ( 1. Fie H  = (c  spaţiul generat de punctul c. Dacă x ( H, atunci x este de forma tc cu t ( (. Să considerăm funcţionala liniară f : H ( ( definită prin  f(x) = t ( x = tc . Deci f(c) = 1 ( p(c). Mai mult, x ( H ( f(x) ( p(x). Căci dacă x = tc cu t ( 0, atunci f(x) = p(x) iar dacă x = tc cu t ( 0, atunci f(x) = - t ( 0 (  p(x).

Aplicăm acum următoarea teoremă a lui Hahn – Banach : „dacă Y este un spaţiu vectorial, H un subspaţiu, f:H(( liniară şi p:Y ( ( subliniară. Presupunem că f(x) ( p(x). Atunci f se poate prelungi la o aplicaţie liniară f*:Y ( ( cu proprietatea că f* ( p”. (se găseşte în orice curs de analiză funcţională!). 


Fie L o asemenea funcţională, garantată de Teorema Hahn – Banach. Pretindem că L este continuă. Într-adevăr, dacă x ( V , atunci L(x) ( p(x) ( 1 iar L(-x) = - L(x) ( p(-x) ( 1. Deci dacă x ( W:= V((-V) atunci (L(x)( ( 1. Or, aceasta este suficient ca o funcţională liniară să fie continuă: ( ( ( 0 există o vecinătate a originii , şi anume (W, ca  L((W) ( (-(,() . 


Concluzie: am construit o funcţională liniară şi continuă L cu proprietatea că 

(3.12)
L(c) = 1 şi L((a + U) – B + c)) ( (-(,1] 

Dar aceasta implică faptul că L(a+ u – x) ( 0 ( u ( U, x ( B ( L(a+u) ( L(x) ( u ( U, x ( B . Trecînd la infimum după x ( B deducem că L(a+u) ( inf L(B) ( u ( U deci

(3.13)
L(a) ( inf L(B)

Teorema este demonstrată.

Noi o vom aplica sub următoarea formă:

COROLAR 3.7. Fie Y un spaţiu vectorial topologic, B o mulţime convexă închisă şi a ( Y . Dacă

(3.13)
L(a) ( sup L(B) ( L ( Y’
atunci a ( B . Reciproca este de asemenea valabilă.

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că a ( B. Din Teorema 3.6 deducem că există L ( Y’ ca L(a) ( infL(B). Înlocuind L cu – L  rezultă concluzia dorită. Reciproc este evident, dacă a ( B, atunci L(a) ( L(B) ( infL(B) ( L(a) ( supL(B).


Cu aceasta pregătirea de analiză funcţională este terminată.

Revenim din nou la contextul nostru: Y = M(E, B (E))( M(E, B (E)) echipat cu topologia Tw(Tw. Dualul topologic Y’ este , conform Lemei 3.3 , spaţiul Cb(E)(Cb(E).  Mulţimea B este ((P(pr1-1, P(pr2-1) ( P ( ((care este, conform Lemei 3.4 convexă şi închisă. În fine, punctul a este o pereche ((,() de probabilităţi pe E.  În acest context Corolarul 3.7 devine 

COROLAR 3.8 Fie ((,() o pereche de probabilităţi pe E = (d . Dacă este valabilă inegalitatea

(3.14)
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fd( + 
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gd( ( sup (
[image: image82.wmf]ò

(f(x) + g(y))dP(x,y)(P ( (( ( (f,g) ( Cb(E)(Cb(E)

atunci P ( B , adică există P0 ( ( ca ( şi ( să fie marginalele lui P0 (adică există o probabilitate P0 pe E2 ca P(M) = 1 şi (,( sunt cele două marginale ale lui P0). 


Pentru a demonstra teorema lui Strassen mai avem nevoie de un ultim rezultat auxiliar.

LEMA 3.9 Să presupunem că ( este o mulţime de probabilităţi pe E2 . Fie (,( două probabilităţi pe E care satisfac proprietatea 

(3.15)

[image: image83.wmf]ò

fd( + 
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gd( ( sup (
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(f(x) + g(y))dP(x,y)(P ( (( ( f,g : E ( ( mărginite şi uniform continue 

Atunci aceeaşi relaţie este valabilă pentru funcţii f şi g mărginite şi continui.

Demonstraţie. Fie f,g : E ( ( două funcţii mărginite şi continue. 

Presupunem mai întîi că f,g ( 0.  Fie Kn un şir crescător de compacte a cărui reuniune este E (de exemplu Kn = [-n,n]d ). Fie un(x) = (1 - n( d(x,Kn))+ . Funcţiile un sunt uniform continue, 0 ( un ( 1 şi suportul lor este compact (supp un ( 
[image: image86.wmf])
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deoarece dacă d(x,Kn) ( 
[image: image87.wmf]n

1

, atunci evident 1 - n( d(x,Kn) ( 0 deci un(x) = 0. Funcţiile fn := fun şi gn : = gun sunt continue cu suport compact, deci uniform continue. Mai mult, fn ( f , gn ( g , fn( f, gn ( g . (Ultimele două inegalităţi sunt adevărate datorită ipotezei de pozitivitate !) .Din teorema lui Lebesgue de convergenţă dominată avem că 
[image: image88.wmf]ò

fn d( ( 
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fd( şi  
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gn d( (  
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gd(  şi, ceea ce este mai important, este că sup (
[image: image92.wmf]ò

(fn(x) + gn(y))dP(x,y)(P ( (( ( sup (
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(f(x) + g(y))dP(x,y)(P ( ((
Din (3.15) deducem că 
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fn d( + 
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gn d( ( sup (
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(f(x) + g(y))dP(x,y)(P ( (( ( n . Trecînd la limită, rezultă că (3.14) este adevărată dacă f,g sunt pozitive, continue şi mărginite.

În cazul general, scriem că f = a + f*, g = b + g* cu a,b ( ( şi f*, g* continue şi pozitive. Atunci 
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fd( + 
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gd( = a + b + 
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f*d( + 
[image: image100.wmf]ò

g*d( (avem de a face cu probabilităţi!) 

· a + b + sup (
[image: image101.wmf]ò

(f*(x) + g*(y))dP(x,y)(P ( (( (afirmaţia e demonstrată pentru funcţii pozitive)

=  sup (
[image: image102.wmf]ò

(a + b +  f*(x) + g*(y))dP(x,y)(P ( (( = sup (
[image: image103.wmf]ò

(f(x) + g(y))dP(x,y)(P ( (( . (
Observaţie. Este fals în general că Ln ( L, Ln(a) ( sup Ln(B) ( L(a) ( sup L(B).

Un contraexemplu, pe (, ar fi Ln(x) = 1(-(,0] + n1(0,1/n) cu a = 0 şi B = (0,() 

TEOREMA 3.10(Strassen). Fie (, ( două probabilităţi pe E. Atunci următoarele două proprietăţi sunt echivalente 

(i).

[image: image104.wmf]ò

fd( ( 
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fd( ,  ( f : E ( ( uniform continuă, mărginită crescătoare

(ii).
Există o probabilitate P pe E2 cu proprietatea că P(M) = 1 şi ( = P(pr1-1, ( = P(pr2-1 


Demonstraţie.  “(i) ( (ii)”:

Vom arăta că pentru orice funcţii f,g : E ( ( mărginite şi uniform continui este verificată relaţia (3.15). Lema 3.9 ne garantează atunci că relaţia este verificată pentru orice pereche de funcţii continue şi mărginite iar corolarul 3.8 realizează sfîrşitul demonstraţiei acestei implicaţii. 

Fie g*(x) = sup(g(y)(y ( x(. Este evident că g funcţia g este descrescătoare şi că g* ( g . Mai puţin evident este că g* este uniform continuă. Într-adevăr, fie ( ( 0 şi ( în aşa fel ca (x – x’( ( ( ( (g(x) – g(x’) ( ( ( . Atunci pentru orice y cu proprietatea că x ( y există un y’ astfel ca x’ ( y’ şi (y – y’( ( (. Deci ( y ( x ( y’ ( x’ ca (g(y) + g(y’)( ( ( . Atunci şi (supy:y ( x g(y) – supy’:y’ ( x’ g(y’) ( ( ( , adică (x – x’( ( ( ( (g*(x) – g*(y’)( ( (; cu alte cuvinte g* este chiar uniform continuă. 

Atunci 
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gd( ( 
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fd( + 
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g*d( ( 
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(f + g*) d( 

(căci pentru funcţii descrescătoare inegalitatea (i) se inversează!) 

( sup (f(x) + g*(x)(x ( E( = sup (f(x) + sup(g(y)(x ( y(( = sup (f(x) + g(y) ((x,y) ( M ( 

= sup ( 
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(f(() + g(())d(x,y((,() ( (x,y) ( M ( = sup ( 
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(f(() + g(())dP((,() ( P ( ( ( 

(căci (x,y) ( M ( (x,y ( (  şi evident că P ( ( ( P(M) = 1 ( 
[image: image113.wmf]ò

(f(() + g(())dP((,() ( esssup (f(pr1-1 + g(pr2-1) ( sup (f(x) + g(y) ((x,y) ( M (!) . Deci avem îndeplinită inegalitatea din Corolarul 3.8 . 

“(ii) ( (i)”. S-a demonstrat deja: este implicaţia (j1) ( (j6) din Propoziţia  2.4 (

Observaţie. Cu absolut acelaşi efort s-ar fi putut demonstra următoarea generalizare a teoremei lui Strassen (aceasta fiind numită de unii autori adevărata teorema a lui Strassen; în articolul din 1965 sunt mai multe teoreme):


TEOREMA 3.11. Fie E un spaţiu metric separabil şi complet. Fie M ( E2 o mulţime închisă (nu neapărat convexă). Fie ( mulţimea acelor probabilităţi P pe E2 concentrate pe M (deci cu proprietatea că P(M) = 1). (Remarcaţi că ( este convexă şi închisă!). Fie B = (((,()( ( şi ( sunt marginale ale unei probabilităţi P ( ((

Atunci

(3.16) ((,() ( (  ( 
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fd( + 
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gd( ( sup(f(x) + g(y) ( (x,y) ( M(
Demonstraţie. Dacă notăm a = ((,() , atunci condiţia devine L(a) ( sup L(B) pentru orice funcţională L : M(E,B(E))( M(E,B(E)) ( ( liniară şi slab continuă. Într-adevăr, dacă P ( ( atunci este clar că
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(f(x) + g(y))dP(x,y) = 
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(f(x) + g(y))1M(x,y) dP(x,y) ( sup(f(x) + g(y) ( (x,y) ( M(, iar supremumul chiar se atinge cu probabilităţi de forma P = ((x,y) cu (x,y) ( M . Aplicăm atunci Corolarul 3.7. (
4. Proprietăţi ale relaţiilor de dominare stocastică

1.
 Invarianţa la mixturi .
PROPOZIŢIA 4.1. Fie (,( două probabilităţi pe (d . Atunc

(4.1)

 ( (stw (  ( ((prj-1 (st (( prj-1 ( 1 ( j ( d şi  ( (st (  ( ((prj-1 (st (( prj-1 ( 1 ( j ( d
Sau, în termeni de vectori aleatori

(4.1’)

X (stw Y  ( Xj (st Yj  ( 1 ( j ( d, ( (st (  ( ((prj-1 (st (( prj-1 ( 1 ( j ( d
Demonstraţie. Din motive de simetrie este suficient să demonstrăm afirmaţia pentru j = 1. Să presupunem că X (stw Y , deci P(X ( a) ( P(Y ( a) ( a ( (d.

 Datorită proprietăţii de continuitate monotonă avem :

 P(X1 ( a) = limn(( P(X1 ( a, X2 ( n,…,Xd ( n)  ( limn(( P(Y1 ( a, Y2 ( n,…,Xd ( n) = P(X1 ( a) ( a ( ( deci X1 (st Y1 . (

Observaţie. O reciprocă de forma “Xj (st Yj ( 1 ( j ( d ( X (stw Y nu are motive să fie valabilă. De exemplu, dacă 

d = 2, U,V ( Uniform(0,1),

 X = (U,1- U)1(U (½  (+ (U,U – ½)1(U(½( , 

Y = (V,1- V)1(V (½  (+ (U,U + ½)1(U(½( ,

atunci Xj,Yj ( Uniform(0,1) dar între X şi Y nu există nici o relaţie de dominare stocastică. Căci, dacă, de exemplu  a = (¼, ¾) , b =  (¾,¼) atunci avem

 F*(a) = P(X ( a) = 0 , G*(a) = P(Y ( a) = ¼ deci F*(a) ( G*(a) 

dar

F*(b) = P(X ( b) = ¼ , G*(b) = P(Y ( b) = 0 deci F*(b) ( G*(b)

Adică nu este nici o relaţie de ordine între F*şi G*.


Totuşi, ceva este adevărat: dacă toate componentele vectorilor sunt independente, afirmaţia este adevărată.


PROPOZIŢIA 4.2. Fie (j cu j = 1,2 probabilităţi pe (d şi (j , j = 1,2 probabilităţi pe (d’ . Atunci

(i).
(1 (stw (1 , (2 (stw (2 ( (1((2 (stw (1((2 

(ii).
(1 (st (1 , (2 (st (2 ( (1((2 (st (1((2 

Demonstraţie. (i). Fie m = d + d’ şi f = f1(…(fm cu fj crescătoare, continui, mărginite şi pozitive . Din Propoziţia 2.3(i4) rezultă că este suficient să verificăm că 
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f

d((1((2). Fie g = f1(…(fd şi h = fd+1(…(fm. Atunci 
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f

d((1((2) = 
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(h) d((1((2) =  (
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g

d(1) (
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h

d(2) ( (
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g

d(1) (
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h

d(2) (căci (j (stw (j , aplicăm iar punctul (i4) al aceleiaşi propoziţii) =  
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f

d((1((2). 

(ii). Fie f : (m ( ( continuă, mărginită şi cescătoare. Aplicăm caracterizarea dată de Propoziţia 2.4 (j5): vrem să arătăm că 
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f

d((1((2) ( 
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f

d((1((2). Dar 
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f

d((1((2) = 
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g

d(2 , cu g(y) = 
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f

(x,y)d(1(x) . Funcţia g este crescătoare ( căci y ( y’ ( f(x,y) ( f(x,y’) ( 
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f

(x,y)d(1(x) ( 
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f

(x,y’)d(1(x)) şi continuă deoarece yn ( y ( f(x,yn) ( f(x,y) ( 
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f

(x,yn)d(1(x) ( 
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f

(x,y)d(1(x) (am aplicat teorema lui Lebesgue de convergenţă dominată) ( g(yn) ( g(y) . Înseamnă că  
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g
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g

d(2 (căci (2 (st (2 ). Dar şi (1 (st (1 ; deci g ( h unde h(y) = 
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f

(x,y)d(1(x) (funcţia x ( f(x,y) este de asemenea crescătoare continuă mărginită !) de unde 
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g
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h

d(2 = 
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f

d((1((2).(

De fapt, propoziţia anterioară a fost oarecum un caz particular al propoziţiei următoare (numită în cazul undidimensional stabilitatea la mixturi) 


PROPOZIŢIA  4.3. Fie ((,T,() un spaţiu cu măsură (numit spaţiul parametrilor). Fie Q şi Q’ două probabilităţi de trecere de la ( la (d .Atunci

(i).
 Dacă pentru orice ( ( ( avem Q(() (stw Q’(() , atunci (Q ( stw (Q’. 

(ii).
Dacă pentru orice ( ( ( avem Q(() (st Q’(() , atunci (Q ( st (Q’.

Demonstraţie. (i). Fie f = f1(…(fd cu fj crescătoare pozitive mărginite şi continui. Vrem să arătăm că 
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f

d((Q) ( 
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f

d((Q’). Dar 
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f

d((Q) = 
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(x)Q((,dx)d((() = 
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g

d( unde g(() = 
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f

(x)Q((,dx) ( 
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f

(x)Q’((,dx) := h((); urmează evident că 
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g
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h
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f

d((Q’). La punctul (ii) este aceeaşi demonstraţie, doar că f este o funcţie continuă mărginită crescătoare oarecare. ( 

2..
 Invarianţa la convoluţii .
Vom folosi următorul rezultat: 


LEMA  4.4. Fie f o funcţie crescătoare, continuă şi mărginită din C1 . Presupunem că  pentru orice a ( (d  funcţia  x ( f(x+a) estye de asemenea în C1 . 

Atunci funcţia g(x) = 
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f(x+y)d((y) ( C1 pentru orice măsură mărginită (.


Demonstraţie. Notăm cu fy funcţia x ( f(x+y).  Să presupunem mai întîi că ( este discretă. Atunci g(x) = 
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deci este o limită de combinaţii liniare pozitive de funcţii din con (datorită lui (2.10)). Dacă ( nu este discretă, este o limită slabă de repartiţii  discrete (m ( (. Atunci g(x) = limm((gm(x) unde gm(x) = 
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f(x+y)d(m(y) . Conul este închis, deci g( C1 . (
PROPOZIŢIA 4.5. Fie (1, (2, (1, (2 repartiţii pe (d.

(i). Dacă (1 (stw (1 şi  (2 (stw (2 , atunci (1((2 (stw (1((2
(ii). Dacă (1 (st (1 şi  (2 (st (2 , atunci (1((2 (st (1((2
Demonstraţie. (i).   Fie f = f1(f2(…(fd cu fj funcţii continue crescătoare pozitive. Este suficient să arătăm că 
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fd(1((2 ( 
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fd(1((2 . Dar 
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fd(1((2 = 
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ò

f(x+y)d(1(x)d(2(y) = 
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g(y)d(2(y) 

unde g(y) = 
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f(x+y)d(1(x) . Cum f(x+y) = f1(x1+y1) f2(x2+y2)(….( fn(xn+yn) = h1(x1)(h2(x2)(…(hn(xn)  unde hj(xj) = fj(xj+yj) sunt de asemenea crescătoare şi mărginite şi (1 (stw (1 , din Propoziţia 2.3 (i) rezultă că g(y) ( 
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f(x+y)d(1(x) , deci g ( F, unde  F(y) = 
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f(x+y)d(1(x). Din Lema 4.1 rezultă că funcţia F este de asemenea în conul C1. Continuînd calculele din (3.1) avem 
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fd(1((2 = 
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gd(2 ( 
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Fd(2 ( 
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Fd(2 = 
[image: image167.wmf]ò

fd(1((2 . . A doua afirmaţie (ii) este chiar şi mai evidentă: dacă f este crescătoare continuă, mărginită, atunci x ( f(x+y) este de asemenea crescătoare continuă mărginită deci 
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 (unde g(y) =
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este crescătoare continuă) ( 
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g

d(2 (
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h

d(2 (cu h(y) = 
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g

(x+y)d(1(x) ; şitm că g ( h ) = 
[image: image173.wmf]ò

f

d(1((2. ( . 

3..
 Invarianţa la convergenţa slabă .
PROPOZIŢIA 4.6. Fie ((n)n , ( probabilităţi pe (d .

(i).
Dacă (n ( (, (n ( (, (n (stw (n ( n  atunci ( (stw (
(ii).
Dacă (n ( (, (n ( (, (n (st (n ( n  atunci ( (stw (
Demonstraţie. (i). Fie f = f1(…(fd  cu fj funcţii continue mărginite crescătoare pozitive . Deci f este ea însăşi continuă; atunci 
[image: image174.wmf]ò

f

d( = lim 
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f

d(n ( lim 
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f

d(n = 
[image: image177.wmf]ò

f

d(. Deci ( (stw (. (ii) este chiar mai evident : dacă f este continuă crescătoare mărginită, atunci se păstrează lanţul de inegalităţi de mai sus.
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