PAGE  
7
Risk 2. Compararea (ra

2. Compararea riscurilor pe baza criteriului “aversiune la risc”

1. Definiţii

Mulţi specialişti sunt de acord cu principiul următor: dacă avem de ales între un risc Y şi unul constant X = EY, atunci, la aceeaşi taxă de asigurare, este preferat al doilea. 

 
Acesta este criteriul „aversiunii la risc”.


El corespunde unor penalizări convexe.


Într-adevăr, dacă w este o penalizare convexă, atunci din inegalitatea lui Jensen, Ew(X) ( w(EX). 


Apare astfel un alt criteriu de comparare numit „bazat pe aversiunea la risc”.


Definiţie. Fie X şi Y două riscuri. Spunem că X este preferabil din punctul de vedere al aversiunii la risc lui Y (sau convex preferabil) dacă

(1.1) Ew(X) ( Ew(Y) ( w:[0,() ( [0,() crescătoare şi convexă.

Notăm acest lucru prin X (ra Y . 

Este vizibil că ceea ce contează nu este forma variabilelor aleatoare X şi Y , cît repartiţiile lor. Fie ( repartiţia lui X şi ( cea a lui Y. Atunci definiţia (1.1) devine

(1.2)
( (ra (  ( 
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Exemplu. Să presupunem că  E(Y(X) ( X. Atunci Ew(Y) = E(E(w(Y)(X)) ( E(w(E(Y(X))) (din inegalitatea lui Jensen condiţionată) ( Ew(X) (căci E(Y(X) ( X şi penalizarea este o funcţie crescătoare). Aşadar E(Y(X) ( X ( X (ra Y. 


Observaţie. Este evident că X (st Y  ( X (ra Y. Într-adevăr, prima relaţie înseamnă  Ew(X) ( Ew(Y) pentru orice penalizare w iar a doua înseamnă Ew(X) ( Ew(Y) numai pentru penalizări convexe. 


Observaţie. Alţi autori notează această relaţie între repartiţii prin „( (icx (” (de la Increasing Convex)


Analizînd exemplul anterior se sugerează introducerea următorului criteriu de comparaţie:


Definiţie. Fie X şi Y două riscuri. Spunem că X este condiţionat preferabil lui Y dacă există pe un alt spaţiu probabilizat două variabile aleatoare X’, Y’ avînd aceeaşi repartiţie ca şi X,Y cu proprietatea că E(Y’(X’) ( X’ . Vom numi X’ şi Y’ versiuni ale variabilelor aleatoare X şi Y. Deci o versiune a unei variabile aleatoare X este o altă variabilă aleatoare, eventual pe alt spaţiu probabilizat, avînd aceeaşi repartiţia ca şi X . 

Notăm acest lucru prin X ( cond Y sau, dacă vorbim în termeni de repartiţii, prin ( ( cond (. 

Un caz particular important al comparaţiei X (ra Y este acela în care EX = EY . În literatură această relaţie între X şi Y se notează “X (cx Y” (“cx” este prescurtare de la “Convex”)

Aşadar X (cx Y  ( X (icx Y şi EX = EY . Pusă în termeni de repartiţii , relaţia se scrie “ ( (cx (”. A se remarca faptul evident că X (cx Y ( ((X) ( ((Y) (căci (2(X) = EX2 – (EX)2 ( EY2 - (EX)2 (căci penalizarea w(x) = x2 este convexă!) = EY2 – (EY)2 = (2(Y). Fără această condiţie, afirmaţia nu este întotdeauna adevărată, căci am văzut în lecţia precedentă că este posibil chiar ca X (st Y şi ((X) ( ((Y) , de exemplu dacă X = 1A şi Y = 1.

Vom da acum cîteva forme echivalente de a defini aceste relaţii între riscuri.

2. Echivalenţe

Propoziţia 2.1. Fie X,Y două riscuri cu repartiţiile (,(. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i).
X (ra Y;

(ii).
E((X-a)+) ( E((Y-a)+) ( a ( 0;

(iii).
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(iv).
X (cond Y

Demonstraţie. (i) ( (ii) este evidentă. Nu avem decît să luăm penalizarea w(x) = (x – a)+ care este convexă. (ii) ( (iii). Aplicăm următoarea formulă, care rezultă din teorema lui Fubini: dacă f este o funcţie derivabilă nenegativă, atunci

(2.1) E((f(X)– f(a))1(X>a))  = 
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Într-adevăr, E((f(X) – f(a)) 1(X>a) ) = E(
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 dP d((t) (din teorema lui Fubini!) =
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Dacă în (2.1) considerăm funcţia f(x) = x – a , a cărei derivată este egală cu 1, obţinem relaţia

(2.2) E((X– a)1(X>a))  = 
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De unde rezultă echivalenţa (ii) ( (iii). 

Demonstrăm acum implicaţia (ii) ( (i). Să considerăm mulţimea C a penalizărilor w cu proprietatea că Ew(X) ( Ew(Y). Această mulţime este un con (adică w1, w2 ( C , a,b ( 0 ( aw1 + bw2  ( C) stabil la convergenţă monotonă (adică wn (w sau wn(w , wn ( C ( w ( C – din teorema lui Fubini!) . Condiţia (ii) afirmă că toate funcţiile de forma w(x) = (x – a)+ aparţin lui C. Pentru a = 0 rezultă că şi funcţia identică w(x) = x este in C. Înseamnă că orice funcţie de forma

(2.3) w(x) = 
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este de asemenea în C. Funcţiile de această formă sunt convexe, crescătoare şi au graficul format din segmente de dreaptă, cu excepţia unei semidrepte care începe la an (asemenea funcţii se numesc poligonale). Reciproc, orice funcţie convexă, crescătoare şi poligonală este de această formă. Fie acum w o penalizare convexă oarecare. Ea este continuă (cu excepţia eventuală a punctului 0) şi are derivate laterale în orice punct (ceea ce rezultă imediat din inegalitatea coardelor!)  Să considerăm un şir de mulţimi Dn = {0 = an,0 < an,1 < ….< an,k(n)} cu proprietatile: (() Dn ( Dn+1 ; (()  an,k(n) ( n si (() max{an,j-an,j-1(1(j(k(n)} ( 0. Fie gn,j(x) = w(an,j) + w’d(an,j)(x-a) (tangenta la dreapta la grafic în x = an,j.  Să considerăm funcţiile wn = max{ gn,j (1(j(k(n)}. Atunci (wn)n este un şir crescător de funcţii poligonale convexe a cărui limită este w. Cum wn ( C ( n şi C. Este stabil la limite monotone, rezultă că w ( C , adică Ew(X) ( Ew(Y) pentru orice funcţie convexă crescătoare. Cu alte cuvinte am arătat că (ii) ( (i).

Implicaţia (iv) ( (i) este uşoară. Dacă X (cond Y, atunci există versiuni X’, Y’ pentru X şi Y, eventual pe un alt spaţiu probabilizat , în aşa fel ca E(Y’(X’) ( X’. Atunci Ew(Y) = Ew(Y’) = E(E(w(Y’(X’)) ( E(w(E(Y’(X’))) (din inegalitatea lui Jensen condiţionată) ( E(w(X’)) (penalizarea este o funcţie crescătoare) = E(w(X)).

Dimpotrivă, implicaţia (i) ( (iv) nu este trivială. Ea este o consecinţă a următoarei teoreme , a cărei demonstraţie se poate găsi în cartea Conuri convexe de funcţii semicontinui de N. Boboc şi Gh. Bucur, Bucureşti, EA, 1980(??) :

TEOREMA CFM (Cartier – Fell – Meyer) (Demonstraţia originală în Cartier, P., Fell, J.M.G., Meyer P.A. 1964, Comparaison des mesures portees par un ensemble convexe compact, Bull. Soc. Math. De France 92, p. 435 – 445. ) Enunţ în cazul particular al repartiţiilor de pe dreaptă.

Fie (, ( două repartiţii. Fie C un con de funcţii continui închis la convergenţe uniforme şi stabil la maxim (adică u,v ( C ( max(u,v) ( C) cu proprietatea că w ( C ( 
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d( . Atunci există o probabilitate de trecere Q de la ( la ( cu proprietatea

(2.4)
(Q = ( şi w ( C ( w ( Qw.

Înainte de a vedea cum se aplică teorema CFM în cazul nostru, reamintim că o probabilitate de trecere este o funcţie Q(x,B) cu proprietăţile

(2.5)
 x ( Q(x,B) este măsurabilă (în cazul nostru Borel!)

(2.6) 
B ( Q(x,B) este o probabilitate (în cazul nostru pe dreaptă). Integrala faţă de probabilitatea Q(x) o notăm prin 
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Apoi, dacă ( este o repartiţie, ((Q este probabilitatea pe (2 definită prin 

(2.7)

[image: image19.wmf]ò

f

d(((Q) = 
[image: image20.wmf]òò

)

,

(

y

x

f

 Q(x,dy)d((x). În particular (((Q)(A(B) =
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(2.8)
(Q este repartiţia pe ( dată de relaţia ((Q)(B) = (((Q)(((B). În formă explicită , ((Q)(B) =
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În fine, dacă f este o funcţie mărginită  sau pozitivă

(2.9) Qf este funcţia definită prin (Qf)(x) = 
[image: image23.wmf]ò
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Acum suntem în măsură să aplicăm teorema în cazul nostru.

La noi conul C va fi cel al funcţiilor convexe şi crescătoare. Este evident stabil chiar la convergenţa punctuală, cu atît mai mult la convergenţa uniformă. Dacă u,v sunt două funcţii convexe crescătoare, max(u,v) va fi la fel. Ipoteza  ( (ra ( înseamă exact  w ( C ( 
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w

d( . Deci teorema garantează existenţa unei probabilităţi de trecere Q cu proprietăţile (Q = ( şi Qw ( w ( w crescătoare convexă. 

Considerăm acum spaţiul probabilizat următor: (’ = (2, K = B((), P = ((Q. Fie X’ = pr1, Y’= pr2 proiecţiile canonice. Explicit, dacă ( = (x,y) ( X’(() = x, Y’(() = y’. Mai departe, P((X’)-1 (B) = P(B(() = ((Q(B(() =
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( 1B(x)d((x) (căci Q este probabilitate de trecere de la ( la () = ((B) ; deci P((X’)-1 = (.

Apoi P((Y’)-1 (B) = P(((B) = (Q  (din (2.8)!) = (.

Mai rămîne să calculăm E(Y’(X’).

Dar repartiţia lui Y’ condiţionată de X’ este chiar Q !

Mai precis, pretindem că P(Y’(B(X’)(() = Q(X((),B) ( ( ( (2. Sau, echivalent, că E(1B(Y’)(X’)(() = 
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(y)Q(X’((),dy). Afirmaţia va fi evident probată dacă vom verifica egalitatea

(2.10)
E(f(Y’)(X’)(() = 
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pentru orice funcţie măsurabilă şi mărginită f. 


Trebuie arătate două lucruri:

(().
Că variabila aleatoare Z = 
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(y)Q(X’,dy) este măsurabilă (un argument standard, plecînd de la proprietatea (2.5): ( ( Q(X’((),B) este compunerea dintre ( ( X’(() şi x ( Q(x,B);

(().
Că E(f(Y’) 1A) =E(Z1A) = E(
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Fie A ( ((X’). Atunci există B boreliană ca A = (X’)-1(B) = B((. Înseamnă că 

E(
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Q(x,dy)1B(x) d(P((X’)-1)(x) (am aplicat formula de transport) = 
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Pe de altă parte, E(f(Y’) 1A) = E(f(Y’) 1B(X’)) = 
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În concluzie am demonstrat că P(Y’ –1(B(X’) = Q(X’,B). 

Din formula de transport rezulta atunci că

(2.11) E(f(Y’)(X’) = 
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f

(y) Q(X’,dy) = Qf(X’) (atenţie la (2.9)!)

  pentru orice funcţie pozitivă sau, mai general, pentru care integrala are sens. Dacă luăm funcţia f(x) = x ea, fiind convexă crescătoare aparţine conului C deci Qf ( f . Înlocuind în (2.11) rezultă exact ce doream: că E(Y’(X’) ( X’. (

Observaţie. Deci teorema CFM garantează existenţa pe spaţiul probabilizat (2 a versiunilor X’,Y’ cu proprietatea că E(w(Y’)(X’) ( w(X’) ( w ( C.
În legătură cu relaţia mai puternică “(cx” avem următoarele echivalenţe:


Propoziţia 2.2. Următoarele afirmaţii sunt echivalente

(i).
X (cx Y

(ii).
Ew(X) ( Ew(Y) ( w convexă (nu neapărat crescătoare)

(iii).
Există pe un al spaţiu probabilizat versiuni X’,Y’ ale lui X şi Y astfel ca E(Y’(X’) = X’

Demonstraţie.
(i). ( (ii). Orice funcţie convexă continuă pe [0,() este limita unui şir monoton de funcţii poligonale de forma w(x) = ax+b+
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(ii). ( (iii).
Fie C conul funcţiilor convexe pe [0,(). Teorema CFM garantează existenţa pe spaţiul probabilizat (2 a versiunilor X’, Y’ pentru X şi Y cu proprietatea că E(w(Y’)(X’) ( w(X’) ( w ( C. Adică E(w(Y’)(X’) ( w(X’) pentru ocice funcţie convexă. Luînd w(x) = x rezultă E(Y’(X’) ( X’ iar luînd w(x) = - x rezultă E(Y’(X’) ( X’ .

(iii). ( (i). Dacă E(Y’(X’) = X’, atunci E(Y’(X’) ( X’ deci X (icx Y. Pe de altă parte EX = EX’ = E(E(Y’(X’)) = EY’ = EY. (
3.  Proprietăţi ale relaţiei “(ra”

Proprietatea 1. Invarianţa la convoluţii. Dacă (j (ra (j , 1(j(n , atunci (1*(2*…*(n (ra (1*(2*…*(n . Sau, în termeni de variabile aleatoare : dacă Xj sunt independente, Yj sunt independente şi Xj (ra Yj atunci X1 + X2 + …+ Xn (ra  Y1 + Y2 + …+ Yn .

Demonstraţie. Evident este suficient de demonstrat cazul n = 2. Fie w o penalizare convexă. Atunci 
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(x+y)d(2(y)d(1(x) (deoarece funcţia y ( w(x+y) este convexă şi crescătoare) . Să considerăm acum funcţia g(x) = 
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(x1+ y) + pw(x2+y)) d(2(y) = qg(x1) + pg(x2) ) . Deci g este o penalizare convexă . În consecinţă  
[image: image52.wmf]ò

ò

w

(x+y)d(2(y)d(1(x) = 
[image: image53.wmf]ò

g

d(1 ( 
[image: image54.wmf]ò

g

d(1 = 
[image: image55.wmf]ò

ò

w

(x+y)d(2(y)d(1(x) = 
[image: image56.wmf]ò

w

d((1*(2). (
Observaţie. Dimpotrivă, proprietatea dominanţei stochastice de a fi stabilă la convergenţa slabă se pierde, după cum ne putem convinge cu următorul exemplu: fie Yn = n
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 şi Xn = 1. Fie (n = (1 şi (n = P(Yn-1 = (1-
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(0. Dacă w este o funcţie convexă, atunci Ew(Yn) = 
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)(0) = w(1) = Ew(Xn). Rezultă că (n (cx (n , deci cu atît mai mult (n (ra (n . La limită însă, lucrul numai este adevărat: (n ( (1 şi (n ( (0 iar (1 nu este (ra ca (0 (de fapt este chiar invers, (0 (st​ (1 !).

Proprietatea 2. Stabilitatea la mixturi.    O combinaţie convexă de repartiţii se numeşte mixtură. Dacă (n , (n sunt repartiţii, pn sunt nenegative de sumă 1, atunci (n (ra (n ( n ( 
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(n (suma poate fi finită sau infinită). În termeni de variabile aleatoare, rezultatul este: dacă Xn (ra Yn ( n şi (An)​n este o partiţie a spaţiului total ( independentă atît de Xn cît şi de Yn astfel ca P(An) = pn, atunci 
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Demonstraţie. Pusă în termeni de repartiţii, afirmaţia este evidentă. Mai puţin evidentă în termeni de variabile aleatoare. Dar, dacă B este o mulţime boreliană, atunci (
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Proprietatea 3. Invarianţa la compuneri. Fie ( = ((n)n riscuri i.i.d. şi N1, N2 două variabile aleatoare cu valori naturale (se numesc contoare) independente de (. (adică perechea (N1,N2) este independentă de (!).  Presupunem că N (ra N’ . Fie X = 
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Mai mult proprietatea de invarianţă o are şi dominarea stochastică:  N (ra N’ ( X (st N’.

Mai general, fie ( = ((n)n , ( = ((n)n două şiruri de riscuri   i.i.d. , fie N1, N2 sunt două contoare independente de ( şi ( şi X = 
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atunci

(3.1) (n (ra (n ( n,  N1 (ra N2  ( X (ra Y (ra Z 

respectiv

(3.2)
 (n (st (n ( n,  N1 (st N2  ( X (st Y (st Z 


Demonstraţie. Fie w o penalizare  (pentru relaţia (st) respectiv o penalizare convexă pentru relaţia (ra). Fie Sn = (1+(2+…+(n , (pentru n ( 1) , S0=0, Wn = Ew(Sn) şi W:[0,() ( ( funcţia poligonală obţinută unind cu segmente de dreaptă punctele (n,Wn)n(0. Atunci W este o penalizare (dacă w este o penalizare) respectiv o penalizare convexă (dacă w este penalizare convexă).

Într-adevăr, prima afirmaţie este imediată: Sn+1 = Sn + (n+1 ( Sn (căci ( sunt riscuri) ( w(Sn+1) ( w(Sn) (w este crescătoare!) ( Ew(Sn+1) ( Ew(Sn)  ( Wn+1 ( Wn , deci toate pantele sunt pozitive. 

În ce priveşte a doua, ea se face cu următorul truc: pentru orice penalizare convexă w şi x,y,z ( 0 este valabilă inegalitatea

(3.3) w(x+y+z) + w(x) ( w(x+y) + w(x+z)

Într-adevăr, dacă w(x) = x sau w(x) = 1 , atunci (3.3) devine egalitate.

Fie a ( 0 şi w(x) = (x-a)+. Atunci (3.3) devine

(3.4) (x+y+z-a)+ + (x-a)+ ( (x+y-a)+ + (x+z-a)+
Dacă x ( a , (3.4) devine chiar egalitate. Dacă x < a , notăm x – a  cu –b şi (3.4) devine

(3.5) (y+z-b)+  ( (y-b)+ + (z - b)+ 
care este evidentă dacă y,z ( b sau y,z ( b. Rămîne de verificat cazul cînd b se află între y şi z , care este de asemenea imediat.


Cum mulţimea funcţiilor care verifică (3.3) este un con stabil la convergenţă ce conţine funcţiile de gradul unu şi funcţiile x ( (x – a)+ rezultă că el conţine toate funcţiile convexe. 


Înlocuind în (3.3) x cu Sn, y cu (n+1 şi z cu (n+2 rezultă inegalitatea

(3.6) w(Sn+2) + w(Sn) ( w(Sn+(n+1) + w(Sn+(n+1)

care, integrată şi folosind ipoteza că variabilele (n sunt identic repartizate devine 

(3.7)
Wn+2 + Wn ( Wn+1 + Wn+1 = 2Wn+1

care ne arată că funcţia W este o penalizare convexă.


Înseamnă că EW(N1) ( EW(N2) . (căci N1 (ra N2 sau N1 (st N2 ). Dar EW(N1) = E(
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(am aplicat teorema Beppo-Levi, lucru permis deoarece w este crescătoare: poate fi scrisă ca w0 + c unde w0 este pozitivă) = 
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 (căci N1 este independent de Sn ) = E(
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)= Ew(X) şi analog EW(N2) = Ew(Y) . Rezultă Ew(X) ( Ew(Y) . 


În legătură cu relaţiile (3.1) şi (3.2) inegalitatea “Y ( Z” care trebuie demonstrată este o consecinţă imediată a stabilităţii la convoluţii . Să luăm de exemplu (3.1): dacă w este o penalizare convexă, atunci Ew(Y) = Ew(
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P(N2=n) (căci (j (ra (j şi aplicăm stabilitatea la convoluţii!) = Ew(Z). ( 


Un criteriu folosit adesea pentru a decide dacă ( (ra ( este următorul (Criteriul Karlin – Novikov al intersecţiei , 1966):

Propoziţia 3.1. Dacă EX ( EY ( ( şi există c ( 0 ca 

(3.8) FX(x) ( FY(x) dacă x ( c şi FX(x) ( FY(x) dacă x > c

atunci X (ra Y

Demonstraţie. Conform teoremei 2.1 , trebuie să arătăm că 
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dt ( a ( 0. Fie (X(a) prima integrală, (Y(a) a doua şi f(a) = (Y(a) - (X(a). Atunci f(0) = EY – EX ( 0, f(() = 0 (căci am presupus mediile finite) şi f este derivabilă la dreapta, f’d(a) = P(Y( a) – P(X ( a) = FX(a) – FY(a) . Deci pentru a ( c,  f’d(a) ( 0 iar pentru a ( c f’d(a) (  0. Înseamnă că funcţia f creşte pe intervalul (0,a) şi apoi scade. În concluzie este nenegativă. (

Exemplu de aplicare. Fie M familia  riscurilor X cu proprietăţile (() EX = m şi (() a ( X ( b unde 0 ( a ( b . Fie X1 = m şi X2 ( 
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 unde p+q = 1, pa+qb = m.  Atunci X1 (ra X ( ra X2 pentru orice X ( M. Într-adevăr, daca facem graficele funcţiilor de repartiţie ale variabilelor aleatoare X1, X, X2 vedem că se aplică criteriul Karlin – Novikov.
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