Mixturi Poisson. Folosirea lor.

1. Proprietăţi generale

În cursul precedent s-a introdus noţiunea de mixtură Poisson . Reamintim definiţia:

Fie ( o repartiţie pe dreaptă. Spunem că repartiţia variabilei aleatoare X este o mixtură Poisson de parametru ( a lui ( dacă există un şir de variabile aleatoare ( = ((n)n  i.i.d. ca (n ( ( şi o variabilă aleatoare ( independentă de ( repartizată Poisson(() astfel ca X = S( unde Sn = (1 + (2 + …+ (n  ., S0 = 0.   Mai general, dacă ( are o repartiţie oarecare p , atunci X este o mixtură a lui ( cu p.

 
Mai întîi să calculăm media şi dispersia lui X.


Propoziţia 1.1. Identităţile lui Wald.


Să presupunem că (=((n)n sunt riscuri i.i.d. din L2. Fie a = E(1 şi ( dispersia lui (1. Fie ( o variabilă aleatoare cu valori naturale independentă de ( astfel ca E( ( (. Atunci

(i) ES( = aE(
(ii) E((S( - a()2) = (2E(
(iii) Var(S() = (2E( + a2Var(()

(iv) Transformata Laplace a lui S( este L(t) = 
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L(n(t)P((=n) unde L( este transformata Laplace a lui (1 iar funcţia caracteristică a lui S( este ((t) = 
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((n(t)P((=n) unde (( este funcţia caracteristică a lui (1.

Demonstraţie. 

(i). Să centrăm variabilele aleatoate (n. Fie (n = (n – a . Atunci (1 + … + (( = S( - a( deci E(S( - a() =
[image: image3.wmf]å

¥

=

1

n

E(((1+…+(n)1((=n)) =
[image: image4.wmf]å

¥

=

1

n

E((1+…+(n)P((=n) (căci ( este independent de (!) = 0 (căci E((1+…+(n) = 0!).

(ii). E((S( - a()2) = 
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 E(((1+…+(n)21((=n)) =
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(iii). Var(S() = E(S( - ES()2 = E(S( - aE()2 = E((S( -a()+a(( - E())2 = E(S(-a()2 + a2Var(() + 2aE((S( -a()(( - E()) = (2E( + a2Var(() –2aE(E((S( -a()(( - E()(()).

Dar E(E((S( -a()(( - E()(()) = E((( - E()E((S( -a()(()) (căci ( - E( este (-măsurabilă!) iar pe de altă parte E((S( -a()(() = 
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 E((S( -a()((=n)1((=n) = 
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 E((Sn -an)((=n)1((=n) =  
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 E(Sn -an)1((=n) (căci ( este independent de (!) = 0 de unde rezultă (iii). 

(iv). L(t) = E
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În cazul mixturilor Poisson avem următoarea consecinţă

Corolar 1.2. Dacă ( ( Poisson((), atunci

(1.1) ES( = a(, Var(S() = (((2 + a2), L(t) = 
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Dacă în plus presupunem că (n au valori numere naturale şi notăm e-t cu x, obţinem funcţia generatoare a lui S( , g(x) = E
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(1.2)
g(x) = 
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Demonstraţie. Se ştie că E( = Var(() = ( iar P(( = n) = 
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. Pentru funcţia generatoare avem că  g(x) = 
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O proprietate importantă a mixturilor este faptul că au creşteri independente în următorul sens:

Propoziţia 1.3. Să presupunem că (n sunt variabile aleatoare cu valori numere naturale independente şi independente şi de (. Fie (n = (1+(2+…+(n , (0 = 0 şi Xn = 
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(1.4)
P((Xn-Xn-1)-1 = P(
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(1.5) X1,X2-X1,X3-X2,…. sunt variabile aleatoare independente.

(1.6) EXn = E(1(E(1 + E(2 + …+E(n)


Demonstraţie.


Verificăm mai întîi relaţia (1.4). Să remarcăm că (n = (n-​1 + (n . Dacă n = 1 nu este nimic de demonstrat, aşa că vom presupune n ( 2. Să notăm ( în loc de (n şi ( în loc de (n-1. Atunci avem că Xn-Xn-1 = S(+( - S(. Funcţia caracteristică a lui S(+( - S( este 

((t) = E
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P(( = m, ( = n) (căci ((,() este independentă de () = 
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 P(( = m, ( = n) = 
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(t) P(( = m, ( = n) = 
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. Deci S(+( - S( şi S( au aceeaşi funcţie caracteristică; trebuie să aibă şi aceeaşi repartiţie.

Pentru a demonstra relaţia (1.5) vom aplica teorema de unicitate a funcţiilor caracteristice. Fie Yj = Xj-Xj-1 = 
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P((1 = k1,…,(n = kn) (căci ((n)n sunt independente de ((n)n !) = 
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 P((1 = k1,…,(n = kn) (căci ((n)n sunt independente!) = 
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 P((1 = k1,…,(n = kn) (căci Sm+n – Sn are aceeaşi repartiţie ca şi Sm!) = 
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(am aplicat relaţia 1.4!). Din teorema de unicitate a funcţiilor caracteristice rezultă atunci că variabilele aleatoare (Yj)1(j(n sunt independente. 


O consecinţă a propoziţiei 1.3 este următoarea.


Reamintim definiţia procesului Poisson.

Definiţie. Procesul stochastic (N(t))t ( [0,() se numeşte proces Poisson de intensitate ( dacă

(i).
N(t) sunt variabile aleatoare repartizate Poisson((t);

(ii).
t ( N(t) este crescătoare continuă la dreapta;

(iii).
Dacă s ( t atunci N(t) – N(s) este independent de Fs : = (((N(u) ( 0 ( u ( s()

În particular rezultă că N(0) = 0 şi că s ( t (  N(t) – N(s) ( Poisson(((t-s)).

Se mai ştie că variabilele aleatoare (n := inf (t ( N(t) = n( , n ( 1 ,numite timpii de salt ai lui N, au proprietatea că (1, (2-(1,…,(n-(n-1,… sunt i.i.d. şi repartizate e( -( exponenţial de parametru (, adică P((n - (n-1 ( x) = (1 – e-(x )1(0,()(x)). (A se consulta un curs de procese stochastice, de exemplu I. Cuculescu sau C. Tudor). 


Corolar 1.4. Fie ( = ((n)n un şir de variabile aleatoare i.i.d. din L2 şi N un proces Poisson de intensitate ( independent de (. Fie a = E(1, (2 = Var((1) şi ( = P((1-1.  Fie de asemenea  Sn = (1 + …+(n dacă n ( 1 şi S0 = 0. Fie X(t) = SN(t). Atunci X este un proces stochastic cu creşteri independente ,repartiţia lui X(t) este o mixtură a lui ( de parametru (t deci  EX(t) = (at şi Var(X(t)) = (t((2 + a2). Covarianţa sa este C(s,t) = (((2 + a2)s(t. 

Demonstraţie. Primele afirmaţii sunt consecinţe immediate ale Corolarului 1.2 şi Propoziţiei 1.3. În legătură cu covarianţa avem: s ( t (  E(X(t)X(s)) = E(E(X(t)X(s)(Fs) = E(X(s)E(X(t)(Fs)) . Dar E(X(t)(Fs) = E(X(t)-X(s)(Fs) + Xs = Xs + E(X(t) – X(s)) (căci X(t) – X(s) este independent de Fs!) = X(s) + a((t-s) ( E(X(s)E(X(t)(Fs)) = E(X(s)( X(s) + ((t-s))) = EX2(s) + a((t-s)as( deci C(s,t) = E(X(t)X(s)) - EX(t)EX(s) = EX2(s) + ((t-s)as( - E2X(s) - a((t-s)as( = Var(X(s)) = (s((2+a2). (
2. Folosirea mixturilor Poisson în practica actuarială. Recurenţa lui Panjer.

În practica actuarială se întîlneşte adesea următoarea problemă: o societate de asigurări are k clienţi , reprezentaţi prin riscurile X1,…,Xk . Riscul Xj reprezintă suma pe care societatea trebuie să o plătească clientului j (de la care se percepe o primă de asigurare) în caz că se întîmplă ceva. Suma pe care compania trebuie să fie pregătită să o plătească este atunci S = X1 + …+Xk. Această sumă este, evident o variabilă aleatoare. Societatea trebuie să îşi poată estima probabilitatea de ruină, adică probabilitatea ca S ( A, unde A este un anume prag. Pentru ca acest calcul să fie posibil, trebuie să facem unele presupuneri despre riscurile Xj. De obicei se presupune că sunt independente. În afara acestei ipoteze este extrem de greu de tras o concluzie privind probabilitatea în cauză.

Dacă ne asumăm independenţa riscurilor, repartiţia variabilei aleatoare S este convoluţia celor k repartiţii P(Xj-1. 

Însă chiar această convoluţie este greu de calculat exact, dacă nu chiar impoosibil. Pentru a vedea în ce constă dificultatea, să presupunem că Xj au valori numere naturale. Aici nu se poate ridica nici o obiecţie serioasă: pagubele se pot socoti în lei, de exemplu. Să mai presupunem că Xj sunt şi mărginite – de asemenea este evident şi acest lucru. Atunci funcţiile generatoare gi ale variabilelor aleatoare Xi vor fi polinoame de gradul ai , unde ai = maxXi. Funcţia generatoare a lui S este produsul acestor polinoame, adică un polinom de gradul a1 + a2 + …+ak . Dacă, să zicem, n = 200 (de regulă e mult mai mare!) şi gi = qi + pi
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, ceea ce corespunde unei ipoteze extrem de simpliste conform căreia Xi nu poate lua decît două valori, anume 0 cu probabilitatea qi = 1 – pi şi ai cu probabilitatea pi , atunci g(x) = 
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. Pentru a efectua acest produs (atenţie, noi avem nevoie de coeficienţii lui!) avem nevoie de 2k înmulţiri. Şi nu există nici un algoritm mai eficient decît desfacerea tuturor parantezelor, căci este posibil ca acest polinom să aibă 2k coeficienţi, lucru de care ne putem convinge punînd ai = 2i : în acest caz puterile lui x vor fi de forma 
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 , numere toate diferite (a se vedea scrierea unuinumăr în baza 2!). Dar niciodată vreun calculator nu va putea să enumere (nu să şi calculeze!) 2200 ( 1020 posibilităţi (numărînd cu viteza de 3 miliarde combinaţii pe secundă, într-un an ar număra deabia 1014 posibilităţi!) . Şi chiar dacă s-ar putea enumera primele probabilităţi, se pune problema cîtă încredere putem avea în coeficienţii obţinuţi, datorită rotunjirilor de calculator…

Aşadar trebuie găsit altceva. O metodă aproximativă de calcul a repartiţiei lui S.
Se mai cere ceva: ca probabilitatea de ruină să nu fie subestimată, ci, dacă nu se poate altfel, să fie supraestimată. Adică să înlocuim riscurile X.i cu altele, să zicem Yi cărora să li se poata calcula, măcar principial, convoluţia şi Xi (ra Yi. 

Aici apare ideea mixturilor Poisson. 

Înlocuim Xi cu o mixtură Poisson Yi a sa de parametru (=1. Deci în loc de Xi punem Yi = (i,1+(i,2+…+(i,( (dacă ( = 0, Yi = 0!) unde ((i,t)t sunt i.i.d. şi (i,t ( Xi . Din corolarul (1.2) rezultă că

(2.1) EYi = EXi , Var(Yi) = Var(Xi) + E2Xi 

iar funcţia generatoare  

(2.2) 
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unde gi este funcţia generatoare a lui Xi . Mai mult, cum 1 (ra ( (evident, căci E(=1!) rezultă că Xi (ra Yi (vezi cursul precedent, stabilitatea la mixturi Poisson). Aşa încît dacă înlocuim S cu S* = Y1+…+Yk obţinem o supraevaluare a lui S. 

Funcţia generatoare g* a lui S* este

(2.3) g*(x) = 
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deci, din (2.2) rezultă g*(x) = 
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(2.4)
g*(x) = 
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care, comparată cu (1.2) ne arată că g* este funcţia generatoare a unei mixturi Poisson a repartiţiei avînd funcţia generatoare g:= (g1+g2+…+gk)/k şi parametru k. Că g este într-adevăr o funcţie generatoare este evident, căci orice combinaţie convexă de funcţii generatoare rămîne la fel. Mai precis, ea corespunde unei variabile aleatoare ( cu proprietatea că P(( = n) = 
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. Să notăm aceste probabilităţi cu pn. 


Pe baza ei putem găsi o formulă de recurenţă din care putem calcula repartiţia lui S*.


Fie fn = P(S*=n). Oricum, f0 = g*(0) care se calculează din (2.3). Derivăm (2.3) scrisă sub forma g* = ek(g-1) . Rezultă g*’ = kg’g* ( 
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). Dacă desfacem parantezele şi identificăm termenii asemenea în cele două serii de puteri găsim relaţia

(2.5)
nfn = k
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de unde f1 = kp1f0,  f2 = k( p1f1 + 2p2f0 ), f3 = k( p1f2 + 2p2f1 + 3p3f0 ),  f4 = k( p1f3 + 2p2f2 + 3p3f1 +4p4f0 ), ….


Calculele numerice arată că aproximarea obţinută nu este prea departe de adevăr. Pentru k mare se mai poate folosi teorema limită centrală pentru estimări destul de grosolane.


Relaţia (2.5) poartă numele de recurenţa lui Panjer.
3. Studiul preciziei recurenţei lui Panjer. Distanţa “Stop and loss”.

O metodă de a calcula abaterea între două repartiţii ( şi ( concentrate pe intervalul [0,() este prin folosirea distanţei

(3.1) D((,() =
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Dacă ( = P(X-1 şi ( = P(Y-1 şi ţinem seama de cursul precedent, anume de relaţia (2.1) din “Risk2” ( E(X– a)+  = 
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(3.2) D((,() = 
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Propoziţia 3.1. D este într-adevăr o distanţă pe mulţimea repartiţiilor concentrate pe intervalul [0,() 

Demonstraţie.  Simetria şi inegalitatea triunghiului nu ridică nici o problemă. Singurul lucru netrivial este de arătat că D((,() = 0 ( ( = (. Dar funcţia t ( (E(Y-t)+ - E(X-t)+(este continuă nenegativă. Dacă integrala sa este egală cu 0, atunci rezultă că ea este egală cu 0. Deci D((,() = 0 ( E(X-t)+ = E(Y-t)+ ( t. Ca în cursul precedent, rezultă că Ew(X) = Ew(Y) pentru orice  funcţie w convexă. Dacă punem w(x) = e-tx rezultă că Ee-tX = Ee-tY ( t( 0, adică X şi Y au aceeaşi transformată Laplace. Restul rezultă din teorema de unicitate a transformatei Laplace. (
Dacă, aşa cum este în cazul analizat în paragraful precedent, X (ra Y (acolo era S în loc de X şi S* în loc de Y!) atunci relaţia (3.2) devine 

(3.3) D((,() = 
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Într-adevăr, X (ra Y ( E(Y-t)+ - E(X-t)+ ( 0 . 

Mai mult, cum x2 = 2
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dt (din teorema lui Fubini) astfel că, dacă X (ra Y rezultă relaţia

(3.4) ( (ra ( (  D((,() =½(EY2 – EX2) 

Dacă, în plus, EX = EY rezultă că 2D((,() = Var(Y) – Var(X) .

Acesta este cazul nostru. Dacă ( este repartiţia lui S (necunoscută) şi ( repartiţia lui S* (care este o mixtură Poisson) , atunci 2D((,() = Var(S*) – Var(S) = 
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E2Xj (din 2.1). 

Deci 

(3.5) 2D((,() = 
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Dacă , de exemplu, Xj ( pj
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 + qj(0 , atunci 2D((,() = 
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(pjaj)2 . Dacă această cantitate este mică (cît de mică??) , aproximarea este tolerabilă. 
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