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Problema ruinei

1. Generalităţi

Fie ( = ((n)n un şir de variabile aleatoare .

Presupunem că -(n reprezintă profitul realizat de o companie de asigurări în ziua n. Deci dacă (n > 0, ziua s-a încheiat cu o pierdere; iar daca (n < 0, compania a avut un profit. 

Vom presupune aceste variabile aleatoare mărginite a.s. , ceea ce nu este o restricţie majoră. În definitiv o sumă de bani trebuie să fie finită.

Fie Sn = (1 + (2 + … + (n , S0 = 0. Deci Sn reprezintă pierderea acumulată de companie după n zile de funcţionare. Dacă Sn < 0 înseamnă că după n zile de funcţionare, compania este în câştig; dacă nu, în pierdere.

Presupunem că la start , compania avea un capital de u unităţi monetare. 

Deci capitalul firmei după n zile este 

(1.1)
Un = u - Sn

Fie 

(1.2)
( = ((,u = inf (n (Un ( 0( = inf (n ( Sn ( u (
Definiţie. Variabila aleatoare ( se numeşte momentul ruinei.  Probabilitatea 

(1.3)
((u) = (((u) := P(( ( ()

se numeşte probabilitatea de ruină, iar 

(1.4)
(n(u) =((,n(u) :=  P(( ( n) 

este probabilitatea ruinării după cel mult n zile a companiei.


Am mai putea scrie şi

(1.5)
((u) = P(
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Cum este evident că u ( v  ( (Sk ( v( ( (Sk ( u( rezultă 

Propoziţia 1.1. Funcţiile (n şi ( sunt descrescătoare. Mai  mult, (n(() = 0. În plus, dacă introducem şi cantităţile S*n = maxk(nSk , atunci (n(u) = P(S*n ( u) = 1 -
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= P(S*n ( u) este funcţia de repartiţie a lui S*n; ca atare (n sunt şi continui la stînga.


Notaţie. Fie S* = lim S*n = supn Sn . Aceasta este variabila maximală a şirului S.

Problema esenţială este cea a calculului repartiţiei momentului ruinării ((,u, adică a probabilităţilor (n(u). După cum vom vedea, nu se poate găsi o expresie analitică a acestor cantităţi nici măcar în cazul cel mai simplu. O problemă mai puţin ambiţioasă ar fi calculul probabilităţii de ruină ((u). Nici aceasta nu se poate cu excepţia unui caz foarte simplu. 

Fiindcă trebuie totuşi să fim în stare să spunem ceva noi, matematicienii, practicienilor, ne vom ocupa de estimări ale lui (((u) în unele cazuri simple. 


Vom da mai întîi o formulă pentru calculul exact al cantităţilor (n. 


Să remarcăm că

(1.6)
( = n ( S1 < u, S2 < u, …, Sn-1 < u, Sn ( u


De aici rezultă că P(( = n) = P(( ( Cn,u) unde

(1.7)
Cn,u = (x ( (((x1 < u, x1+x2 < u, …, x1+x2 + … + xn-1 < u, x1+x2+…+xn ( u(

Deci, dacă (1,2,,…,n este repartiţia vectorului ((1,…,(n) , atunci 

(1.8)
P(( = n) = (1,2,…,n(Cn,u) , (n(u) =
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Este util să punem (0 = 1(-(,0(. Intuitiv este clar că dacă u > 0, atunci ( ( 0 căci S0 < u: deci (0(u) = 0 , iar dacă u ( 0 (0(u) = 1 , căci sunt deja ruinat înainte de a începe afacerea: S0 ( u. 


Vom aborda mai întîi cel mai simplu model posibil: cazul cînd variabilele aleatoare (n sunt iid din L( . Funcţiile descrescătoare (n şi ( verifică următoarele ecuaţii funcţionale:


Propoziţia 1.2. 

(i).
P(( ( n((1) = (n-1(u-(1) şi P(( < (((1) = ((u-(1)

(ii).
(n(u) = E(n-1(u-(1)  şi ((u) = E((u-(1)  

(iii).
Fie ( = P((1-1. Atunci (n(u) = 
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Demonstraţie.

(i).
P(( ( n((1) = P((1 ( u sau (1+(2 ( u sau …. sau (1+(2+…+(n ( u ((1) = E(f((1,X)((1) unde X = ((2,…,(n) este independent de (1 iar f((1,X) = 
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. Dar , din independenta lui (1 de X rezultă că  E(f((1,X)((1) = 
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dP(X-1(x) . În cazul nostru, P(X-1 = P(((1,…,(n-1)-1 deoarece variabilele (n sunt independente şi identic repartizate, deci E(f((1,X)((1) = 
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dP(X-1(x) = 
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dP(X-1(x) = (n-1(u-(1). Cealaltă egalitate se demonstrează prin trecere la limită cu n ( (. (ii) rezultă din (i) prin integrare (E(E(Y(X) ) = EY !) iar (iii) este formula de transport.


Fie a = E(1. 


Propoziţia 1.3. Dacă a ( 0, atunci ((u) = 1 ( u, deci ruina este sigură.

Demonstraţie. Dacă a ( 0, atunci şirul Sn/n  converge a.s. la a din legea numerelor mari. Rezultă că Sn ( ( , deci P(există n ca Sn ( u) = 1. Deci ((u) = 1.

Dacă a = 0, şirul Sn este un martingal iar ( este un stopping time faţă de filtrarea sa naturală. Din teorema de opţionalizare rezultă că şirul (S((n)n este de asemenea un martingal. Mai mult, dacă ‖(1‖( = K , atunci S((n ( K + u deoarece dacă ( ( n , atunci  Sn = S((n ( u (căci încă nu s-a ajuns la ruină!) ( K + u iar dacă ( ( n atunci S((n = S( = S(-1 + (( ( u + K. Deci (K + u - S((n)n este un martingal pozitiv. Teoria spune că atunci acesta are o limită aproape sigură, din L1, notată cu X. În particular X este finit a.s. In consecinţă şirul S((n însuşi trebuie să conveargă aproape sigur la o limită, Y. Dar limnSn(( este sau S( dacă ( (( sau lim Sn dacă ( = (. Ultima variantă însă nu poate apare decît pe o mulţime neglijabilă, deoarece şirul Sn nu poate fi convergent. Căci atunci ar trebui să fie Cauchy, adică (Sn+jk –Sn+(j-1)k)j ar trebui să fie mai mic decît ( pentru n destul de mare, ceea ce se poate întîmpla numai pe o mulţime neglijabilă de (, datorită independenţei şi echirepartizării şirului (Sn+jk –Sn+(j-1)k)j. Singura concluzie este că ( ( ( a.s., adică ((u) = 1. (

Rămîne de discutat singurul caz interesant, cel în care a ( 0.


Propoziţia 1.4. Dacă a ( 0, atunci variabila maximală S* ( ( a.s. În concluzie limu((((u) = 0.


Demonstraţie. Şirul Sn/n converge a.s. la a ( 0. Înseamnă că Sn converge la -( a.s. Însă un şir convergent la -( este evident mărginit superior, adică S* ( (. Să remarcăm apoi că ((u)  ( P(există n ca Sn ( u - () pentru orice ( ( 0, iar ultima probabilitate este chiar P(S* ( u - () . Adică ((u) ( P(S* ( u) ( 0 dacă u ( ( deoarece S* este finită a..s.   (

Corolar. 1.5 . Dacă a ( 0 atunci,  pe lîngă relaţiile din Propoziţia 1.2, funcţia ((u) mai trebuie să satisfacă şi condiţia ((() = 0. 


Uneori acest lucru este suficient pentru determinarea probabilităţii de ruină. 

2. Cazul simplu : determinarea repartiţiei momentului ruinei.

Cazul simplu este cel în care  (n (
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, p+q+r = 1 , p,q,r ( 0.

În acest caz media E(n =p - r. 

Dacă r ( p ştim deja că ((u) = 1 ( u ( 0.

Dar chiar aşa, nu este clară repartiţia lui (u = inf (n(Sn ( u(.

Să presupunem mai întîi că u este un număr natural, u ( 1. 

Fie ( repartiţia lui (1. Deci ( este o repartiţia pe mulţimea N ( (((. Fie g funcţia sa generatoare, g(x) = 
[image: image15.wmf](

)

å

¥

=

=

t

0

1

n

n

x

n

P

 şi gu funcţia generatoare a lui (u , gu(x) = 
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Propoziţia 2.1. P((u-1 = (*u = (*(*…*( , adică se convolutează ( de u ori.

În consecinţă  gu = gu şi deci ((u) = (u(1). Adică este suficient de găsit repartiţia lui (1.

Demonstraţie. Inducţie după u. Pentru u = 1 nu este nimic de demonstrat. Presupunem afirmaţia adevărată pentru u-1 şi o demonstrăm pentru u. Avem :

(2.1) P((u = n) = 
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((u-1 = j, (u - (u-1 = n - j) 

Într-adevăr, (u-1 ( (u . De fapt din definiţia noastră (u-1 ( (u, dar acest lucru nu are influenţă asupra calculelor. Dar din definiţia timpilor (u rezultă că  P((u-1​ =m, (u - (u-1 = n) = P(nivelul u-1 este atins la momentul m , nivelul u este atins la momentul m+n) = P(S1 ( u - 1,…,Sm-1( u-1, Sm = u-1, Sm+1 ( u,…,Sm+n-1 ( u, Sm+n = u) = P(S1 (  u-1,…, Sm-1 ( u-1, Sm = u-1, u-1+ (m+1 (  u,…, u-1 + (m+1 +…+ (m+n-1 ( u, u-1+(m+1 +…+ (m+n = u) = P(S1 (  u-1,…, Sm-1 ( u-1, Sm = u-1)P( (m+1 (  1,…, (m+1 +…+ (m+n-1 ( 1, (m+1 +…+ (m+n = 1) (căci variabilele (n sunt independente!)

 = P(S1 (  u-1,…, Sm-1 ( u-1, Sm = u-1)P( S1(  1,…, Sn-1 ( 1, Sn = 1) (căci  variabilele (n sunt şi identic repartizate, adică (a+1 + … + (a+n are aceeaşi repartiţie ca şi Sn indiferent de a ( N) de unde rezultă că

(2.2) P((u-1​ =m, (u - (u-1 = n) = P((u-1​ =m)P( (1 = n)

 Atunci din (2.1) avem P((u = n) = 
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*(u-1)((j()(((n-j() = (*(u)((n() . A doua afirmaţie rezultă imediat din faptul că funcţia generatoare a convoluţiei este produsul funcţiilor generatoare iar ultima, din aceea că P((u(() = gu(1) = gu(1) = Pu((1(() = (u(1).  (
Observaţie. Intuitiv afirmaţiile propoziţiei de mai sus sunt evidente: ca să acumulez un cîştig de u lei trebuie mai întîi să fac 1 leu, apoi 2 lei, …, în final u lei. Timpii necesari pentru a acumula încă un leu trebuie să aibă aceeaşi repartiţie din motive de lipsă de memorie a experimentului. Şi, ceea ce este mai important, în momentele (j = m Sm = j ! Acesta este un caz foarte particular. Dacă, de exemplu (n ( 
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acest lucru nu ar mai fi adevărat: momentele (j-(j-1 nu vor mai fi independente, deoarece este posibil ca la momentul (j = m să avem Sm ( j. 

Propoziţia 2.2. În condiţiile din propoziţia precedentă funcţia generatoare g(x) a lui (1 este

(2.3) g(x) = 
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care, dezvoltată în serie dă 

(2.4) g(x)
=
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= px + pqx2 + (pq2+p2r)x3 + (pq3+3p2qr)x4 + (pq4 + 6p2q2r + 2p3r2)x5 

+ (pq5 + 10p2q3r + 10p3qr2)x6 + (pq6 + 15p2q4r + 30p3q2r2 + 5p4r3)x7 + … 

deci 

(2.5)
( 
= 
p(1 + pq(2 + (pq2+p2r) (3 + (pq3+3p2qr) (4 + (pq4 + 6p2q2r + 2p3r2) (5 

+ (pq5 + 10p2q3r + 10p3qr2) (6 + (pq6 + 15p2q4r + 30p3q2r2 + 5p4r3) (7 + … 

de unde 

(2.6)
((1) = 
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adică, ţinînd seama de propoziţia precedentă probabilitatea de ruină este

(2.7)
((u) = (
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Demonstraţie.
P((1 = n((1) = P((1 = n((1= -1)
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Dar, dacă (1 = -1, atunci după încă n-1 paşi trebuie să se acumuleze prima oară 2 lei, adică P((1 = n((1= -1) = P((2 = n-1) = (*2((n-1(). Dacă (1 = 0, atunci nu se modifică decît timpul în care trebuie să realizez primul leu, adică P((1 = n((1= 0) = P((1 = n-1) = (((n-1(). În sfîrşit, dacă (1=1, atunci (1 = 1, deci , dacă n ( 1, atunci P((1 = n((1= 1) = 0. 

În definitiv am arătat că

(2.8) n ( 2 ( P((1 = n((1) = (*2((n-1()
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de unde, integrînd (adică folosind faptul că P((1 = n) =E(P((1 = n((1)) !) rezultă

(2.9)
n ( 2 ( P((1 = n) = r((*2((n-1() +q((((n-1()

Rezultă în continuare g(x) = 
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(((n()xn) = px + rxg2(x) + qxg(x) , deci g trebuie să satisfacă ecuaţia

(2.10)
   rxg2(x) + qxg(x) + px = g(x)
( rxg2(x) –(1- qx)g(x) + px = 0

Soluţiile acestei ecuaţii sunt g(x) = 
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. Soluţia cu « + » evident nu convine deoarece nu poate fi funcţie generatoare : dacă x = 0+0, g(x) = (. Dar o funcţie generatoare trebuie să fie crescătoare, convexă şi cuprinsă între 0 şi 1. Aşadar singura care convine este (2.3), g(x) = 
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. Înlocuind x cu 1 găsim g(1) = P((1 ( () = ((1) = 
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, adică exact (2.6).

Pentru a obţine dezvoltarea în serie a lui g(x) plecăm de la dezvoltarea în serie a funcţiei 
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. Se ştie din anii mici următoarea formulă a « binomului lui Newton »valabilă pentru puteri nu neapărat întregi :

(2.11) (a+b)p = 
[image: image45.wmf]å

¥

=

-

0

n

n

n

p

n

p

b

a

C


care se demonstrează cu seria lui Taylor. Aplicînd (2.11) rezultă 

(2.12)
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Pentru a obţine formulele (2.4) şi (2.5) înlocuim x cu 2qx – (q2 – 4pr)x2 şi calculăm ( e ceva muncă !!) primii 7 termeni ai dezvoltării  în serie. 

Se poate găsi şi o formulă a termenului general, foarte complicată. (
În cazul în care q = 0 avem problema clasică a ruinei. Deci (n (
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. Acum termenul general este ceva mai acceptabil, anume 

(2.13)
g(x) = 
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= px + p2rx3 + 2p3r2x5 + 5p4r3x7 + 14p5r4x9 + ….


= px(1 + prx2 + 2(prx2)2 + 5(prx2)3 + 14(prx2)4 + …) 

de unde se vede că (1 nu poate lua decît valori impare. Repartiţia lui (u are funcţia generatoare gu(x) şi are o formulă foarte complicată. A se remarca faptul că dacă p ( ½ moda şi mediana lui (1 coincid şi sunt egale cu 1. 


O consecinţă simplă a lui (2.13) este

(2.14)
p + r = 1, p,r ( 0 ( 
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Ca o chestiune de tehnică: nu ştim cum s-ar putea demonstra (2.14) fără probabilităţi!


Relaţiile obţinute ne arată şi slăbiciunea metodei exacte. Formulele, chiar şi în puţinele cazuri în care se pot calcula sunt foarte complicate. 


Să analizăm cazul în care (n ( 
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. Metoda folosită încă mai funcţionează, deoarece timpii (u - (u-1 încă sunt independenţi. Motivul este că S(1((((( = 1(((((. Dar relaţia (2.8) devine

(2.15) n ( 2 ( P((1 = n((1) = (*3((n-1()
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deoarece dacă (1 = -2 îmi trebuie 3 lei ca să se producă ruina. Iar (2.9) devine

(2.16)
n ( 2 ( P((1 = n) = r((*3((n-1() +q((((n-1()

ceea ce arată că funcţia generatoare g trebuie să satisfacă relaţia 

(2.17)
rxg3(x) –(1- qx)g(x) + px = 0

De data asta lucrurile s-au complicat. Nu ştim să rezolvăm o ecuaţie de gradul 3. Şi, chiar dacă am aplica formulele lui Cardano, am face-o degeaba întrucît nu vom mai putea dezvolta în serie pe g. Chiar în cazul uşor q = 0 ecuaţia 2.17 nu se poate rezolva.


Totuşi, mai putem încă determina exact probabilitatea de ruină, pentru că ea coincide cu g(1). Dacă în (2.17) facem x = 1 şi notăm g(1) cu y obţinem ecuaţia 

(2.18)
ry3 – (1-q)y + p = 0

sau, cum p+q+r =1 , ry3 – (p+r)y + p = 0 ( r(y3-y) – p(y-1) ( (y-1)(ry2 + ry – p) = 0 cu soluţiile y1 = 1, y2,3 = 
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. Cum yj trebuie să fie probabilităţi, e clar că singurele soluţii care convin sunt y1 şi y2 = 
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Cum decidem care din ele este cea bună? 

Media lui (n este E(n = p – 2r . Deci dacă p ( 2r g(1) = 1, căci aşa ne spune teoria. Dacă p ( 2r , atunci g(1) = y2 . În definitiv am obţinut


Propoziţia 2.3. Dacă (n ( 
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, atunci ((u) = 
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Dacă în loc de –2 am fi pus –3 am fi rămas interzişi: aveam o ecuaţie de gradul IV căreia îi cunoşteam o soluţie (1!) şi tot nu puteam să o rezolvăm.


De aceea ne vom îndrepta atenţia asupra unor metode mai puţin ambiţioase: nu mai vrem să găsim repartiţia timpului ruinei, dar măcar să găsim estimări de tipul a(u) ( ((u) ( b(u) cu a şi b calculabili.

3. Estimări folosind tehnici de martingale. Inegalitatea lui Lundberg.

Vom presupune că cititorul cunoaşte definiţia martingalelor precum şi teorema de opţionalizare. Varianta care ne interesează pe noi este următoarea (poate fi găsită în orice curs de martingale, de exemplu Licea, sau Cuculescu, sau Tudor):

Teorema de opţionalizare. Fie (Xn)n un martingal şi ( o opţională. Dacă există X( = a.s.-limXn şi dacă X((n converge în L1 la X(, atunci EX( = EX1.

Observaţie. O opţională care verifică condiţia din enunţ se numeşte regulată.

În cazul nostru, fie (n un şir de variabile aleatoare i.i.d. din L( (presupuse neconstante) avînd media E(1 = a. Fie ( = (u , momentul ruinei definit mai sus. Filtraţia este cea naturală, Fn = (((1,(2,…,(n) . Fie ((t) = E
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funcţia generatoare de momente a lui (1. Cum (’(t) = E((1
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)  rezultă că ( este o funcţie strict convexă, căci (”(t) ( 0 ( t. 

Ne va estima să estimăm ((u) = P((u ( (). Vom presupune că u ( 0. 

Dacă a ( 0 , ştim deja că ((u) = 1 , deci vom presupune că a ( 0. 

Vom mai presupune că 

(3.1) p: = P((1 ( 0) ( 0

 Dacă nu ar fi aşa, şirul Sn ar fi descrescător, deci nu ar depăşi niciodată pe u , astfel că ((u) = 0 ( u ( 0. Iar ((0) ar fi egal, evident cu P((1 = 0), adică nu ar fi nimic interesant. 

Atunci funcţia ((t) are proprietatea că (’(0) = a ( 0, deci funcţia scade la dreapta lui 0. 

Propoziţia 3.1. ((() = (.

Demonstraţie. ((t) ( E(
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[image: image64.wmf](

)

)

(

1

,

0

x

e

tx

¥

ò

d((x) = p
[image: image65.wmf]ò

tx

e

 d((x) ( p
[image: image66.wmf](

)

ò

n

x

xd

t

e

 (am aplicat inegalitatea lui Jensen!). Dar 
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Corolar  3.2. Ecuaţia ((t) = 1 are o unică soluţie strict pozitivă, notată R = R((). În plus (’(R) ( 0. 

Demonstraţie. Funcţia ( scade la dreapta lui 0, ((0) = 1 şi ((() = 1. Fiind şi strict convexă, înseamnă că ea scade pînă la o valoare t0 , care este unică , şi apoi începe să crească spre (. Atunci ea intersectează linia de nivel y = 1 într-un punct unic, situat pe ramura sa crescătoare. Acesta este R.

Propoziţia 3.3.  Fie t ( R şi Xn = 
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. Atunci X este un martingal de medie 1 şi X( = 0. Pentru acest martingal opţionala ( = (u verifică teorema de opţionalizare.

În concluzie

(3.2)
EX( = 1 ( E(X(1((((() = 1

Demonstraţie. Fie ((t) = log((t). Deci Xn = 
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de unde E(Xn+1(Fn) = E(
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) (căci (n+1 este independentă de Fn!) = Xn((t)e-((t) = Xn deci X este martingal. Pe de altă parte EX1 = 1, deci avem un martingal de medii 1. Pe de altă parte tSn - n((t) = n(
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Faptul că X((n ( X( a.s. este evident. Pe de altă parte X((n ( u + M a.s. unde M este ║(1║( . Cum t ( R rezultă că ((t) ( 0 (evident, ((t) ( ((R) = 1, suntem pe zona crescătoare a lui (!) deci X((n ( et(u + M) - n((t)  ( et(u+M) , adică avem dominare; teorema de convergenţă dominată ne arată atunci că X((n ( X( în L1. (
Corolar 3.4. Inegalitatea lui Lundberg. Probabilitatea de ruină verifică următoarea inegalitate

(3.3)
P(( ( () ( e-Ru 

unde R este unica soluţie strict pozitivă a ecuaţiei ((t) = 1. Cantitatea R se numeşte de aceea coeficientul de ajustare al lui Lundberg. Dacă ( ( ( ( S( = u , ea devine chiar egalitate. 


Pentru marginea superioară, avem 

(3.4)
P(( ( () ( e-(R+M) u

unde M = ║(1║(. 

Demonstraţie. Să scriem relaţia (3.2) sub forma 

(3.5)
E(
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Relaţia este verificată pentru orice t ( R. În particular, pentru t = R ea devine 

(3.6)
E(
[image: image81.wmf]{

}

¥

<

t

t

1

RS

e

) = 1

deoarece ((R) = 0. Însă S( ( u (dacă ( ( ( !) deci 1 ( E(eRu1(( ( (() ( E(eRu1(( ( (() ( 1 ( P(( ( () ( e-Ru . Pe de altă parte, S( ( u + M , de unde rezultă (3.4). (

Observaţie. Dacă ( ( ( (  S( = u , atunci (3.5) devine E(
[image: image82.wmf](

)

{

}

¥

<

t

tj

-

1

t

tu

e

) = 1  (t ( R. Cum ( = ( ( etu-(((t)  = 0, această relaţie este aceeaşi cu E(
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(3.7)
Ee-(((t) = e-tu
Funcţia (: (R,() ( (0,() este bijectivă, deci inversabilă. Fie ( = (-1. Atunci relaţia (3.7) devine 

(3.8)
Ee-(x = e-u((x) = (e-((x))u ( x ( 0

Dar expresia din stînga semnului egal este chiar transformata Laplace a lui (!  Punînd e-x = y găsim funcţia generatoare a lui ( sub forma

(3.9)
g((y) = (e-((-logy))u

Ceea ce înseamnă că, măcar principial putem calcula repartiţia momentului ruinei. Esenţial este să putem calcula pe R şi (. 


Exemplu . Dacă (n ( 
[image: image84.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

p

q

r

1

0

2

şi u este număr natural, u ( 1 atunci ( ( ( ( S( = u . Din calcul rezultă ((t) = q + pet + re-2t . R este soluţia pozitivă a ecuaţiei q + pet + re-2t  = 1 ( pet + re-2t = p+r ( R = log
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 deci redescoperim propoziţia 2.3. Funcţia ((t) este log(q + pet + re-2t). Pentru a găsi pe ( trebuie rezolvată ecuaţia q + pet + re-2t = ex cu x ( 0; aceasta este o ecuaţie de gradul III, deci metoda exactă eşuează. 


Puterea metodei se vede mai bine dacă (n ( 
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, 2p – r ( 0. Acum metodele de recurenţă de la capitolul precedent eşuează, căci (u - (u-1 nu mai sunt independente. Totuşi , observînd că ( ( ( ( u ( S( ( u+1 (cele două variante de ruină sunt să ajungem la u sau să sărim de la u-1 la u+1 făcînd un pas ( =2!) avem următoarea estimare:

(3.10)
e-(R+1)u ( ((u) ( e-Ru
Rămîne numai să calculăm pe R. Cum ((t) =  pe2 + q + re​​​​-t ecuaţia devine pe2 + re​​​​-t – (p+r) = 0 (cu y = et!) ( py3 –py –ry + r = 0 ( py2 + py – r = 0 ( R = log
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Încheiem acest paragraf cu o demonstraţie directă a inegalităţii lui Lundberg, care nu foloseşte tehnici de martingale. Ea se adresează cititorului care nu este familiarizat cu martingalele. De asemenea , ea este demonstraţia originală. 

Fie R coeficientul de ajustare al lui Lundberg. Deci ((R) = 1 şi (’(R) ( 0. Înseamnă că E
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d((x) = 1. Cum eRx ( 0, rezultă că ((x) = eRx este o densitate de probabilitate pentru (, în sensul că ( = ((( este o altă probabilitate. 

Fie (n variabile aleatoare i.i.d. cu repartiţia (. Să remarcăm că 

(3.11)
E(n ( 0


Într-adevăr, E(n = 
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Înseamnă că (((u) = 1 ( u ( 0 , din Propoziţia 1.3. 


Pe de altă parte, din (1.8) rezultă că (((u) = 
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(( ( Cn,u)  = eRu(((u) . Dar, cum  (((u) = 1 rezultă inegalitatea 1 ( eRu(((u), care este chiar inegalitatea lui Lundberg. (
4. Inegalitatea lui Lundberg pentru mixturi Poisson

De data aceasta timpul este continuu. Fie ( = ((n)n i.i.d, la fel ca în paragraful 3. Sumele Sn au aceeaşi semnificaţie. Noutatea este că mai există un şir ( = ((n)n de variabile aleatoare i.i.d., pozitive ,de medie finită,  interpretate ca intervale aleatoare de timp la care se petrec modificările. Se presupune că ( este independent de (. Fie (0 = 0 şi, pentru n ( 1, Tn = (1 + (2 + … + (n . Variabilele (n sunt momente aleatoare de timp la care apar schimbări. Fie

(4.1)
 N(t) = 
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A se remarca semnificaţia de contor a lui N(t) : reprezintă numărul de modificări petrecute în intervalul de timp (0,t). Dacă variabilele (n sunt repartizate exponenţial de parametru (, N este procesul Poisson de parametru (, un proces cu creşteri independente. Dacă repartiţia este alta, contorul N nu ai are proprietăţi markoviene ; el se numeşte procesul de reînnoire. Dacă (n sunt constante

Fie, în sfîrşit, 

(4.2)
X(t) = SN(t) 

Deci X(t) reprezintă suma acumulată pînă la momentul t. 


Definim momentul ruinei ca în paragrafele precedente : prima oară cînd X depăşeşte pragul u , iar probabilitatea de ruină este probabilitatea ca acest moment să fie finit. Formal

(4.3) (X,u = (u = inf(t ( 0 ( X(t) ( u(, (X(u) = ((u) = P((u ( () = P(( t ca SN(t) ( u)

Legătura cu paragraful precedent este dată de 

Propoziţia 4.1.Dacă E(1 ( 0, şi P((1=0) = 0, atunci  avem

(4.4) ((u) = P(există n ca Sn ( u) = (((u)

În particular, aceasta este situaţia dacă N(t) este un proces Poisson de intensitate (.

Ca o consecinţă, inegalitatea lui Lundberg funcţionează şi în acest caz : ((u) ( e-Ru
Unde R este unica soluţie pozitivă a ecuaţiei E
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Demonstraţie. Să remarcăm că N(t) ( ( a.s.. Într-adevăr,  din legea numerelor mari Tn /n ( E(1 ( 0 ( Tn ( (. 



Pe de altă parte, 

(4.5)
N(t) = n ( T1 ( t, T2 ( t , …, Tn ( t, Tn+1 ( t

Înseamnă că 

(4.6)
TN(t) (  t ( TN(t)+1 


Deci 

(4.7)
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Dacă N(t) nu ar converge la ( atunci ar trebui să existe un n astfel ca N(t) = n ( t ( t0 . Înseamnă că (4.7) ar deveni, pentru t ( t0, 
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deci Tn+1 = (. Deci Tn + (n+1 = ( ( (n+1 = ( , căci Tn ( t ( (. Dar (n ( L1 ( ((n(( ( a.s. Deci N(t) trebuie să conveargă la (. Atunci 
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( E(1 . Adică, mai mult decît faptul că N(t) ( (, rezultă că 

(4.8)
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De fapt, convergenţa de la (4.8) are loc şi în L1 . Aceasta este teorema de reînnoire. Demonstraţia este mai complicată şi, oricum, în afara problematicii noastre.

Să revenim la (X(u). Aşadar (X(u) = P(( t ca SN(t) ( u) . dar, dacă SN(t) ( u , atunci există un n ca Sn ( u , căci N(t) este un număr natural. Reciproc, dacă există n ca Sn ( u, atunci există şi un t ca N(t) = n deoarece N(t) ( ( şi , din presupunerea că P((1 = 0) = 0 creşterea N(t) – N(t-0) nu poate fi decît 0 sau 1 : adică imaginea funcţiei t ( N(t) este formată din toată mulţimea numerelor naturale. 

În definitiv am arătat că (((( t ca SN(t)(() ( u( = (((( n ca Sn(() ( u(, deci ((u) = (((u). 

Dacă N este un proces Poisson ne încadrăm în condiţiile noastre deoarece P((1-1 este o repartiţie exponenţială, deci absolut continuă, deci P((1 = 0) = 0. (
5. Inegalitatea lui Lundberg pentru modele ]n care aparen ;i prima de asigurare

Pînă acum nu am luat în considerare un model cît de cît real, în care (n sunt riscuri şi compania de asigurare primeşte cîte o primă de asigurare c pentru fiecare risc. O facem acum.

5.1. Modelul discret

Vom presupune că ( = ((n)n sunt riscuri i.i.d. , neconstante şi că a = E(1 ( 0. Ele reprezintă clienţi care vor dă se asigure. Compania are la început u lei. Cîştigul ei la al n-ulea client este atunci

(5.1.1)

Un = u + cn - Sn(()

unde S0(()=0, iar n ( 1 ( Sn(() = (1 + …+ (n . Fie (n = (n – c şi S0(() = 0 şi, analog, n ( 1 ( Sn(() =(1+…+(n . Atunci putem scrie

(5.1.2)

Un = u - Sn(()

Momentul ruinei este (u = inf (n ( Un ( 0( =  inf (n ( Sn(() ( u(. Vom nota

(5.1.3)
 
((,c(u) = P ((u ( ( )

Astfel am ajuns la problema de la (1.1). 

Dacă vrem ca ((,c(u) să nu fie identic egal cu 1, atunci trebuie ca E(n ( 0 deci E(n ( c . Aşadar mai apare condiţia naturală

(5.1.4)

c ( a
În aceste condiţii ştim că ((,c(u) ( e-Ru unde R = R((,c) este constanta lui Lundberg, adică unica soluţie strict pozitivă a ecuaţiei

(5.1.5) E
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În foarte puţine cazuri R = R((,c) se poate calcula exact. Oricum, sunt suficiente cazurile în care aceasta se poate calcula cu o precizie satisfăcătoare folosind calculatorul. 


Chiar şi fără calcul este clar că c ( c’ ( ((,c(u) ( ((,c’ (u) deoarece (n – c  ( (n – c’.

Exemplu. Să presupunem că (n ( Poisson((). Atunci funcţia generatoare de momente este ((t) = E
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(5.1.6)
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Să punem, aşa cum se obişnuieşte c = (1+()E(1 . Coeficientul ( ( 0 este factorul de asigurare la risc (loading factor!) . În cazul nostru, E(1 = ( deci ecuaţia (5.1.6) devine

(5.1.7)

et – 1 = (1+()t

ecuaţie care, chiar dacă nu admite o soluţie R exprimată prin formule este uşor de rezolvat cu orice precizie dorită. Ideea este ca ( să fie cît mai mic, dar şi probabilitatea de ruină să fie mică. De obicei se pleacă de la condiţia ca e-Ru ( ( de unde rezultă un R. Din (5.1.7) găsim că

(5.1.8) ( = 
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Este clar că atunci cînd capitalul iniţial u este mare ne putem permite un R mic. Dezvoltînd în serie pe (5.1.8) rezultă ( = 
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… de unde, neglijînd termenii de grad superior obţinem aproximarea ( ( R/2 . Rezultă un fapt natural intuitiv: cu cît ai un capital mai mare la plecare, cu atît probabilitatea de ruină este mai mică.

Ne preocupăm acum de compararea probabilităţilor de ruină la riscuri diferite. 

Să presupunem că X = (Xn) sunt riscuri cu proprietatea că (n (ra Xn . Deci clienţii Xn sunt mai riscanţi decît clienţii (n. Să presupunem că c este acelaşi. Este adevărat că probabilitatea de ruină este mai mare în cazul clienţilor „mai riscanţi”?

Răspunsul este afirmativ. Noi vom demonstra ceva mai puţin, anume că R((,c) ( R(X,c)

Propoziţia 5.1.1. . Fie ( şi X două şiruri i.i.d. de riscuri.

Să presupunem că (n (  ra Xn  Atunci  R((,c) ( R(X,c) ( c ( 1.

În particular concluzia se păstrează dacă E(1 = EX1 = a  ( 0 şi c = a(1+()  

Demonstraţie. Evident că (1 (ra X1 ( (1 – c (ra X1 – c ( Ew((1 – c ) ( Ew(X1 – c ) ( w convexă şi crescătoare. O asemenea funcţie este w(x) = etx dacă t ( 0. Deci E
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. Înlocuind pe R cu R((,c) rezultă 1 = E
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 de unde R(X,c) ( R((,c). (
5.2. Modelul cu timp continuu

Ne plasăm în contextul de la paragraful 4. Deci ( este un şir i.i.d. de riscuri, ( un şir i.i.d. de variabile aleatoare pozitive, independent de (,  N(t) este contorul  iar X(t) = SN(t)(() . Pînă la momentul t au sosit N(t) clienţi, deci (5.1.1) devine

(5.2.1)

Ut = u + cN(t) – SN(t)(() = u - SN(t)((-c)

unde a doua sumă reprezintă suma variabilelor aleatoare (n-c pînă la momentul N(t). Din paragraful 4 rezultă că probabilitatea de ruină face abstracţie de contorul N(t) şi poate fi estimată ca la paragraful 5.1 , folosind constanta Lundberg.


Un model considerat „mai realist” este cel în care clienţii plătesc prime lunare de asigurări. Atunci , idealizînd puţin, se foloseşte modelul

(5.2.2) Ut = u + ct – X(t) 

Adică se presupune că fluxul plăţilor este determinist, numai plăţile fiind aleatoare. Constanta c se interpretează ca intensitate a fluxului plăţilor.

Putem aplica şi aici modelul dinainte.

Mai întîi să remarcăm că ruina poate apărea numai la momentele de schimbare Tn deoarece c ( 0; între schimbări, capitalul acumulat nu poate decît să crească.


Fie Yn = 
[image: image122.wmf]n

T

U

= u + cTn – Sn (căci evident
[image: image123.wmf](

)

n

T

N

S

 = Sn !) = u – Sn((-c() (a se remarca definiţia lui Tn = (1 + (2 + … + (n !). Condiţia ca ruina sa nu fie sigură este ca 

(5.2.3) E((1 - c(1) ( 0 ( c ( 
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Constanta lui Lundberg este soluţia pozitivă a ecuaţiei E
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 = 1 notată R = R((,(,c).  Cum (1 este independentă de (1 rezultă ecuaţia 

(5.2.4) (((t)(((-ct) = 1

unde ((, (( sunt funcţiile generatoare de momente ale variabilelor (1, (1

Atunci 

(5.2.5) ((u) ( e-R((,(,c)u 

Analogul propoziţiei 5.1.1. este

Propoziţia 5.2.2.. Dacă ( şi X sunt două şiruri i.i.d. de riscuri, independente de momentele (, atunci  (1 (ra X1 ( R((,(,u) ( R(X,(,u)

Demonstraţie. Dacă (1 (ra X1 , atunci (1 - c(1 (ra X1 - c(1 (proprietatea de invarianţă la convoluţii a relaţiei „(ra” se aplică şi la riscuri nu neapărat pozitive!) deci E
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, la fel ca în demonstraţia propoziţiei anterioare. ( 

Să vedem ce devine (5.2.4) în cadrul modelului Poisson. Acum N(t) este un proces Poisson de intensitate (. Deci timpii (n sunt repartizaţi exponenţial de parametru (. Cum E(1 = 1/(, condiţia (5.2.3) devine   c ( (E(1. Notînd a = E(1 , vom pune

(5.2.6) c = a((1+() , ( ( 0

Apoi (((-ct) este transformata Laplace a lui (1 aplicată în ct deci 

(5.2.7) (((-ct) = 
[image: image128.wmf]ct

+

l

l

=
[image: image129.wmf])

1

(

1

1

a

+

+

t


deci ecuaţia 5.2.4 devine 

(5.2.8) (((t) = 1 + t(1+()

care se poate rezolva aproximativ în cazurile de interes.
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