Curs 5. M÷suri pe dreapt÷. Integrala.


M÷suri discrete. M÷suri continue.





	Exist÷ unele m÷suri Stieltjes pe dreapt÷, (,  cu proprietatea c÷ (({x})=0 ( x((. M÷surile acestea, pentru care toate punctele sînt neglijabile se numesc m÷suri continue. Ele admit o caracterizare foarte simpl÷ în termeni de funcþie de repartiþie.


Propoziþia 1. M÷sura Stieltjes ( este continu÷ dac÷ ði numai dac÷ F( este continu÷. 


Demonstraþie. Conform definiþiei, dac÷ F este o funcþie cresc÷toare continu÷ la dreapta, m÷sura Stieltjes generat÷ prin regulile R1-R5 din cursul anterior are proprietatea c÷ (F({x})=F(x)-F(x-0). Deci dac÷ F este continu÷, (F este continu÷. Reciproc, dac÷ ( este continu÷, funcþia sa de repartiþi F=F( construit÷ în cursul precedent are proprietatea c÷ (F=(; deci F(x)-F(x-0)=(({x})=0 deci F este continu÷. (


	Amintim c÷ m÷sura ( se numeðte discret÷ dac÷ ( se poate scrie sub forma (=� EMBED Equation.2  ���p(a)(a unde J este o mulþime cel mult num÷rabil÷, (a sînt m÷surile Dirac definite în Cursul 3 prin (a(A)=1A(a) iar p(a) sînt numere pozitive. 


Propoziþia 2. Fie ( o m÷sur÷ Stieltjes pe deapt÷. Atunci ( se poate descompune sub forma


(1)		( = (c + (d


unde (c este o m÷sur÷ continu÷ iar (c una discret÷.


Demonstraþie. Fie F funcþia de repartiþie a lui (. F este cresc÷toare, continu÷ la dreapta ði deci are o mulþime cel mult num÷rabil÷ de discontinuit÷þi. Fie J mulþimea punctelor de discontinuitate ale lui F. Pentru fiecare a(J fie p(a)=F(a)-F(a-0). Fie (d =� EMBED Equation.2  ���p(a)(a. Vom ar÷ta c÷ ( - (d este o m÷sur÷ continu÷. Într-adev÷r, fie x((. Dac÷ (({x})=0, atunci x este un punct de continuitate pentru F deci x(J( (d({x})=0 de unde (c({x})=0-0=0. Dac÷ (({x})>0, atunci x este un punct de discontinuitate pentru F , deci x(J ði (({x})=F(x)-F(x-0)=p(x)=(d({x}) ( (c({x})=p(x)-p(x)=0. Adic÷ (c este continu÷. (


M÷sura Lebesgue. 


	Fie funcþia identic÷ F:((( , f(x)=x (x((. Evident F este crec÷toare ði continu÷ , deci cu atît mai ult continu÷ la dreapta. M÷sura Stieltjes corespunz÷toare se numeðte m÷sura Lebesgue ði se noteaz÷ cu (. Deci (((a,b])=b-a reprezint÷ lungimea intervalului (a,b]. Din Propoziþia 1 aceast÷ m÷sur÷ este continu÷ deci ( neglijeaz÷ punctele. Rezult÷ c÷ ((I)=0 pentru orice mulþime cel mult num÷rabil÷. 


	Prin procedeul lui Caratheodory, putem construi m÷sura exterioar÷ (* care este (-aditiv÷ pe o (-algebr÷ mai bogat÷ decît B((), ði anume pe mulþimile (-m÷surabile definite în cursul 3, Am v÷zut c÷ orice mulþime A (-neglijabil÷ (deci cu proprietatea c÷ (*(A)=0) este ði m÷surabil÷ Lebesgue. Orice submulþime a unei mulþimi neglijabile Lebesgue este de asemenea (-neglijabil÷. Cum exist÷ mulþimi de puterea continuului neglijabile Lebesgue (de exemplu mulþimea numerelor x((0,1) care se pot scrie în baza 10 f÷r÷ a folosi o anumit÷ cifr÷) rezult÷ c÷ mulþimile (-m÷surabile sînt o (-algebr÷ de cardinalitate 2c, c fiind cardinalitatea lui (. Pe de alt÷ parte se poate ar÷ta c÷ Card(b(())=c, deci mulþimile (-m÷surabile sînt cu mult mai multe decît cele boreliene. De aceea, dac÷ vom da un exemplu de mulþime nem÷surabil÷ Lebesgue, ea va fi cu atît mai mult neborelian÷. 








		Completarea unei (-algebre faþ÷ de o m÷sur÷.


	Prin procedeul lui Caratheodory am extins o m÷sur÷ ( ,(-aditiv÷ ði (-finit÷, definit÷ pe o algebr÷ a la o m÷sur÷ veritabil÷ definit÷ pe (-algebra a(() a mulþimilor (-m÷surabile. Procedeul are sens ði dac÷ m÷sura de plecare ( este definit÷ pe o (-algebr÷, deci dac÷ plec÷m de la un spaþiu cu m÷sur÷ ((,k,(). În acest caz (-algebra k(() se numeðte completata lui k faþ÷ de (. Ea este, de regul÷ mai mare decît k. Cît de mult difer÷ ea faþ÷ de ( ? Pentru a r÷spunde la întrebare, vom cerceta mai întîi dac÷ m÷sura exterioar÷ generat÷, (* nu se poate exprima mai uðor în acest caz particular.


Propoziþia 3. Dac÷ ((,k,() este un spaþiu cu m÷sur÷, atunci pentru orice E ( ( avem


(2)		 (*(E) = inf {((C) ( C( k , E(C }


	Mai mult, pentru orice E ( ( exist÷ o mulþime E1 ( k ca E ( E1 ði (*(E)=((E1).


Demonstraþie. Conform definiþiei , (*(E) = inf { (n(1((An) ( E ( (n(1An, An ( k }. Fie (An)n o acoperire a lui E realizat÷ cu mulþimi din k. Fie A reuniunea lor. Atunci (*(E) ( (*(A) = ((A) (c÷ci A( k)  ( (n(1((An) (c÷ci ( este (-aditiv÷), ði acest lucru este valabil pentru orice acoperire a lui E. Trecînd la infimum, rezult÷ în acest fel inegalitatea  (*(E) ( inf {((A) (A(k , E(A }. Cealalt÷ inegalitate este evident÷.


	În leg÷tur÷ cu afirmaþia a doua, dac÷ (*(E)=(, punem E1=(. Dac÷ nu, fie (an)n(1 un ðir descresc÷tor de numere pozitive care tinde la 0. Pentru orice n exist÷ o mulþime Cn ca ((Cn) < (*(E)+an ði E ( Cn . Fie E1 intersecþia acestor mulþimi. Atunci evident c÷ E1 ( k  ði E ( E1, ((E1)((*(E), deci (*(E)=((E1). (


Observaþie. Mulþimea E1 seam÷n÷ cu „aderenþa” mulþimii E în k . Am putea defini analog ði „interiorul” mulþimii E în k. Relaþia (2) ne sugereaz÷ s÷ introducem prin analogie 


(3)		(*(E) = sup {((C) ( C( k , C ( E }


numit÷ m÷sura interioar÷ generat÷ de (.


Propoziþia 4.  Exist÷ o mulþime E2 ( E ca ((E2) = (*(E) . În plus, dac÷ A( k ði E(A, ((A)<( , atunci 


(4)		(*(A \ E) + (*(E) = (*(A \ E) + (*(E) =((A) 


Demonstraþie. Dac÷ (*(E)=(, exist÷ un ðir de mulþimi Cn ( E ca ((Cn) ( (. Putem pune E2=(n(1Cn . Dac÷ (*(E) < (, lu÷m ca mai sus un ðir an(0 ði Cn(E ca ((Cn)>(*(E)-an. Evident mulþimea E2 = (n(1Cn convine. În leg÷tur÷ cu a doua afirmaþie, avem


(*(A \ E) = sup {((C) ( C( k , C ( A \ E } = sup {((A)-((A\C) ( C( k , C ( A\E } = ((A) - inf {((A\C) ( C( k , C ( A\E }=((A) - inf {((D) ( D( k , D ( E } (c÷ci C ( A\E ( E ( A \ C , iar dac÷ E ( D ( A , D( k atunci D poate fi scris sub forma D = A\C cu C =A\D ( A\E) = ((A)-(*(E), conform cu (2). (


	Aceast÷ abordare ne permite s÷ d÷m o caracterizare absolut remarcabil÷ noþiunii de mulþime (-m÷surabil÷.


Propoziþia 5. (i).Dac÷ (*(A) < (, atunci A este (-m÷surabil÷ ( (*(A) = (*(A).


(ii).Dac÷ ( este (-finit÷, atunci A este (-m÷surabil÷ ( exist÷ A1, A2 ( k ca A2 ( A ( A1 ði ((A1\A2)=0.


Demonstraþie. (i).S÷ presupunem c÷ A este ( m÷surabil÷. Deci 


(5)	(*(EA)+(*(EAc) = (*(E) pentru orice E((


	 Fie E ( k ca ((E)<( ði A(E ( o asemenea mulþime exist÷ deoarece am presupus c÷ (*(A)<() . Atunci (5) devine (*(A) + (*(E\A) = ((E) . Dar , din egalitatea (4) rezult÷ c÷  (*(EAc) = ((E) - (*(A) de unde imediat rezult÷ c÷ (*(A)=(*(A).


	Reciproc, s÷ presupunem c÷ (*(A) = (*(A) < (. Vrem s÷ verific÷m (5). Fie A1, A2 din k ca A2 ( A ( A1 ði ((A2)=(*(A)=(*(A)=((A1) (deci ((A2\A1)=0) . Dac÷ (*(E)=(, atunci relaþia este verificat÷ , deoarece din subaditivitatea m÷surii exterioare avem c÷ (*(EA) < (*(A)<( ( (*(EAc) ( (*(E) - (*(EA) = ( ( (5) se verific÷. Dac÷ (*(E)<( , fie (>0 arbitrar ði F( k ca E(F, ((F) < (*(E)+( . Fie A1, A2 mulþimile de mai sus. Atunci avem : (*(EA)+(*(EAc)  (  (*(EA1) + (*(EA2c) (c÷ci Ac ( A2c)  (   ((FA1)+((FA2c)  = ((FA1 ( FA2c) + ((FA1FA2c) = ((F(A1(A2c))+((F(A1\A2)) ( ((F) + ((A1\A2) < (*(E)+( ði, cum ( este arbitrar, rezult÷ c÷  (*(EA)+(*(EAc)  ( (*(E) ceea ce, coroborat cu subaditivitatea lui (* devine exact (5).


(ii). Fie (Cn)n un ðir de mulþimi disjuncte din k cu proprietatea c÷ (n(1Cn = ( ði ((Cn)<(. Fie A o mulþime (-m÷surabil÷. Atunci mulþimile ACn vor fi de asemenea m÷surabile ði (*(ACn)<(. Din (i), exist÷ mulþimile din k An,1 ði An,2 ca An,2 ( ACn ( An,1  ði ((An,1\An,2)=0. Dac÷ vom pune A1 = (n(1An,1 ði A2 = (n(1An,2 , atunci este clar c÷ A2(A(A1 ði ((A1\A2)=0. Reciproc, Dac÷ A satisface condiþia din enunþ ði Cn sînt mulþimile de mai sus, CnA2 ( CnA ( CnA1 ði ((Cn(A1\A2)) =0 ( (*(CnA)=(*(CnA) < ( deci, din (i), mulþimile CnA sînt (-m÷surabile. Cum familia mulþimilor (-m÷surabile formeaz÷ o (-algebr÷, A este de asemenea m÷surabil÷.(


	Concluzia care se desprinde din  Propoziþia 5 este : mulþimile (-m÷surabile sînt acele mulþimi care pot fi încadrate între dou÷ mulþimi k din a c÷ror diferenþ÷ este neglijabile. Sau, ði mai intuitiv, mulþimile (-m÷surabile sînt cele cu „frontiera” neglijabil÷, „frontiera” fiind „aderenþa” \ „interiorul”. 


	În cazul mulþimilor boreliene ale unui spaþiu metric, putem spune ceva mai mult. Dac÷ m÷sura ( este m÷rginit÷, mulþimile (-m÷surabile sînt cele care pot fi încadrate între o mulþime G( ði una f( avînd aceeaði m÷sur÷. Amintim c÷ o mulþime G( este una care se poate scrie ca o intersecþie num÷rabil÷ de deschise iar o mulþime f( este una care se poate scrie ca reuniune num÷rabil÷ de închise.


Propoziþia 6. (Regularitatea m÷surilor Stieltjes pe spaþii metrice (-compacte).


(i).Fie (X,d), un spaþiu metric ði ( o m÷sur÷ m÷rginit÷ pe b (X) . Atunci A este (-m÷surabil÷ ( exist÷ deschisele (Un)n cu intersecþia A1 ði închisele (Fn)n, cu reuniunea  A2 astfel încît  A2 ( A ( A1 ði ((A1\A2) = 0. 


(ii).Dac÷ ( este o m÷sur÷ Stieltjes iar X este (-compact (adic÷ X se poate scrie ca o reuniune num÷rabil÷ de compacte) atunci (i) se modific÷ în sensul: orice mulþime ( m÷surabil÷ se încadreaz÷ între o mulþime f ( ði una g((. 


Demonstraþie.(i). Fie f  familia acelor submulþimi A ale lui X cu proprietatea 


(6)		( (>0 ( F,G ( X ca F ( A ( G , ((G\F)<(, F închis÷ ði G deschis÷


Atunci f conþine deschisele ( dac÷ G este o deschis÷ ði  an este un ðir de numere strict pozitive ca  an(0,  mulþimile Fn={x(X(d(x,Gc)(an} formeaz÷ un ðir cresc÷tor de mulþimi închise cu reuniunea G deci pentru n suficient de mare, continuitatea monoton÷ a m÷surii implic÷ ((G\Fn)<(. Dac÷ A(X, d(x,A) înseamn÷ inf{d(x,y)(y(A}) ði f  este o (-algebr÷. Intr-adev÷r, este evident c÷ A( f ( Ac( f. Dac÷ (An)n este un ðir de mulþimi din f  cu reuniunea A, fie (>0 arbitrar ði fie Fn închise, Gn deschise ca Fn ( An ( Gn ði ((Gn\Fn) < (2-n. Fie H intersecþia mulþimilor Fn ði G reuniunea mulþimilor Gn. Fie F= F1(F2(...(Fno  cu n0 ales cu proprietatea c÷ ((H \ F) < ( . Atunci F este închis÷, G este deschis÷ F ( A ( G iar ((G \ F) = ((G \ H) + ((H\F) ( (n(1((Gn\Fn) + ( < 2(. Cum ( este arbitrar, am verificat c÷ A ( f. 


	În concluzie f  este o (-algebr÷ care conþine pe b (X). Deci orice mulþime borelian÷ A are proprietatea


(7)	exist÷ A2 o mulþime f( ði A1 una G(  cu proprietatea c÷ A2(A(A1 ði ((A1\A2)=0


Din propoziþiile 3,4,5, orice mulþime (-m÷surabil÷ se încadreaz÷ între dou÷ boreliene de aceeaði m÷sur÷. Dac÷ A este (-m÷surabil÷, exist÷ B2 ði B1 boreliene ca B2 ( A ( B1 ði ((B2\B1)=0. Din (7) exist÷ mulþimile A2 (B2 (o mulþime f() ði A1(B1 (o mulþime g() ca ((A2)=((B2), ((A1)=((B1)  ði acest lucru încheie demonstraþia primului punct.


(ii). Dac÷ X este o reuniune num÷rabil÷ de compacte (Kn)n ði  A este ( - m÷surabil÷, atunci AKn este (-m÷surabil÷ pentru orice compact Kn. Deci ( Bn, Cn ca Bn(AKn(Cn ði ((Cn\Bn)=0, Bn sînt mulþimi f ( iar Cn sînt  g(. Concluzia rezult÷ cu B ði C reuniunea mulþimilor Bn , respectiv Cn. (


Corolar 7. Pe spaþiul cu m÷sur÷ canonic dat pe dreapta real÷, ((,b((),() mulþimile m÷surabile Lebesgue m÷rginite sînt exact acele mulþimi care se pot încadra între un g( ði un f ( avînd  acceaði m÷sur÷.





Transportul m÷surilor. Mulþimi nem÷surabile Lebesgue.


	Fie ((,k)  ði (X, b ) dou÷ spaþii m÷surabile, (: b ([0,(] o funcþie de mulþime ði f:((X o funcþie (k, b )-m÷surabil÷. Pe (X, b ) consider÷m funcþia de mulþime ((f-1 definit÷ prin relaþia


(*)		 ((f-1(B) = ((f-1(B)). 


Propoziþia 8. S÷ presupunem c÷ ( este o m÷sur÷ pe k .Atunci


(i). funcþia ((f-1 definit÷ prin (*) este o m÷sur÷ pe (X, b ). Ea se numeðte imaginea m÷surii ( prin funcþia m÷surabil÷ f. 


(ii).Întotdeauna este valabil÷ inegalitatea  (((f-1)* (  (*(f-1, unde ()* înseamn÷ m÷sura exterioar÷ construit÷ în cursul 3. 


(iii).Dac÷ f este bijectiv÷ ði f-1 este (b, k)-m÷surabil÷ (deci f este un izomorfism)  atunci (((f-1)*= (*(f-1 ði f(k(())=(b(((f-1)) iar f-1(b(((f-1)) = k((). Altfel spus imaginea unei mulþimi (-m÷surabile este o mulþime ((f-1 - m÷surabil÷ ði preimaginea unei mulþimi ((f-1 - m÷surabile este o mulþime (-m÷surabil÷.


Demonstraþie.(i). Fie (Bn)n un ðir de mulþimi disjuncte din b.  Atunci  ((f-1(� EMBED Equation.2  ���Bn) 


= ((f-1(� EMBED Equation.2  ���Bn)) = ((� EMBED Equation.2  ���f-1(Bn)) = � EMBED Equation.2  ���((f-1(Bn)) (deoarece mulþimile f-1(Bn) sînt de asemenea disjuncte iar ( este (-aditiv÷) = � EMBED Equation.2  ���((f-1(Bn) deci ((f-1 este (-aditiv÷. 


(ii). Fie acum E(X oarecare. Prin definiþie 


(2)		( ((f-1 )*(E) = inf {� EMBED Equation.2  ���((f-1 (Bn) : (Bn)n este o b -acoperire a lui E } 


			     = inf {� EMBED Equation.2  ���((f-1 (Bn)) : (Bn)n este o b -acoperire a lui E } 


iar


(3)		 (*(f-1(E) = inf {� EMBED Equation.2  ���((An) :  (An)n este o k -acoperire a lui f-1(E) }


	Dar dac÷ (Bn)n este o b -acoperire a lui E, atunci (f-1(Bn))n  este de asemenea  k -acoperire ale lui f-1(E) de unde (*(f-1( ( ((f-1 )* . 


(iii). Dac÷, în plus, f este bijectiv÷ ði bim÷surabil÷ ði (An)n este o k -acoperire a lui f-1(E) atunci (f(An))n este o b -acoperire a lui E deoarece reuniunea acestor mulþimi acoper÷ pe f(f-1(E))=E ði este clar c÷ acum avem egalitate între (2) ði (3) , deci ( ((f-1 )*= (*(f-1. 


	S÷ verific÷m acum egalit÷þile între completatele (-algebrelor.


Dac÷ A este (-m÷surabil÷, atunci (*(E) = (*(EA)+(*(EAc) ( E((. Fie B=f(A). Problema este s÷ ar÷t÷m c÷ ( ((f-1 )*(F)= ( ((f-1 )*(FB)+ ( ((f-1 )*(FBc) ( F(X deci, þinînd seama de egalitatea ( ((f-1 )*= (*(f-1 , trebuie verificat c÷ (*(f-1(F)) = (*(f-1(FB)) + (*(f-1(FBc)) sau, þinînd seama de faptul c÷ f-1(B)=f-1(f(A))=A, c÷ (*(f-1(F)) = (*(f-1(F)A) + (*(f-1(F)Ac) ceea ce rezult÷ chiar din ipotez÷: A a fost presupus÷ (-m÷surabil÷. Deci B este ((f-1 - m÷surabil÷ adic÷ f(k(()) ( (b(((f-1)). Pentru incluziunea cealalt÷ se raþioneaz÷ la fel: dac÷ B ( b(((f-1), atunci (*(f-1(F)) = (*(f-1(FB)) + (*(f-1(FBc)) =(*(f-1(F)A) + (*(f-1(F)Ac) unde A=f-1(B) . Trebuie verificat c÷ A este (-m÷surabil÷, adic÷ (*(E) = (*(EA)+(*(EAc) ( E((. Or acest lucru este imediat datorit÷ bijectivit÷þii lui f: f-1(F) poate fi orice mulþime E((. Scriind B=f(A) rezult÷ c÷ B ( f(k(()). Cealalt÷ egalitate rezult÷ raþionînd analog cu inversa lui f, f-1.(


	Fie acum (=X=(, k = b = b(() ði (=(, m÷sura Lebesgue. O proprietate fundamental÷ a m÷surii Lebesgue este aceea de a fi invariant÷ la translaþii. 


Definiþie. Fie a((. Funcþia ta:((( se numeðte a-translaþie. Dac÷ A ( (, ta(A):=a+A este a-translatata lui A. 


Propoziþia 9. Toate translaþiile sînt izomorfisme boreliene,  ((ta-1 = ( iar (*(ta-1=(*. Deci atît ( cît ði (* sînt invariante la translaþii. În plus, translatata oric÷rei mulþimi (-m÷surabile va fi de asemenea o mulþime (-m÷surabil÷.


Demonstraþie. C÷ translaþiile sînt bijective este evident. Inversa lui ta este t-a deci , fiind continue, atît ta cît ði inversa t-a sînt m÷surabile Borel. Dac÷ x<y((  ði A=(x,y) atunci evident c÷(ta)-1(A) = (x-a,y-a)  (  ((ta-1(A)  =  ((x-a,y-a) = y-x = ((A) deci ((ta-1 ði ( coincid pe familia intervalelor deschise. Dac÷ dou÷ m÷suri (-finite coincid pe o familie de mulþimi închis÷ la intersecþii finite, atunci ele coincid pe (-algebra generat÷. Deci ((ta-1 = (. Din Propoziþia 3 rezult÷ acum c÷ (*(ta-1= (((ta-1)* = (*. Din Propoziþia 3(iii) rezult÷  c÷ dac÷ A este m÷surabil÷ Lebesgue, atunci ði ta-1(A) = A-a este de asemenea m÷surabil÷ Lebesgue.  (


	Putem da acum un exemplu de mulþimi care nu sînt m÷surabil÷ Lebesgue, ði deci,cu atît mai mult nu este borelian÷. Ele se numesc mulþimi de tip Vitali.


	Fie G ( ( un grup aditiv num÷rabil ði dens (de exemplu G=Q sau G=Z(� EMBED Equation.2  ���)). El defineðte relaþia de echivalenþ÷ 


(5)			x(y ( x-y(G.  


Definiþie. Orice familie de reprezentanþi pentru relaþia de echivalenþ÷ (5) se numeðte mulþime de tip Vitali.


Propoziþia 10.(i).   Dac÷ V este o mulþime de tip Vitali, atunci � EMBED Equation.2  ���(x+V) = (.


(ii). În orice interval (a,b) ( ( exist÷ o mulþime de tip Vitali.


(iii).Nici o mulþime m÷rginit÷ de tip Vitali nu este m÷surabil÷ Lebesgue, deci nu este borelian÷.


Demonstraþie. (i).Fie t((. Cum V este o familie de reprezentanþi exist÷ un unic v(A ca t(v ( x=t-v(G ( t=v+x ( x+V. (ii). Sensul afirmaþiei este c÷ pentru orice interval (a,b) ði pentru orice t(( Ct((a,b)((, unde Ct este clasa de echivalenþ÷ a lui t. Dar aceasta este evident : Ct = {x(( : t(x } ={x(( : x-t(G} = {x(( : x(t+G} = t+G . Cum G este dens, t+G este de asemenea dens÷, deci intersecteaz÷ orice interval deschis într-o infinitate de puncte. (iii). Fie V o mulþime Vitali m÷rginit÷. Presupunem prin absurd c÷ ea este m÷surabil÷ Lebesgue. Atunci toate translatatele x+V vor fi de asemenea (-m÷surabile, din Propoziþia 4. Mai mult,  x,y(G,x(y ( (x+V)((y+V)=( (t((x+V)((y+V) ( ( u,v(V ca x+u=y+v ( u(v, absurd: într-o familie de reprezentanþi nu exist÷ elemente echivalente) deci toate mulþimile din descompunerea de la (i) sînt disjuncte. Cum pe (-algebra mulþimilor (-m÷surabile (* este (-aditiv÷, rezult÷ c÷ ( = (*(() = (* (� EMBED Equation.2  ���(x+V)) = � EMBED Equation.2  ���(*(x+V) . Dar (*(x+V)=(*(V) , din propoziþia anterioar÷. Rezult÷ c÷ (*(V)(0 , deoarece în caz contrar toate mulþimile x+V ar fi neglijabile, deci ( ar fi neglijabil, absurd.


	Contradicþia apare din faptul c÷ (*(V) nu poate fi nici stric pozitiv. Într-adev÷r, am presupus c÷ V este m÷rginit÷, deci exist÷ a< b ca V ( (a,b) .  Atunci � EMBED Equation.2  ���(x+V) ( (a,b+1) ((*(� EMBED Equation.2  ���(x+V)) ( (*((a,b+1)) = b+1-a < ( ( � EMBED Equation.2  ���(*(x+V) <( ( (*(V)Card(G((0,1)) < ( ( (*(V)=0.


	Absurditatea obþinut÷ are o singur÷ explicaþie: am presupus c÷ V este m÷surabil÷ Lebesgue. Deci V nu esta (-m÷surabil÷. (


Observaþie. Acest tip de raþionament se poate face la orice m÷sur÷ ( de pe dreapt÷ care nu încarc÷ punctele, adic÷ pentru orice m÷sur÷ ( cu proprietatea c÷ (({x})=0 ( x((. O teorem÷ celebr÷ a lui Ulam  afirm÷ c÷ pentru orice m÷sur÷ continu÷ de pe dreapt÷ exist÷ mulþimi care nu sînt (-m÷surabile. Demonstrarea ei dep÷ðeðte nivelul acestui curs. Ea poate s÷ dea o explicaþie la faptul c÷ teoria m÷surii nu se poate face renunþînd la conceptul abstract de (-algebr÷. Ar fi fost mult mai uðor dac÷ m÷surile s-ar fi putut defini pe p((). Nu ar mai fi ap÷rut complicaþii legate de m÷surabilitate. Din nefericire, acest lucru este imposibil Ar fi însemnat s÷ nu se mai studieze m÷sura Lebesgue, ci numai m÷surile discrete.





Repartiþii pe dreapt÷. 


	În cazul particular în care ((,k,() este un spaþiu probabilizat ði f este o variabil÷ aleatoare ( deci (X, b ) = ((, b(() ), m÷sura ((f-1 are o denumire special÷. Ea se numeðte repartiþia variabilei aleatoare f. Mai general, orice probabilitate pe ((, b(() ) se numeðte repartiþie pe dreapt÷. O probabilitate pe    ((n, b((n) ) se numeðte repartiþie pe (n . Cum orice repartiþie pe dreapt÷ este o m÷sur÷ m÷rginit÷, deci o m÷sur÷ Stieltjes, ea admite o funcþie de repartiþie care o determin÷, anume F(x) = ((f-1 ((-(,x]). Aceast÷ funcþie se numeðte prin abuz funcþia de repartiþie a variabilei aleatoare f ði se mai noteaz÷ Ff. Ca orice funcþie de repartiþie  a unei m÷suri Stieltjes, ea este cresc÷toare ði continu÷ la dreapta. În plus, cum ( este  probabilitate, F mai are propriet÷þile evidente


(6)		F(-()=0, F(()=1


	Din motive tipografice,de multe ori vom scrie Ff(x)=((f(x) în loc de ((f-1(-(,x]). Este ði o notaþie mai sugestiv÷. 


Propoziþia 11. Fie ( o repartiþie pe dreapt÷. Atunci exist÷ un spaþiu probabilizat ((,k,P) ði o variabil÷ aleatoare astfel ca P(f-1=(.


Demonstraþie. Putem alege (=(, k = b(() , f funcþia identic÷ f(x)=c ( x(( ði P=(.. (


Observaþie. De multe ori în Teoria Probabilit÷þilor ði în Statistic÷ sînt afirmaþii care încep cu propoziþia “Fie o variabil÷ aleatoare X cu repartiþia (”. Rostul Propoziþiei 2 a fost de a demonstra c÷ nu se vorbeðte despre mulþimea vid÷ : obiectul în cauz÷ (variabila aleatoare cu repartiþia cutare) exist÷ întotdeauna. Din punct de vedere practic, îns÷ Propoziþia 2 nu este foarte util÷. Problema ar fi urm÷toarea : s÷ se g÷seasc÷ un algoritm pentru a se construi pe un spaþiu probabilizat standard o variabil÷ aleatoare f avînd o repartiþie dat÷. Mulþi algoritmi statistici au nevoie de o faz÷ prealabil÷ în care se simuleaz÷ variabile aleatoare cu o anumit÷ repartiþie dat÷. Calculatorul ne pune la dispoziþie ceva care simuleaz÷ foarte bine spaþiul probabilizat (=(0,1), k = b((0,1)), P=(((0,1). Sensul urm÷toarei propoziþii este de a indica un procedeu de a simula o variabil÷ aleatoare cu o anumit÷ repartiþie pe acest spaþiu probabilizat.


	Fie deci ( o probabilitate pe ((,b(()) ði F funcþia sa de repartiþie, F(x)=(((-(,x]). Pentru orice 0<y<1 definim funcþia


(7)		F+(y) = sup {x(( : F(x) ( y} = sup F-1((-(,y]) = inf F-1((y,())


Funcþia F+:(0,1)(( se numeðte pseudoinversa lui F. Din (7) rezult÷ imediat


(8)		x < F+(y) ( F(x) ( y ( x ( F+(y)


Din (8) rezult÷ imediat


(9)		F(F+(y)) ( y


deoarece t > F+(y) ( F(t) > y iar F este continu÷ la dreapta.


Propoziþia 12. Funcþia F+:(0,1) ( ( definit÷ prin (7) este m÷surabil÷ ði P((F+)-1=(.


Demonstraþie. Fie a((. Atunci 


(10)		 F+(y)(a  ( F(F+(y))(F(a) ( y ( F(a) (din 9).


	 Pe de alt÷ parte din (8) rezult÷ ði c÷


(11)		 y < F(a)(  F+(y) ( a 


 Combinînd (10) cu (11) rezult÷ c÷ 


(12) 	(0,F(a))  ( {F+ ( a} ( (0,F(a)]


Din (12) rezult÷ c÷ 


(13)		F(a) = (((0,F(a))) = P((0,F(a)))  ( P({F+ ( a}) ( P((0,F(a)]) =(((0,F(a)]) = F(a)  


 Fie ( = P((F+)-1.  Din (13) rezult÷ c÷ (((-(,a]) = F(a) = (((-(,a])  ( a(( . Intervalele de acest tip formeaz÷ un sistem de generatori închis la intersecþii finite pentru b(() . Rezult÷ c÷ ( = (  = P((F+)-1.


Observaþie.Cu acelaði efort se putea demonstra un rezultat mai general: orice m÷sur÷ Stieltjes ( de pe dreapt÷ este imaginea m÷surii Lebesgue de pe un interval deschis I printr-o funcþie F+ cresc÷toare continu÷ la dreapta. Nu aveam decît s÷ lu÷m funcþia F := F( ði s÷-i lu÷m pseudoinversa F+:(F(-(),F(()) ( (. Aceeaði demonstraþie de la Propoziþia 7 arat÷ c÷ ( = (((F+)-1 datorit÷ faptului c÷


(14)		(F(a),F(b)) ( { a < F+ ( b } ( [F(a),F(b)]  


deci


(15)		(((F+)-1((a,b]) = F(b)-F(a) = (((a,b]) 


pentru orice interval (a,b], iar aceste intervale formeaz÷ sistem de generatori închis la intersecþii finite pentru b(() .


	Integrala.
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