13. Polinoamele lui Bernstein - consecinþ÷ a legii numerelor mari. Fie f:[0,1] ( ( continu÷. Ar÷taþi c÷ polinoamele fn(x) = � EMBED Equation.2  ��� converg uniform la f.





14.Lema Borel - Cantelli. Partea evident÷. Fie ((,k,P) un spaþiu probabilizat ði (An)n un ðir de mulþimi din k.Presupunem c÷ � EMBED Equation.2  ���< ( . Atunci P(limsup An) =0.





15. Lema Borel - Cantelli.Cazul evenimentelor independente. Dac÷ (An)n sînt independente ði � EMBED Equation.2  ���= ( atunci P(limsup An) =1.





16. Varianþa în cazul discret.Fie X o variabil÷ aleatoare cu repartiþia X (� EMBED Equation.2  ���. Ar÷taþi c÷ Var(X) = � EMBED Equation.2  ���





17. O inegalitate care generalizeaz÷ uneori inegalitatea lui Jensen. Fie f:[a,b] ( ( derivabil÷ de dou÷ ori. Presupunem c÷ exist÷ c1 < c2 ca x([a,b] ( c1 ( f”(x) ( c2 . Fie (pj)1(j(n  o combinaþie convex÷ . Atunci 


	c1 � EMBED Equation.2  ��� ( 2� EMBED Equation.2  ��� (  c2 � EMBED Equation.2  ���





18. Un caz particular. Fie p,q( 0, p+q =1. Atunci , în ipotezele de la exerciþiul precedent este valabil÷ inegalitatea c1pq(x-y)2 ( 2(pf(x)+qf(y) - f(px+qy)) ( c2pq(x-y)2. 





19. Cazuri ði mai particulare. Fie 0 < a < b . Atunci 


(i). 	4(a+b)3 - 3b(a-b)2 ( (a+b)3 ( 4(a+b)3 - 3a(a-b)2


(ii)	� EMBED Equation.2  ���





20. Problem÷ f÷r÷ sens.Care este probabilitatea ca , extr÷gînd un num÷r la întîmplare , acesta s÷ fie par ? 





21. Probabilitatea naiv÷ pe N. Fie In = {1,2,...,n} . 


(i). Definim P(A) = � EMBED Equation.2  ���. Ar÷taþi c÷ definiþia nu are sens. Într-adev÷r, dac÷ lu÷m mulþimea A = {n( N ([log2(n)] este par } ði an = (A(In(, atunci liminf an =� EMBED Equation.2  ��� , limsup an = � EMBED Equation.2  ���. Deci limita în cauz÷ poate s÷ nu existe.


(ii). Dac÷ definim P(A) = � EMBED Equation.2  ���, definiþia are sens dar P este numai subaditiv÷, nu ði aditiv÷.


(iii). Dac÷ definim probabilitatea ca la (i), dar renunþ÷m la pretenþia ca orice mulþime s÷ aib÷ o probabilitate, atunci fie c = {A ( N (� EMBED Equation.2  ��� exist÷  }. Atunci :


	- toate mulþimile finite F aparþin la c  ði P(F) = 0.


	- Dac÷ A ( c atunci ði Ac ( c.


	- Dac÷ A,B ( c ði sînt disjuncte, atunci A(B( c .


	- Este posibil ca A,B ( c dar A(B ( c.





22. Urma unei (-algebre. Fie ((,k) un sp÷þiu m÷surabil ði A ( (. 


(i).Fie m1 = {B( k (B(A} ði m 2 = {AB(B( k }. Coincide m1 cu m 2?


(ii). Fie A ( ( . Definim k (A) = {B( k (B ( Ac sau A ( B }. Ar÷taþi c÷ k (A) este o (-algebr÷ ði o variabil÷ aleatoare f este k (A) -m÷surabil÷ ( f(A este constant÷.





23. Spaþiile Lp((,k , ( ) cu ( mulþime finit÷. Fie ( = {1,2,...n} ði (=� EMBED Equation.2  ���, pi>0. Ar÷taþi c÷


(i). � EMBED Equation.2  ���fd( = � EMBED Equation.2  ���f(i); f = g(mod () ( f=g ; seminormele Np sînt chiar norme .


(ii). (f(pp = (� EMBED Equation.2  ���(f(i)()p dac÷ p<( ði (f(( = max {(f(i)( ( 1(i(n }. Toate spaþiile Lp coincid între ele ði sînt spaþii Banach homeomorfe cu  (n echipat cu distanþa  euclidian÷. Convergenþa în m÷sur÷, aproape sigur÷ ði în Lp este aceeaði .


(iii). S÷ presupunem acum c÷ ponderile pi pot fi ði nule. Fie J(() := Supp(() = {j ( ( ( pj > 0 }. Atunci f = g(mod () ( f(i)=g(i) ( i(J; dac÷ J ( ( , atunci spaþiile L p nu mai sînt spaþii normate, nefiind separate , iar spaþiile  Lp coincid toate cu spaþiul euclidian (J((). În sfîrðit, (.(( depinde de m÷sura ( numai prin intermediul mulþimii Supp(() , în sensul c÷ dac÷ ( ði ( sînt dou÷ m÷suri cu acelaði suport, normele (.(( calculate cu ( ði ( coincid.





24. Spaþiul vectorial al m÷surilor cu semn în cazul ( finit. P÷str÷m notaþiile din exerciþiul precedent . Fie X mulþimea m÷surilor cu semn pe ((,p(()), X+  m÷surile pozitive ði Pn mulþimea probabilit÷þilor. Dac÷ ((X, fie J+(() = {j((( pj > 0}, unde (=� EMBED Equation.2  ���. Verificaþi c÷:


(i). (+ = � EMBED Equation.2  ���pj(j ; (- =� EMBED Equation.2  ���(-pj )(j , (((=� EMBED Equation.2  ���(pj((j , ((( = � EMBED Equation.2  ���(pj(. Deci aplicaþia T:X((n dat÷ prin T(() =(p1,...,pn) , (unde pe (n consider÷m norma 1, (x(:=� EMBED Equation.2  ���(xj() este o izometrie. 


(ii).Dac÷ ( ði ( sînt m÷suri din X atunci (<<( ( Supp(() ( Supp((), ((( ( Supp(()=Supp((), ((( ( Supp(()(Supp(() = ( ði toate m÷surile din X sînt absolut continui faþ÷ de m÷sura cardinal card. Cine este densitatea � EMBED Equation.2  ���?


(iii). Dac÷ ( =� EMBED Equation.2  ���pj(j , ( =� EMBED Equation.2  ���qj(j ði ( << ( ar÷taþi c÷ ( = f(( cu f(j) =� EMBED Equation.2  ��� deci densitatea garantat÷ de Teorema Radon Nikodym nu este în general unic÷.


(iv). În cazul particular n=3 reprezentaþi mulþimile T(X+), T(P3), T((j), T(card), T({(((<<(}) cu (=p(1+q(2 . 





25. Spaþiile  l p . Acestea sînt spaþiile Lp(N,p(N), () cu ( m÷sura cardinal, ( = card. Ar÷taþi c÷  


(i). Dac÷ f ( 0, atunci � EMBED Equation.2  ���fd( =� EMBED Equation.2  ���f(n). Dac÷ f nu este neap÷rat pozitiv÷, fie I+(f)={n(1(f(n)>0} ði I-(f) = { n(1(f(n)<0 }. Atunci f are integral÷ ( � EMBED Equation.2  ��� f(n) < ( sau � EMBED Equation.2  ���f(n) > -( iar  f este integrabil÷ ( seria  � EMBED Equation.2  ���f(n) este absolut convergent÷.


(ii). Dac÷ p < q atunci l p ( l q  ( l (. Mai mult, f( l p ( (f(( = limp(((f(p. 


(iii).  Toate spaþiile l p sînt diferite unul de altul iar (p(1 l p (  c0  (  c  ( l ( unde c0 reprezint÷ spaþiul ðirurilor convergente la 0 iar c reprezint÷ spaþiul ðirurilor convergente.


(iv). Fie fn un ðir de funcþii definite pe ( - deci de ðiruri. Atunci 


fn ( f (în m÷sur÷) ( fn ( f (în l (.) ( fn (f (uniform) ( fn ( f (( a.s.).


(v). Ðirul fn := 1{n} converge la 0 ( aproape sigur dar nu convergeîn m÷sur÷.


(vi). Toate m÷surile ( cu proprietatea c÷ (({n})<( ( n sînt (-finite ði admit densitatea faþ÷ de (. Care este aceasta?





26. Spaþiile L p(N,p(N), () cu ( o m÷sur÷ (-finit÷ oarecare. Fie ( = � EMBED Equation.2  ���pn(n cu pj ( 0 ði fie Supp(() = {n(1 ( pn > 0 }.  Ar÷taþi c÷


(i).  � EMBED Equation.2  ���fd( = � EMBED Equation.2  ���pnf(n) . Funcþia f este integrabil÷ ( seria este absolut convergent÷.


(ii). (f(p = � EMBED Equation.2  ��� dac÷ p<(, (f(( = sup { (f(n)( ( n ( Supp(() }.


(iii). Dac÷ Supp(() este finit atunci toate spaþiile (L p(N,p(N), ())p(1 coincid . 


(iv). Dac÷ f ( � EMBED Equation.2  ��� L p(N,p(N), () atunci (f(( = limp(((f(p (deci limita din dreapta exist÷).


(v). Dac÷ ( este m÷rginit÷ atunci sînt valabile incluziunile p < q ( L q( ()  ( L p( () .


(vi). S÷ presupunem c÷ Supp(() = N ði c÷ pn ( 0 cînd n ( (. Fie k1 < k2<k3<......  astfel ca � EMBED Equation.2  ��� . Fie An ={kn}ði fie 1 ( p < q < ( . Fie fp =� EMBED Equation.2  ���. Atunci fp(L p( ()  \ L q( ()  deci toate spaþiile acestea sînt diferite. În aceleaði ipoteze funcþia f = � EMBED Equation.2  ���( L (( () dar f((1(p<( L p( (). 


(vii). Întotdeauna mulþimile Lp(() pot fi gîndite ca submulþimi ale lui ((.  Verificaþi c÷ dac÷ ( este o probabilitate Supp(() = N, atunci acestea formeaz÷ o familie descresc÷toare de mulþimi din b (()( ði c÷ intersecþia lor conþine pe L (((). Coincide intersecþia cu L ((() ?


(viii).  Dac÷ ((N) = ( se poate ca între aceste spaþii s÷ nu fie nici o incluziune. Dac÷, de exemplu, (({n}) = � EMBED Equation.2  ��� atunci funcþia f = � EMBED Equation.2  ���este în L 1(() \ L 2(() iar funcþia g definit÷ prin g = � EMBED Equation.2  ���  este în  L 2(() \ L 1(().


(ix). Totuði, întotdeauna familia de mulþimi din (( dat÷ prin Ap = L p(()( L ((()  este cresc÷toare : p < q ( Ap ( Aq . 





27.  Spaþiile L p((,k, () cu ( m÷sura cardinal , ( nenum÷rabil÷. Atunci 


(i). ( nu mai este (-finit÷.


(ii). Pentru fiecare variabil÷ aleatoare f fie Supp(f) = {x(( ( f(x) ( 0 }.Ar÷taþi c÷ Supp(f)(k ði c÷ dac÷ f  este integrabil÷, atunci Supp(f) este o mulþime cel mult num÷rabil÷. 


(ii). Dac÷ f admite (-integral÷, atunci cel puþin una din mulþimile {f >0} sau { f<0} este cel mult num÷rabil÷.


(iii). f = g (mod () ( f=g. Deduceþi c÷ L p((,k, () deja sînt spaþii Banach (nu mai trebuie factorizate). Incluziunile dintre ele sînt la fel ca în cazul num÷rabil : cel mai mare este L ( . 


(iv). Orice m÷sur÷ ( pe ((,k) este absolut continu÷ faþ÷ de ( dar teorema Radon-Nikodym nu mai funcþioneaz÷. Demonstraþi c÷ m÷sura Lebesgue pe ((,b(()) nu este de forma f(( cu f (0, deði este (-finit÷. De ce?





28. O m÷sur÷ absolut contiun÷ faþ÷ de o probabilitate care nu admite densitate .  


Fie ( = [0,1] , k = b ([0,1]), ( = m÷sura Lebesgue pe (. Fie (: k  ( [0,(] m÷sura dat÷ prin ((A) = � EMBED Equation.2  ���. ar÷taþi c÷ ( << ( dar ( nu este de forma ( = f(( cu f (0 m÷surabil÷. 





29. Spaþiile L p ((,b ((), () cu ( m÷sura Lebesgue. 


(i). Fie X = { f : ( ( ( ( f m÷surabil÷ ði ((Supp(f)) < (. Atunci X este un spaþiu vectorial ði 1 ( p ( q ( ( (X ( L q ((,b ((), () ( X (  L p ((,b ((), ().


(ii). Dimpotriv÷, în aceleaði ipoteze L ( (()  ( L p ( ()  (  L ( (()   (  L q (( ).


(iii). Funcþia f(x) = � EMBED Equation.2  ��� este în L 1 ( () \  L 2 ( () iar g(x)=min(1,� EMBED Equation.2  ���) este în   L 2 ( () \  L 1 ( (). Deci în general nu este nici o incluziune între spaþiile L p (().


(iv). Funcþia f(x) = � EMBED Equation.2  ���este în toate spaþiile L p((). Calculaþi (f(p . 


(v). Dac÷ f  ( (1(p(( L p(() atunci (f(( = limp(( (f(p .


(vi). Dac÷ not÷m cu f = {g : ( ( ( (g m÷surabil÷ Lebesgue,  f = g (mod () } care este cardinalitatea  lui f? 


(vii). Ar÷taþi c÷ funcþia f:( ( ( , fa(x) = � EMBED Equation.2  ���1(0,()(x) este integrabil÷ Riemann pe [0,() dar nu este integrabil÷ Lebesgue.


(viii). Daþi exemple de ðiruri de funcþii m÷surabile (fn)n care s÷ convearg÷ în m÷sur÷, dar nu (-a.s. ði nici în L p((); care s÷ convearg÷ (-a.s. dar nu în m÷sur÷; s÷ convearg÷ în L 1 (() dar nu în  L 2 ((); în general, s÷ convearg÷ în L p(().dar nu în L q(().





30.Contraexemplu la Teoremei lui Fubini. O bijecþie de la N la N2. Fie f: N ( N ( N dat÷ prin f(i,j) = 2i(2j+1). Pe (N,p (N)) consider÷m m÷sura ( = � EMBED Equation.2  ���. Atunci


(i). Funcþia f este bijectiv÷ ði i1(i2 , j1(j2 ( f(i1 , j1) ( f(i2 , j2).


(ii). Aplicaþia m: p (N) ( [0,(] dat÷ prin m(A) = ((f(A)) este o m÷sur÷ de tip produs : exist÷ m÷surile m 1 , m 2  pe N ca m = m 1 ( m 2 . S÷ not÷m ri,j = m({i,j}) = piqj. aplicînd Teorema lui Fubini pentru funcþii pozitive deduceþi c÷ dac÷ pi, qj sînt nenegative, atunci � EMBED Equation.2  ���.


(iii). Fie funcþia g = � EMBED Equation.2  ���. Verificaþi atunci c÷ integralele iterate exist÷ : � EMBED Equation.2  ���dm 1 (m)dm 2(n) = � EMBED Equation.2  ��� = 1 dar 


� EMBED Equation.2  ���dm 1 (m)dm 2(n) = � EMBED Equation.2  ��� = 0. De ce nu coincid ?








31. Produsul de m÷suri discrete este de asemenea m÷sur÷ discret÷. Fie ((i,ki) , i=1,2 dou÷ spaþii m÷surabile . Fie A={xi(i( I} ( (1  ði B={yj(j( J} ( (2   dou÷ mulþimi cel mult num÷rabile. Fie (pi)i(I ði (qj)j(J numere pozitive. Consider÷m m÷surile  ( = � EMBED Equation.2  ���(pe (1)  ði ( = � EMBED Equation.2  ���(pe (2) . Verificaþi c÷ atunci ((( = � EMBED Equation.2  ���. În particular ((x,y)=(x((y .





32. Exemple în care integralele iterate nu coincid sau coincid deði funcþia nu este integrabil÷


(i). (N,p (N)) consider÷m m÷sura cardinal ( . Fie A = {(i,i)(i( N }, B = {(i.i+1)(i( N }ði fie f=1A-1B. Atunci � EMBED Equation.2  ��� = 1 dar � EMBED Equation.2  ��� = 0.


(ii). În acelaði context de mai sus fie 


f(x,y) = � EMBED Equation.2  ��� . Ar÷taþi c÷ în acest caz, deði f nu este ((( - integrabil÷, integralele itereate exist÷ ði coincid.


(iii). Fie ( = [-1,1]2, k = b ([-1,1]2 ) , ði f(x,y) = � EMBED Equation.2  ���. Atunci f este m÷surabil÷, nu este integrabil÷ faþ÷ de (2 dar integralele iterate coincid.





33. O m÷sur÷ pu semn de tip produs. Fie q ( (-1,1) ði m m÷sura pe N2 definit÷ prin m({(i,j)}) = qi+j. Este m o m÷sur÷ produs ? Cine este m +, m -, ( m (, ( m (? 





34. O m÷sur÷ cu semn absolut continu÷ depinzînd de parametri. 


 Fie ( = {(x,y)((2(x2 + y2 ( 1}. Fie f:(2 ( ( , f(x,y) = ax+by+c, a,b,c (( ði ( = (f1()((2.


(i). Este ( o m÷sur÷ cu semn? care este norma sa? Cum trebuie s÷ fie numerele a,b,c, pentru ca ( s÷ fie o m÷sur÷ veritabil÷?


(ii). Dar o probabilitate? Dar o m÷sur÷ de tip produs?


(iii). Fie pe ( variabilele aleatoare X = pr1,  Y = pr2. S÷ presupunem c÷ a,b,c sînt aleði astfel ca ( s÷ fie probabilitate. Ar÷taþi c÷ X ði Y nu sînt niciodat÷ independente.  


(iv). Dac÷ a=b=0 ði ( este probabilitate ar÷taþi c÷ X ði Y sînt necorelate.

















34.Generalizare pentru p(1 .  


(i). Fie Ip = � EMBED Equation.2  ���. Dezvoltaþi pe (1 - xp)1/p în serie, aplicaþi teorema de Lebesgue de convergenþ÷ dominat÷ ði ar÷taþi c÷ Ip = � EMBED Equation.2  ���. 


Estimaþi apoi restul ði deduceþi c÷ � EMBED Equation.2  ���


(ii). Fie   Sp ={(x,y)((2((x(p +(y(p ( 1} discul unitate din (2  faþ÷ de norma (.(p ði s(p) aria sa. Ar÷taþi c÷ p<q ( Sp ( Sq deci funcþia s:[1,() ( ( este cresc÷toare. Verificaþi c÷ s(1) = 2, s(2) = (, s(() = 4 ði c÷ s(p) = 4Ip de unde deduceþi estim÷ri pentru s(3) ði s(4). 


(iii). Pe ( = (2, k = b ((2) m÷surile Pp : = � EMBED Equation.2  ��� ((2 sînt probabilit÷þi. Variabilele aleatoare de la exerciþiul precedent (adic÷ X= pr1 ,Y= pr2) sînt necorelate dar, cu excepþia cazului p=( ele nu sînt independente. 





35. Generalizarea la (n. Volumul sferei euclidiene n-dimensionale ði volumul simplexului n-dimensional. Acum ( = (n, k = b ((n), Xj =  prj . S(n,p) = {x((((x(p(1} = {x((n ( � EMBED Equation.2  ���}, s(n.p) = (n(S(n,p)) iar probabilit÷þile Pp = � EMBED Equation.2  ���. (n .


(i).  Dac÷ p ( ( , variabilele aleatoare (Xj)1(j(n sînt necorelate dou÷ cîte dou÷ dar nu sînt independente. 


(ii). Ar÷taþi prin inducþie dup÷ n c÷ s(n,1) = � EMBED Equation.2  ���, s(n,() = 2n. 


(iii). Fie  Sr(n,p) = {x((((x(p( r} sfera de centru 0 ði raz÷ r ði sr(n,p) volumul s÷u. Ar÷taþi atunci c÷ sr(n,p) = rns(n,p) iar secþiunea în Sr(n,p) prin hiperplanul xn = x (cu (x(<r ) este � EMBED Equation.2  ���. Deduceþi de aici c÷ numerele sr(n,p) verific÷ ralaþiile de recurenþ÷ 


sr(n,p) =r(sr(n-1,p)� EMBED Equation.2  ���. În particular, volumul sferei unitate este dat de realþia de recurenþ÷ s(n,p) = 2s(n-1,p)� EMBED Equation.2  ���. Deduceþi de aici volumul sferei euclidiene (cazul p=2) care este dat de relaþia de recurenþ÷ s(n,2)=s(n-1,2)� EMBED Equation.2  ���, s(2,2) = ( . Rezult÷ s(n,2) = � EMBED Equation.2  ��� .





36. Inegalit÷þile lui Bonferoni.


(i). Fie n ði k dou÷ numere naturale. ar÷taþi, prin inducþie dup÷ k identitatea � EMBED Equation.2  ��� . Pentru n ( k, � EMBED Equation.2  ���= 0 deci membrul drept coincide cu 0.


(ii). Deduceþi c÷ � EMBED Equation.2  ��� ( 1 ( k impar)  ði � EMBED Equation.2  ��� ( 1 pentru k par. Dac÷ n(k inegalit÷þile devin egalit÷þi.


(iii). Fie A1,...,An submulþimi ale unui spaþiu oarecare (. Fie A reuniunea lor ði pentru k ( n, fie fk = � EMBED Equation.2  ���. Ar÷taþi folosind (ii) c÷ 1A ( f1-f2+...+(-1)k-1fk  (k  impar ) ði , dac÷ k este par este valabil÷ inegalitatea invers÷ : 1A ( f1-f2+...+(-1)k-1fk . De exemplu, indicatorul lui A verific÷ cleðtele f1 - f2 ( 1A ( min(f1, f1-f2+f3). 


(iv). S÷ presupunem acum c÷ ((,k ,() este un spaþiu cu m÷sur÷ ði c÷ A1,...,An au toate m÷sura finit÷. Fie Sk = � EMBED Equation.2  ���. Atunci sînt valabile urm÷toarele inegalit÷þi (inegalit÷þile lui Bonferonni) : ((A) ( S1-S2+...+(-1)k-1Sk  (k  impar ) iar pentru k par este valabil÷ inegalitatea contrar÷ : ((A) ( S1-S2+...+(-1)k-1Sk . De exemplu ((A) ( S1 - S2+S3 ði ((A) ( S1-S2. 


(v). Dac÷ , de exemplu, ((,k ,P) este un spaþiu probabilizat ði A1,...,An sînt independente dou÷ cîte dou÷ ði P(Ak)=p ( 1(k(n, inegalitatea Bonferroni ne poate da o margine inferioar÷ pentru P(A): np - n(n-1)p2/2 ( P(A) ( np. Pentru n=3 obþinem P(A) ( 3p -1.5p2 iar pentru n=4 rezult÷ 4p - 6p2 ( P(A) ( 4p. Dac÷ p este mic, ele sînt destul de satisf÷c÷toare: dac÷ p=.1 ði n=4 obþinem, în ipotezele de mai sus c÷ .34 ( P(A) ( .4 ; dac÷ cele patru evenimente ar fi toate independente , s-ar obþine valoarea exact÷ P(A) = 1 - .94 ( .355 . 





37. Funcþia de repartiþie a unei m÷suri m÷rginite în plan. 


Fie ( = (2 , k = b ((2) ði ( o m÷sur÷ m÷rginit÷. Definim F((x,y) = (((-(,x]((-(,y]), F1 :=  F1,((x) = (((-(,x]((),F2 := F2,((y) = (((((-(,y]) .  Ar÷taþi c÷


(i). F1 ði F2 sînt funcþii de repartiþie pentru m÷surile (1 = (((pr1)-1 ði (2 = (((pr2)-1 .


(ii). Dac÷ ( ði (‘ sînt dou÷ m÷suri m÷rginite, atunci F(+(‘ = F( + F(‘ .


(iii). Dac÷ ( = ((a,b), atunci F((x,y) = 1(-(,x](a)(1(-(,y](b).


(iv). Dac÷ ( = (1((2 cu (1 ,(2 m÷suri m÷rginite pe dreapt÷ , atunci F( = � EMBED Equation.2  ���.


(v). Reciproc, dac÷ F1 ði F2 sînt funcþii cresc÷toare , continui la dreapta ði m÷rginite, astfel încît  F1(-()=F2(-()=0 ði F( = F1(F2 , atunci ( este o m÷sur÷ de tip produs. 


(vi).Fie ( o m÷sur÷ m÷rginit÷ ði F funcþia sa de repartiþie. Atunci F are urm÷toarele propriet÷þi:


	(a). F(-(,y) = F(x,-() = 0


	(b). x(x’, y(y’ ( F(x,y) ( F(x’,y’) (monotonie)


	(c).F(x+0,y) = F(x,y+0) = F(x+0,y+0) = F(x,y) (continuitate la dreapta).


	(d).F(x+h,y) - F(x,y) =(((x,x+h](() , F(x,y+k) - F(x,y) = ((((((y,y+k]).


	(e).F(x-0,y) = (((-(,x)((-(,y]) , F(x,y-0) = (((-(,x]((-(,y)) .


	(f). F(x-0,y-0) = (((-(,x)((-(,y)).


	(g). Dac÷ F1 ði F2 sînt funcþiile de la (i), atunci F1(x) = F(x,() , F2(y) = F((,y) .


	(h). (((x,x+h]((y,y+k])=F(x+h,y+k)-F(x+h,y)-F(x,y+k)+F(x,y).


	(i).  F(x,y) - F(x-0,y) = (({x}((-(,y]), F(x,y)-F(x,y-0) = (((-(,x]({y}).


	(j). F(x,y)-F(x-0,y-0) = (((-(,x]({y} ( {x}((-(,y]).


	(k). F(x,y)-F(x-0,y)-F(x,y-0)+F(x-0,y-0) = (({(x,y)}).


(vii). Reciproc, dac÷ F: (2 ( [0,() este o funcþie m÷rginit÷ care satisface propriet÷þile a,b,c,e,f (limite) ði în membrul drept al egalit÷þii (h) cantitatea este pozitiv÷ (mai precis, dac÷ definim (F(x,y;h,k) := F(x+h,y+k)-F(x+h,y)-F(x,y+k)+F(x,y) , atunci (F(x,y;h,k) ( 0 pentru  x,y( (, h,k ( 0 ) atunci exist÷ o m÷sur÷ m÷rginit÷ ( în plan ca funcþia sa de repartiþie F( s÷ coincid÷ cu F.


(viii). Dac÷ F1 ði F2 sînt dou÷ funcþii de repartiþie pe dreapt÷, este adev÷rat c÷ funcþia F definit÷ prin F(x,y) = F1(x) + F2(y) este funcþie de repartiþie pentru o m÷sur÷ planar÷?


(ix). Este funcþia F(x,y) = min(x+y, x+1, y+1)1(0,()(x)1(0,()(y) funcþie de repartiþie pentru vreo m÷sur÷ planar÷ ?


(x). Densitatea unei m÷suri faþ÷ de (2. Fie ( o m÷sur÷ m÷rginit÷ planar÷. Fresupunem c÷ funcþia F( este derivabil÷ de dou÷ ori. Atunci (<<(2 ði , mai precis, ( = F”x,y((2. 





38. Exemple ði contraexemple de funcþii de repartiþie planare. 


(i).G÷siþi funcþia de repartiþie a m÷surii ((A) = ((pr1( DA)) cu ( m÷sura Lebesgue unidimensional÷ ði D = {(x,x) ( 0 ( x ( 1 }. Dar a m÷surii ((A) = ((pr1( EA)) cu E fiind segmentul care uneðte punctele (1,0) ði (0,1) ? Ar÷taþi c÷ aceste m÷suri, deði continue (adic÷ neglijeaz÷ punctele) nu sînt absolut continue faþ÷ de (2 (fiind concentrate pe mulþimi neglijabile) , ba mai mult, deci sînt singulare faþ÷ de ea. Înseamn÷ c÷ funcþia lor de repartiþie, deði continue, nu sînt derivabile. 


(ii). Fie funcþiile F1 (x,y) = min(x,y)1[0,()(x) 1[0,()(y) ði F2(x,y) = max(x,y) 1[0,()(x) 1[0,()(y). Pot ele fi funcþii de repartiþie pentru m÷suri planare?. Dar suma lor este funcþie de repartiþie?





39. Repartiþia unui vector aleator .Densitatea unui vector aleator.  Fie ((,k,P) un spaþiu probabilizat ði Z=(X,Y) un punct aleator. Spunem c÷ Z are densitate dac÷ P(Z-1 este absolut continu÷ faþ÷ de (2 . 


(i). Ar÷taþi c÷ dac÷ X este o variabil÷ aleatoare uniform repartizat÷ , atunci punctul aleator Z=(X,X) nu are densitate , deði ambele sale coordonate au densitate.  Deci nu este suficient ca ambele coordonate ale unui punct s÷ aib÷ densitate faþ÷ de ( ca el s÷ aib÷ densitate. 


(ii). Fie X un vector aleator n-dimensional cu densitatea (X. Fie A o matrice  n(n ði b((n. Atunci AX+b are de asemenea densitate ði (AX+b (x) =  � EMBED Equation.2  ��� .


(iii) Dac÷ X este vector aleator de componente (Xi)1(i(n atunci media sa este vectorul dat prin EX = (EXj)1(j(n . Ar÷taþi c÷ , dac÷ A este o matrice cu m linii ði n coloane iar  b((m atunci E(AX+b) = AEX + b. 





40..Repartiþii simetrice n-dimensionale. Fie X un vector aleator n-dimensional . Fie ( = (X repartiþia sa. Pentru fiecare permutare ( ( Sn fie f(: (n ( (n funcþia definit÷ prin permutarea componentelor: f((x) = ( x((!), x((2) , ..., x((n) ) . Spunem c÷ ( este simetric÷ dac÷ ((f(-1 = (. Dac÷ g : (n ( ( este o funcþie m÷surabil÷, spunem c÷ g este simetric÷ dac÷ g(f( = g. Dac÷ C ( b ((n) spunem c÷ C este simetric÷ dac÷ 1C este o funcþie simetric÷. În sfîrðit, un vector aleator X este simetric dac÷ repatiþia sa (X este simetric÷. 


(i). Dac÷ ( = (n cu ( o repartiþie pe dreapt÷, atunci ( este simetric÷. Deci dac÷ (Xj)1(j(n sînt variabile aleatoare i.i.d. , atunci X este un vector aleator simetric. 


(ii). S÷ presupunem c÷ ( = (((n . Atunci ( este simetric÷ ( ( este simetric÷.


(iii). Dac÷ X este un vector aleator simetric atunci componentele sale (Xj)1(j(n sînt identic repartizate. Rezult÷ c÷ EX = (a,a,...,a) cu a=EX1 .


(iv). Mai mult, dac÷ X este un vector simetric ði J ( {1,2,...,n} este o mulþime cu k elemente, vectorul X(J) de componente (Xj)j(J este de asemenea simetric ði P(X(J)-1 = P(X({1,2,...,k})-1. Deduceþi de aici c÷ E(XiXk) = E(X1X2) ( 1(i,j(n  deci matricea coeficienþilor de corelaþie R=(rij)1(i,j(1  are forma R=� EMBED Equation.2  ���cu r = ((X1, X2) .








41. Repartiþia uniform÷ în cazul unei mulþimi finite. S÷ presupunem c÷ X este o variabil÷ aleatoare simpl÷. Fie C = Im(X). Spunem c÷ X este repartizat÷ uniform dac÷ P(X=x)=� EMBED Equation.2  ��� ( x(C. Ar÷taþi c÷ dac÷ X ði Y sînt variabile aleatoare simple independente uniform repartizate, atunci vectorul (X,Y)  este de asemenea uniform repartizat. Mai r÷mîne afirmaþia adev÷rat÷ dac÷ X ði Y nu sînt independente? Verificaþi c÷ dac÷ C={0,1,2} punctul aleator Z cu repaertiþia Z(� EMBED Equation.2  ���cu p=� EMBED Equation.2  ��� are ambele componente uniform repartizate ði necorelate deði el nu este uniform repartizat.








42. Repartiþia uniform÷ pe un compact. Fie C ( (n o mulþime compact÷ neneglijabil÷ Lebesgue . Probabilitatea U(C) =  (a1C)((n cu 1/a = (n(C) se numeðte repartiþia uniform÷ pe C. Dac÷ vectorul aleator X:( ( C are repartiþia U(C) atunci X se numeðte uniform  repartizat pe C. Deci dac÷ X  ( U(C) atunci P(X ( B) = � EMBED Equation.2  ���. Dac÷ C = [0,1]n atunci X se numeðte pur ði simplu  uniform repartizat. Ar÷taþi c÷ 


(i).Dac÷ X ( U(B),Y ( U(C) ði X este independent de Y atunci (X,Y) ( U(B(C) unde B( (m ði C((n sînt compacte neneglijabile Lebesgue. 


(ii). Dac÷ X ( U(C), media sa EX se numeðte baricentrul lui C. Ar÷taþi c÷ dac÷ C are un centru de simetrie (adic÷ un punct a(C cu proprietatea c÷ x(C ( 2a-x ( C) atunci EX=a. 


(iii). Folosind formula de transport ar÷taþi c÷ dac÷ X ( U(C) ði g:(n ( ( este m÷surabil÷ m÷rginit÷ atunci Eg(X) = � EMBED Equation.2  ��� 


(iv). Calculaþi EX dac÷ X este uniform repartizat într-un cerc, sfer÷, triunghi.


(v). S÷ presupunem c÷ X ( U(C) cu C ( (n compact neneglijabil Lebesgue. Fie T: (n ( (n o transformare afin÷ nesingular÷, adic÷ T(x) = Ax + b cu A matrice nesingular÷, b((n . Atunci T(X) ( U(T(C))


(vi). Dac÷ X (U(C) cu C un compact simetric  atunci X este vector simetric. Deci baricentrul lui C, EX =(a,a,...,a) cu a=EX1. 





43. Repartiþia uniform÷ într-un simplex. Fie x(0),x(1),...,x(n) ( (n. Acoperirea convex÷ a acestor vectori C = co({x(0),x(1),...,x(n)}) se numeðte simplexul de vîrfuri (x(j))0(j(n  cu condiþia ca interiorul acestei mulþimi s÷ fie nevid (altfel se numeðte simplex degenerat) . Dac÷ x(0)=0 ði x(j)=ej unde (ej)1(j(n  este baza canonic÷ din (n, atunci C se numeðte simplexul canonic ði se noteaz÷ cu Pn. 


(i). Simplexul C este imaginea simplexului canonic Pn prin aplicaþia afin÷ T:(n ( (n dat÷ de relaþia T(x) = Ax+b unde  b=x(0) iar A este matricea avînd coloanele 


(x(1) -x(0),x(2) - x(0),...,x(n) - x(0))  (vectorii x(j) îi gîndim ca vectori coloan÷).


(ii). Dac÷ X ( U(Pn) atunci  X este simetric ði densitatea lui X este (X = � EMBED Equation.2  ���iar dac÷ X(U(C) cu C = co({x(0),x(1),...,x(n)}) atunci (x = n!1C /(det(A)(unde matricea A este        A = (x(1)-x (0),x(2) - x(0),...,x(n) - x(0)),  (x(j))0(j(n fiind vîrfurile simplexului. 


(iii). Dac÷ X ( U(Pn) atunci EX = � EMBED Equation.2  ���( (n iar coeficienþii de corelaþie ((Xi,Xj)1(i(j(n coincid cu ((X1,X2) =� EMBED Equation.2  ���. Verificaþi apoi c÷ E(X1X2) = � EMBED Equation.2  ��� În general, dac÷ C = co({x(0),x(1),...,x(n)}) atunci EX = � EMBED Equation.2  ��� este centrul de greutate obiðnuit al celor n+1 vectori.





44. Statistici de ordine. Fie X un vector n-dimensional cu densitatea (X faþ÷ de (n. Ordon÷m componentele lui X în ordine cresc÷toare X(1) ( X(2) ( ...( X(n) . Variabila aleatoare X(j) se numeðte statistica de ordine nr. j a lui X.  Fie Y vectorul  (X(1) , X(2) , ..., X(n)). 


(i).Y are de asemenea densitate (Y dat÷ de formala (Y(x) = � EMBED Equation.2  ��� unde, dac÷ ( este o permutare din Sn , f((x) = (x((j))1(j(n . 


(ii). Dac÷ (X este simetric÷ , atunci (Y=n!(X1D . În particular dac÷ (Xj)1(j(n sînt variabile aleatoare i.i.d., atunci (Y(x) = n!((x1)((x2)...((xn)1D(x), unde am presupus c÷ P(Xj-1 = (((. Dac÷ X este ði uniform repartizat pe [0,1]n , atunci Y este uniform repartizat în simplexul Qn := co(0,en,en+en-1,en+en-1+en-2,....,e1+e2+...+en). Cum acesta este congruent cu Pn rezult÷ c÷ (Y = � EMBED Equation.2  ���.


(iii). Media.Deduceþi din (ii) c÷ dac÷ X ( U([0,1]n)  , atunci EY =� EMBED Equation.2  ���. 


(iv). Repartiþia statisticii de ordine nr. j în cazul uniform. Dac÷ X este uniform repartizat în [0,1]n atunci X(j) ( (j(( cu (j(x) = � EMBED Equation.2  ���1(0,1)(x). Deduceþi apoi de aici c÷  EX(j) = � EMBED Equation.2  ���, E(X(j)2) =� EMBED Equation.2  ���,   (2(X(j)) =� EMBED Equation.2  ���


 (v). Ecarturile -Diferenþele statisticilor de ordine. Fie X ( U([0,1]n), Y statistica sa de ordine ði Z vectorul Z =(Y1,  Y2-Y1,...,Yn - Yn-1 ). Ar÷taþi c÷ Z ( U(Pn) deci diferenþele au toate aceeaði medie EZj = (n+1)-1. Reciproc, dac÷ Z ( U(Pn) atunci vectorul Y*=(Z1,Z1+Z2,...,Z1+...+Zn) are aceeaði repartiþie cu Y. 


(vi). Corelaþia între dou÷ statistici de ordine. Deduceþi din (v) c÷ dac÷ X este uniform repartizat în [0,1]n atunci E(X(i)X(j)) = � EMBED Equation.2  ��� ði c÷ ((X(i) , X(j)) =� EMBED Equation.2  ���. Deci ((X(1) , X(n)) = � EMBED Equation.2  ���





45. Repartiþia uniform÷ pe cercul trigonometric. Fie S o variabil÷ uniform repartizate   pe [0,2(]. Atunci spunem c÷ Z=(cosS,sinS) este uniform repartizat pe cerc. 


(i). Dac÷ Z=(X,Y) este uniform repartizat pe cerc, atunci X,Y sînt necorelate dar nu independente. Repartiþia (Z fiind concentrat÷ pe cerc este singular÷ faþ÷ de (2.


(ii). Dac÷ Z1 ði Z2 sînt uniform repartizate pe cerc, atunci Z1+Z2 are o densitate ( faþ÷ de (2 ði anume ((x,y)=� EMBED Equation.2  ��� cu r = r(x,y) =� EMBED Equation.2  ���


(iii). Ce face urm÷torul program BASIC?


	cls: screen 9: window(-3,-3)-(3,3): pi = 4*atn(1)


        1  s = 2*pi*rnd :  t = 2*pi*rnd : x = cos(s) +cos(t) : y=sin(s)+sin(t)


	pset(x,y),14


	goto 1





46. Un punct aleator ]n interiorul unui cerc care nu este uniform repartizat. 


Fie R (U(0,1) ði T ( U(0,2(). Fie X = RcosT , Y=RsinT . Atunci P((X,Y)-1 = (((2 cu ((x,y)=� EMBED Equation.2  ��� deci (X,Y) nu este uniform repartizat în descul C={(x,y)((2(x2+y2(1}. Variabilele X ;i Y s]nt necorelate dar nu independente. 
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