	  Curs 3. M÷sura. Prelungirea  lui Caratheodory





Definiþie.M÷sura. Fie ((,K) un spaþiu m÷surabil.  O m÷sur÷ este o funcþie (: K ([0,(] care nu este identic egal÷ cu ( ði are proprietatea c÷ pentru orice ðir de mulþimi disjuncte din K , (An)n avem


(1)			 ((� EMBED Equation.2  ���An)  = � EMBED Equation.2  ���((An)


Tripletul ((,k,() format dintr-un spaþiu m÷surabil ((,k) ði o m÷sur÷ ( pe k se numeðte spaþiu cu m÷sur÷.


Observaþie. Proprietatea (1) se numeðte (-aditivitate. Deci m÷sura este o funcþie de mulþime (-aditiv÷. Putem observa c÷ pentru ca definiþia s÷ aib÷ sens nu era nevoie neap÷rat ca K  s÷ fie (-algebr÷ : putea fi (-sistem ði (1) avea sens . Dac÷ ((()<(, atunci ( se numeðte m÷sur÷ finit÷ sau m÷rginit÷. Dac÷, în plus, ((()=1 , m÷sura ( se numeðte probabilitate. Ea formeaz÷ obiectul de studiu al teoriei probabilit÷þilor. A nu se confunda “(-aditiv÷” cu “(-finit÷” ! Teoremele importante ale teoriei m÷surii se refer÷ la m÷suri (-finite.


Observaþie. Dac÷ înlocuim (1) cu


(1’) 			A,B( K , AB=( ( ((A(B)=((A)+((B)


obþineam o funcþie de mulþime (simplu) aditiv÷. Unii numesc acest obiect m÷sur÷ finit aditiv÷.


Propoziþia 1. (i).Dac÷ ( este o m÷sur÷, atunci ((()=0.


	(ii).Orice m÷sur÷ este finit aditiv÷.


Demonstraþie. (i).Fia A(k astfel ca ((A)<(. Fie ðirul de mulþimi A1=A, A2=A3=...=(. Mulþimile sînt disjuncte ði reuniunea lor este A. Deci ((A)=((A)+lim n((n(((). Cum ((A)<( rezult÷ c÷ ((()=0 deoarece altfel membrul drept ar tinde la (.


(ii). Lu÷m ðirul A1=A, A2=B, A3=A4=... =(. Mulþimile sînt disjuncte ði reuniunea lor este A(B. Conform punctului (i), rezult÷ c÷  ((A(B)= ((� EMBED Equation.2  ���An)  = � EMBED Equation.2  ���((An) = ((A)+((B). (


Exemplu. M÷sura Dirac. Fie x(( un punct oarecare. Definim funcþia (x(A)=1A(x). Cum , dac÷ mulþimile (An)n(N sînt disjuncte, � EMBED Equation.2  ���, rezult÷ c÷ (x este o m÷sur÷.


Propoziþia 2.(i).  Dac÷ (1 ði (2 sînt dou÷ m÷suri ði a1, a2 ([0,() , atunci a1(1+a2(2 este o m÷sur÷.


(ii). 	Dac÷  ((n)n este un ðir de m÷suri atunci   � EMBED Equation.2  ���(n este de asemenea o m÷sur÷.


Demonstraþie.(i).Fie (=a1(1+a2(2. Fie (An)n un ðir de mulþimi disjuncte din K. Atunci ((� EMBED Equation.2  ���An) = a1(1(� EMBED Equation.2  ���An) + a2(2(� EMBED Equation.2  ���An) = a1� EMBED Equation.2  ���(1(An) + a2� EMBED Equation.2  ���(2(An) =� EMBED Equation.2  ���((An). Pe de alt÷ parte ( nu este identic egal÷ cu ( deoarece ((()=0.


(ii). Fie (k=(1+(2+...+(k ði (An)n un ðir de mulþimi disjuncte din . Fie (=� EMBED Equation.2  ���(n = sup (k (putem înlocui “lim” cu “sup” deoarece sumanzii sînt nenegativi) . Atunci ( nu  este constant egal÷ cu (, deoarece ((()=0. Pe de alt÷ parte  ((� EMBED Equation.2  ���An)  = sup{ (k(� EMBED Equation.2  ���An) : k(1 } = sup { � EMBED Equation.2  ���(k(An) : k(1 } (c÷ci (k sînt m÷suri conform primului punct) = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� (întotdeauna dou÷ “sup” comut÷) = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� (limita sumei este suma limitelor) = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.(


Exemplu de aplicare. Fie (x(n))n un ðir de elemente din ( ði (pn)n  un ðir de numere nenegative. Atunci funcþia ( = � EMBED Equation.2  ���pn(x(n) este o m÷sur÷ ði ((A)=� EMBED Equation.2  ���pn. M÷surile de aceast÷ form÷ se numesc m÷suri discrete iar numerele pn se numesc ponderi. Dac÷ toate ponderile sînt egale cu 1 , atunci ((A)= (A(E( unde E={x(n)(n ( 1} . Dac÷ ( este num÷rabil÷ ði E=( am obþinut ceea ce se cheam÷ m÷sura cardinal . 





	Nu toate m÷surile sînt discrete. Dimpotriv÷, cele mai interesante - cum ar fi m÷sura Lebesgue - nu sînt aða. Ele nu se dau printr-o formul÷, ci se construiesc plecînd de la o m÷sur÷ (-aditiv÷ pe o algebr÷ conform metodei lui Caratheodory.


Definiþie. Fie ( o mulþime oarecare ði a o algebr÷ de p÷rþi ale lui (. O funcþie  (: a ([0,(] care nu este identic egal÷ cu +( , cu proprietatea 


(1’’)	 (An)n ( a  disjuncte ði   � EMBED Equation.2  ���An ( a  ( ((� EMBED Equation.2  ���An) = � EMBED Equation.2  ���((An)


se numeðte m÷sur÷ pe algebra a . A fost nevoie s÷ punem condiþia ca reuniunea mulþimilor An s÷ fie în a deoarece o algebr÷ de mulþimi nu este stabil÷ la operaþia de reuniune num÷rabil÷. Dac÷ exist÷ un ðir de mulþimi Cn ( a  ca ((An)<( ði � EMBED Equation.2  ���Cn = (, atunci ( se numeðte  (-finit÷.


	În propoziþia urm÷toare vom da criterii de a cunoaðte dac÷ o funcþie de mulþime simplu aditiv÷ este (-aditiv÷.


Propoziþia 3. (Criteriul lui Kolmogorov).


(i). Fie ( a( [0,() o funcþie de mulþime aditiv÷ m÷rginit÷. Atunci urm÷toarele afirmaþii sînt echivalente:


(i1).  ( este (-aditiv÷;


(i2). Pentru orice ðir descresc÷tor de mulþimi din a , (An)n  cu proprietatea c÷   � EMBED Equation.2  ���An = ( rezult÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���((An) = 0.


(i3). Pentru orice ðir descresc÷tor de mulþimi din a , (An)n  cu proprietatea c÷ � EMBED Equation.2  ���((An) > 0 rezult÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���An ( (.


(ii). Dac÷ ( este (-aditiv÷ ,atunci ( este ði (-subaditiv÷, adic÷ 


(2)	 (An)n ( a    ði   � EMBED Equation.2  ���An ( a ( ((� EMBED Equation.2  ���An) ( � EMBED Equation.2  ���((An)


Demonstraþie. (i). (i2) ( (i3) este evident : nu sînt decît dou÷ forme de a spune acelaði lucru.


(i1) ( (i2). Disjunct÷m mulþimile An  astfel : B1=A1 \ A2, B2=A2 \ A3, ..., Bn = An \ An+1, ... . Cum (An)n este un ðir descrec÷tor rezult÷ c÷ A1=� EMBED Equation.2  ���Bn , A2=� EMBED Equation.2  ���Bn , ði, în general,   Ak=� EMBED Equation.2  ���Bn (k(1. Rezult÷ c÷ toate aceste reuniuni, deði infinite, aparþin algebrei a . Din (-aditivitatea lui ( rezult÷ c÷ ((A1)= � EMBED Equation.2  ���((Bn) <(. Deci ((Ak)= � EMBED Equation.2  ���((Bn) formeaz÷ resturile unei serii convergente care, evident tind la 0 cînd k ( (. (i2)((i1): .Fie (An)n un ðir de mulþimi disjuncte cu proprietatea c÷ reuniunea lor A aparþine algebrei a. Vrem s÷ ar÷t÷m c÷ ((A)= � EMBED Equation.2  ���((An). Fie Sn=A1(A2(...(An. Cum ( este finit aditiv÷ rezult÷ c÷ ((Sn) = ((A1)+((A2)+...+((An) . Deci ceea ce vrem este s÷ ar÷t÷m c÷ ((A)=� EMBED Equation.2  ���((Sn). Putem îns÷ scrie A=Sn(Rn cu Rn=� EMBED Equation.2  ���An+j. Cum A ði Sn sînt în algebra a  ði Rn=A \ Sn rezult÷ c÷ ði Rn ( a . Dar  ðirul (Rn)n este descresc÷tor ði � EMBED Equation.2  ���Rn = ( (într-adev÷r,  x(A ( exist÷ un unic n(x) ca x(An(x) - c÷ci mulþimile An sînt disjuncte; atunci x ( Rn(x)+1 ( nici un x nu aparþine intersecþiei mulþimilor Rn). Din ipotez÷ rezult÷ c÷  � EMBED Equation.2  ���((Rn) = 0. Aðadar ((A)=((Sn)+((Rn) ði � EMBED Equation.2  ���((Rn) = 0 ( ((Sn) ( ((A). 


(ii). Fie B1=A1, B2=A2 \ A1,...., Bn=An \(A1(A2(...(An-1),   .. mulþimile obþinute prin disjunctarea mulþimilor (An)n. Cum a  este algebr÷, Bn( a  ( n(1. Mulþimile Bn sînt disjuncte ði reuniunea lor este A. Cum ( este (-aditiv÷, ((A) = � EMBED Equation.2  ���((Bn)  ( � EMBED Equation.2  ���((An)  (evident Bn(An ( ((Bn)(((An).(


	


	Ideea lui Caratheodory.


	Fie (:a ( [0,() o m÷sur÷ (-aditiv÷ pe algebra a. Deocamdat÷ vom presupune c÷ ( este m÷rginit÷, deci ((()<(. Vom prezenta un algoritm, datorat lui Caratheodory, de a extinde pe ( la o m÷sur÷ veritabil÷ pe (( a). Algoritmul acþioneaz÷ în doi paði.


	Pasul 1. Construcþia m÷surii exterioare. 


Definiþie. Fie E ( ( o mulþime oarecare. Orice ðir de mulþimi din a , (An)n, astfel încît E ( � EMBED Equation.2  ���An  se numeðte a -acoperire a lui E. Fie (*: p(() ( [0,() definit÷ prin 


(3)		(*(E) = inf {� EMBED Equation.2  ���((An) : (An)n este a -acoperire a lui E }


	Funcþia (* se numeðte m÷sura exterioar÷ generat÷ de (.  Noþiunea are sens pentru orice m÷sur÷ finit aditiv÷ pe A, nu neap÷rat (-aditiv÷ ði m÷rginit÷. Iat÷ unele propriet÷þi ale m÷surii exterioare în cazul general, cînd ( este numai aditiv÷:


Propoziþia 4. Dac÷ ( este finit aditiv÷ pe a , atunci


(i).   	(* este (-subaditiv÷, adic÷ (*(� EMBED Equation.2  ���En) ( � EMBED Equation.2  ���(*(En) ( En ( (.


(ii).	(*(() = 0.


(iii). 	E ( F ( ( ( (*(E) ( (*(F) .


(iv).	Dac÷ A ( a , atunci ((A) ( (*(A).


Demonstraþie.  (i).Fie (En)n ( ( , E =� EMBED Equation.2  ���En ði (>0. Pentru fiecare n(1 consider÷m a -acoperiri ale lui En , (An,j)j ca


(4)		(*(En) ( � EMBED Equation.2  ���((An,j) ( (*(En) + (/2n


Atunci mulþimile (An,j)n,j realizeaz÷ o acoperire a lui E. Din definiþia m÷surii exterioare


(*(E) (� EMBED Equation.2  ���((An,j) = � EMBED Equation.2  ���(( An,j) (� EMBED Equation.2  ���((*(En)+(/2n) = � EMBED Equation.2  ���(*(En) + ( . Cum ( este arbitrar rezult÷ c÷ (*(E) ( � EMBED Equation.2  ���(*(En), adic÷ ceea ce voiam. (ii). Evident:  putem lua toate mulþimile An=(. (iii) rezult÷ din faptul c÷ orice acoperire a lui E este ði acoperire a lui F. (iv). Ðirul (A,(,(,...) este o a -acoperire a lui A deci (*(A)(((A)+((()+((()+... = ((A) conform cu (iii).(


Exemplu. Fie (=Q (mulþimea numerelor raþionale) ði a  algebra dat÷ de intervalele de numere raþionale de tipul (-(,a)(Q. Deci o mulþime din a este de forma A=(� EMBED Equation.2  ���( B )(Q cu [ai,bi) intervale disjuncte ði B o mulþime care poate fi : vid÷, un interval de tipul (-(,a), interval de tipul [b,() sau , în sfîrðit, o reuniune de tipul (-(,a)([b,(). Definim ((A)= ( dac÷ mulþimea este de ultimele trei tipuri . Dac÷ mulþimea A este de primul tip, atunci ((A) o definim ca suma lungimilor intervalelor din care se compune A Obþinem o m÷sur÷ finit aditiv÷ pe a  cu proprietatea c÷ (*(E)=0 ( E(Q. Într-adev÷r, cum Q este num÷rabil, putem enumera E sub forma E={x1,x2,...}. Fie ( > 0 arbitrar ði An=[xn - (/2n+1,xn + (/2n+1). Evident (An)n formeazî o a -acoperire a lui E ði � EMBED Equation.2  ���((An) = � EMBED Equation.2  ���(/2n = (, deci (*(E) < (. In concluzie în acest caz (*(0. (


	În cazul în care ( este (-aditiv÷ restricþia lui (* la a coincide cu (.


Propoziþia 5. Dac÷ ( este (-aditiv÷, atunci A( a ( (*(A)=((A).


Demonstraþie. Fie (>0 arbitrar. Fie (An)n o a -acoperire a lui A ca (*(A)( � EMBED Equation.2  ���((An) ( (*(A)+(. Atunci mulþimile (A(An)n realizeaz÷ o alt÷ a -acoperire a lui A (c÷ci a este algebr÷). Deci ((A)( � EMBED Equation.2  ���((An(A) (c÷ci ( este (-subaditiv÷ din Propoziþia 3) ( � EMBED Equation.2  ���((An) ( (*(A)+(. (	Pasul 2. Intoducerea mulþimilor (-m÷surabile.


Aici vom presupune c÷ ( este (-aditiv÷ ði m÷rginit÷.


Definiþie Spunem c÷ mulþimea A ( ( este (-m÷surabil÷ dac÷


(5)		E ( ( ( (*(EA)+(*(EAc) = (*(E)


Notaþie. Vom nota mulþimile (-m÷surabile cu k(().


Observaþie. Datorit÷ subaditivit÷þii lui (*, întotdeauna (*(E)( (*(EA)+(*(EAc). Deci 


(6)		A este (-m÷surabil÷ ( (*(EA)+(*(EAc) ( (*(E) ( E ( (


 Propoziþia 6. a ( k(() .


Demonstraþie. Fie A( a ði E ( ( oarecare. Fie (>0 oarecare ði (An)n o a -acoperire a lui E ca � EMBED Equation.2  ���((An) ( (*(E) + (. Cum a  este algebr÷, rezult÷ c÷ mulþimile (AAn)n ði (AcAn)n sînt a -acoperiri pentru EA ði EAc. Deci (*(EA) + (*(EAc)  (  � EMBED Equation.2  ���((AAn)  +  � EMBED Equation.2  ���((AcAn) = 


� EMBED Equation.2  ��� (((AAn)+ ((Ac An)) = � EMBED Equation.2  ��� ((AAn(Ac An) = � EMBED Equation.2  ��� (( An) ( (*(E) + (. Cum ( este arbitrar rezult÷ c÷ (*(EA) + (*(EAc)( (*(E) adic÷ A este (-m÷surabil÷.(


Definiþie. O mulþime A ( ( cu proprietatea c÷ (*(A)=0 se numeðte (-neglijabil÷.





Propoziþia 7. Dac÷ A este (-neglijabil÷, atunci A este ði (-m÷surabil÷.


Demonstraþie. Fie E ( ( oarecare. Atunci (*(EA)+(*(EAc) = (*(EAc) (deoarece (*(AE)((*(E)=0) ( (*(E). Deci relaþia (6) este satisf÷cut÷, deci A este (-m÷surabil÷. (





Propoziþia 8. k(() este o algebr÷ ði (*: k(() ([0,() este finit aditiv÷.


Demonstraþie. Dac÷ A este (-m÷surabil÷, atunci ði Ac este la fel datorit÷ simetriei definiþiei. ( este de asemenea (-m÷surabil÷. Mai r÷mîne s÷ ar÷t÷m c÷ dac÷ A,B ( k(() atunci A(B ( k((). Într-adev÷r, dac÷ B( k(() , atunci (*(EB)+(*(EBc)=(*(E) pentru orice E((. Egalitatea este valabil÷ atunci ði dac÷ înlocuim E cu EAc. Obþinem atunci


(7)		E ( ( ( (*(EBAc)+(*(EBcAc)=(*(EAc)


	Înlocuind (7) în (5) g÷sim 


(*(E)=(*(EA)+(*(EAc)=(*(EA)+(*(EBAc)+(*(EAcBc) ((*(EA(EBAc)+(*(E \ (A(B)) (c÷ci (* este subaditiv÷) = (*(E(A(BAc))+ (*(E \ (A(B)) = (*(E(A(B))+(*(E \ (A(B)) (c÷ci evident A(BAc=A(B ) ði deci  conform cu (6) obþinem c÷


(8)		E ( ( ( (*(E (A(B))+(*(E \(A(B))=(*(E)


adic÷ A(B este (-m÷surabil÷.Dac÷ A ði B sînt disjuncte, atunci , înlocuind în (5) pe E cu A(B g÷sim c÷ (*(A(B)=(*(A)+(*(B), deci pe k(()  (* este aditiv÷.(


Observaþie.Analizînd demonstraþia Propoziþiei 8 vedem c÷ dac÷ A( k(() ði B(( este disjunct÷ de A, atunci (*(A(B) = (*(A)+(*(B).Putem demonstra mai mult, ði anume





Propoziþia 9. Fie (Ai)1(i(n mulþimi disjuncte din k(() ði E ( (. Atunci (*(E((� EMBED Equation.2  ���)) = � EMBED Equation.2  ���(*(EAj).


Demonstraþie. Inducþie dup÷ n. Dac÷ n=2, fie E*=E(A1(A2). Cum A1 este (-m÷surabil÷, (*(E*) = (*(E*A1) + (*(E* \ A1) = (*(E(A1(A2)A1) + (*(E(A1(A2)A1c) = (*(EA1) + (*(EA2). În general, presupunem afirmaþia adev÷rat÷ pentru n-1 ði o demonstr÷m pentru n. Ca mai sus, fie E*= E((� EMBED Equation.2  ���). Cum An este (-m÷surabil÷, (*(E*)=(*(E*An) + (*(E*Anc) = (*(EAn) + (*(E(A1(A2(...(An-1)) ði aplic÷m apoi ipoteza de inducþie.(





Propoziþia 10. k(() este (-sistem.


Demonstraþie. Singurul lucru de verificat este stabilitatea la reuniuni num÷rabile disjuncte. Fie (An)n un ðir de mulþimi disjuncte din k(() , A reuniunea lor ði Bn=A1(A2(...(An ( k(() (am v÷zut în propoziþia 8 c÷ k(() este algebr÷) Deci pentru orice E ( ( avem (*(E) = (*(EBn) + (*(E \ Bn) = � EMBED Equation.2  ���(*(EAj) +(*(E \ Bn)  (din propoziþia 9) (  � EMBED Equation.2  ���(*(EAj) +(*(E \ A) (deoarece Bnc ( Ac ). Cum acest lucru este valabil pentru orice n, este valabil ði la limit÷ , deci  (*(E) ( � EMBED Equation.2  ���(*(EAj) +(*(E \ A) ( (*(EA) + (*(EAc) (din (-subaditivitate). Rezult÷ c÷ A( k((). (





Corolar 11. k(() este (-algebr÷. 


Demonstraþie. Din propoziþiile 8 ði 10 k(()  este atît algebr÷ cît ði (-sistem. Dar un (-sistem stabil la intersecþii finite este (-algebr÷ (Curs 1). (





Teorema 12 (Caratheodory). (* : k(() ( [0,() este m÷sur÷ ði restricþia sa la a coincide cu (.


Demonstraþie. C÷  restricþia lui (* la a este ( am v÷zut în propoziþia 5.Mai r÷mîne s÷ demonstr÷m (-aditivitatea. Fie (An)n un ðir de mulþimi disjuncte din  k(() , Bn=A1(A2(...(An ( k(() ði E ( (. Atunci (*(E) = (*(EA)+(*(EAc)  ( (*(EBn)+(*(EAc)  (c÷ci A(Bn) 


= � EMBED Equation.2  ���(*(EAj) +(*(E \ A) (din propoziþia 9). Cum acest lucru este valabil pentru orice n, rezult÷ c÷ (*(E) ( � EMBED Equation.2  ���(*(EAj) +(*(E \ A).Înlocuind E cu A, reuniunea mulþimilor An, rezult÷ c÷ (*(A) ( � EMBED Equation.2  ���(*(Aj) +(*(A \ A) =� EMBED Equation.2  ���(*(Aj) . Dar inegalitatea contrar÷ este valabil÷ întotdeauna :  rezult÷ din (-subaditivitatea oric÷rei m÷suri exterioare. (


	Deci orice m÷sur÷ m÷rginit÷ ði (-aditiv÷ pe o algebr÷ se poate extinde la o m÷sur÷ pe (-algebra generat÷. Vom studia apoi condiþii în care aceast÷ extensie este unic÷ precum ði criterii de a putea decide dac÷ o anumit÷ formul÷ ne genereaz÷ o m÷sur÷ sau nu.


Exerciþii.


1. Fie (={1,2,...,n} o mulþime finit÷. Ar÷taþi c÷ în acest caz toate m÷surile finit aditive sînt ði m÷suri. Ele sînt toate discrete ði pot fi puse în bijecþie cu [0,(]n prin aplicaþia ((((({1},(({2}),...,(({n}). Identificaþi m÷surile m÷rginite ði probabilit÷þile .


2. Dac÷ ( este num÷rabil÷, atunci orice m÷sur÷ pe p(() este discret÷; o m÷sur÷ poate fi identificat÷ cu un ðir de ponderi (pn)n.


3. Dac÷ ( este infinit÷, funcþia ((A)=0 dac÷ A este finit÷ ði ((A)=( dac÷ A este infinit÷ defineðte o m÷sur÷ aditiv÷ dar nu (-aditiv÷. Ea nu este (-finit÷?


4. Dac÷ ( nu este num÷rabil÷, atunci m÷sura cardinal ((A)=(A( nu este (-finit÷ . De asemenea m÷sura  (a(A)=( dac÷ a(A ði (a(A)=0 dac÷ a(A este (-aditiv÷ dar nu (-finit÷.


5. Reguli de calcul cu o m÷sur÷ finit aditiv÷ : ((A(B)=((A)+((B)-((A(B) ; ((A \ B)= ((A)-((AB); formula lui Poincare : ((A1(A2(...(An) = S1-S2+S3-..... cu Sk=suma m÷surilor intersecþiilor de k mulþimi din familia (Aj)1(j(n .


6. Dac÷ ( nu este m÷rginit÷, atunci criteriul lui Kolmogorov nu funcþioneaz÷. Se poate ca An(( dar ((An) nu converge la 0. De exemplu dac÷ An = {n,n+1,...} , (=N, ( este m÷sura cardinal , atunci ((An)=( ( n deði An((.


7. Dac÷ ( este (-aditiv÷, An(( ði exist÷ n ca ((An)<( , atunci ((An)(0.


8. Dac÷ ( este finit aditiv÷ ði nu este (-finit÷, se poate ca ( s÷ aib÷ proprietatea 


(*) 	((A1)<( , An(( ( ((An) ( 0 


ði totuði ( s÷ nu fie (-aditiv÷. De exemplu m÷sura finit aditiv÷ de la ex. 3. Deci pentru ca criteriul Kolmogorov s÷ fie un criteriu de (-aditivitate este esenþial ca ( s÷ fie m÷rginit÷, sau m÷car (-finit÷.
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