Curs 9. Produse de spaþii cu m÷sur÷.


	Vrem s÷ d÷m acum cel mai important caz de aplicare a teoremei ergodice: cazul shiftului pe un produs infinit de spaþii probabilizate. Avem nevoie îns÷ mai înainte s÷ definim ce înseamn÷ aceasta.


	Fie ((j,kj,(j)j(J o familie de spaþii cu m÷sur÷. Fie ( = � EMBED Equation.2  ���(j produsul cartezian al mulþimilor ((j)j(J  în sensul definit în cursul 2,  prj: ( ( (j proiecþiile canonice date prin 


(1)		prj(() = (j 


ði k=� EMBED Equation.2  ��� kj produsul (-algebrelor kj , adic÷


(2)		� EMBED Equation.2  ��� kj = ((prj ( j(J)


Dac÷ pe ((,k) exist÷ o m÷sur÷ ( cu proprietatea c÷


(3)		((� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���(j(Aj) ( Aj ( kj


atunci spunem c÷ ( este produsul m÷surilor ((j)j(J ði not÷m aceasta prin (=� EMBED Equation.2  ���(j . S÷ observ÷m c÷ dac÷ J este infinit÷, termenul drept al egalit÷þii (3) s-ar putea s÷ nu aib÷ sens, deci va trebui precizat ce înþelegem printr-un produs infinit. 


Pasul 1. J={1,2}.


Cazul 1.1. (1 ði (2 sînt m÷rginite. Fie A ( k1(k2 . Definim ( := (1((2 prin


(4)		((A) = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���1A((1, (2)d(2((2))d(1((1)


S÷ ar÷t÷m întîi c÷ definiþia are sens.


Propoziþia 1. (i).Fie A ( k1(k2. Fie (j((j, j(J:={1,2} fixaþi.Definim 


(5)		A((1,.) = {y((2( ((1,y)(A } ði A(.,(2) = {x((1( (x,(2)(A }


ca fiind secþiunea vertical÷ (respectiv orizontal÷ ) a lui A prin (1(respectiv (2). Atunci secþiunile sînt m÷surabile: mai precis avem


(6)		A((1,.)( k2 ði A(.,(2)( k1


(ii). Fie f : (1((2 ( ( o funcþie k1(k2- m÷surabil÷. Fie (1((1 ði (2((2 fixaþi. Definim secþiunile lui f prin 


(7)		f((1,.)((2) = f(.,(2)((1) = f((1,(2)


Atunci f((1,.):(2 ( ( este k2-m÷surabil÷ ði f(.,(2):(1 ( ( este k1-m÷surabil÷. Mai mult, dac÷ f = 1A cu A ( k1(k2 atunci 


(8)		f((1,.) = � EMBED Equation.2  ��� ði f(.,(2)= � EMBED Equation.2  ���


Demonstraþie.(i).Fie e ={ A ( k1(k2 ( A((1,.) ( k2 ( (1((1}. Cum (A((1,.))c =  Ac((1,.) ði (� EMBED Equation.2  ��� An)((1,.) = � EMBED Equation.2  ��� An((1,.) rezult÷ c÷ e este o (-algebr÷. Dac÷ A=A1(A2 cu Aj( kj, j=1,2 atunci avem A((1,.) = � EMBED Equation.2  ��� ( k2 ( (1( (1 deci A ( e deci e  este o (-algebr÷ care conþine dreptunghiurile A1(A2. Rezult÷ c÷ e  = k1(k2 sau altfel spus A ( k1(k2 ( A((1,.) ( k2 ( (1((1. Analog se arat÷ c÷ ði secþiunile orizontale sînt m÷surabile.


(ii). Egalitatea (8) se verific÷ imediat. Deci dac÷ f este un indicator, (ii) este o consecinþ÷ nemijlocit÷ a lui (i). Dac÷ f este o funcþie simpl÷, f = � EMBED Equation.2  ���aj� EMBED Equation.2  ���, atunci f((1,.) =� EMBED Equation.2  ���aj� EMBED Equation.2  ���, deci f((1,.) este k2-m÷surabil÷. În cazul general, folosim faptul c÷ orice funcþie m÷surabil÷ se poate aproxima cu un ðir de funcþii simple. Cazul secþiunilor orizontale se trateaz÷ la fel.(


	Din Propoziþia 1 rezult÷ c÷ (4) are sens ði c÷


(9)		((A) = � EMBED Equation.2  ���(2(A((1,.))d(1((1)


Propoziþia 2. Teorema lui Fubini. ( este o m÷sur÷ pe k1(k2 ði ((A1(A2) = (1(A1)(2(A2) ( Aj ( kj , j=1,2. Deci (=(1((2  conform definiþiei (3).  Mai  mult, dac÷ f (  0 atunci 


(10)	� EMBED Equation.2  ���fd(1((2 = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���f((1, (2)d(2((2))d(1((1) =� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���f((1, (2) d(1((1)) d(2((2)


cu alte cuvinte ordinea de integrare nu conteaz÷. Relaþia (10) se p÷streaz÷ ði dac÷ f(L1((1((2) .


Demonstraþie. Fie (An)n� un ðir de mulþimi disjuncte din k1(k2 ði A reuniunea lor. Atunci rezult÷ c÷ 1A((1,.) =� EMBED Equation.2  ���  (  (2(A((1,.) =� EMBED Equation.2  ���1A((1,.)d(2 = � EMBED Equation.2  ���  (teorema Beppo-Levi)  = � EMBED Equation.2  ���(2(An((1,.)) (((A) = � EMBED Equation.2  ���(2(A((1,.)d(1((1) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(2(An((1,.))d(1((1) =� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(2(An((1,.))d(1((1) (din nou Beppo-Levi) =� EMBED Equation.2  ���((An) . Deci ( este o m÷sur÷. Dac÷ 


A= A1(A2 , atunci A((1,.) = � EMBED Equation.2  ���deci (2(A((1,.))=(2(A2)� EMBED Equation.2  ���. Integrînd aceast÷ funcþie dup÷ (1 g÷sim exact c÷ ((A)= (1(A1)(2(A2). 


Ar÷t÷m acum c÷ putem schimba ordinea de integrare în integralele iterate. Dac÷ f=1A cu A= A1(A2 , atunci � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���f((1, (2) d(1((1)) d(2((2) = � EMBED Equation.2  ���(1(A(.,(2)d(2((2) = � EMBED Equation.2  ���(1(A1) � EMBED Equation.2  ���d(2((2) =(1(A1)(2(A2). Deci (10) se verific÷ în acest caz. Înseamn÷ c÷ (10) se verific÷ pentru funcþii simple de unde, cum orice variabil÷ aleatoare este limita unui ðir cresc÷tor de variabile aleatoare pozitive, aplicînd teorema Beppo-Levi rezult÷ c÷ (10) este valabil pentru orice f ( 0. Dac÷ f(L1((1((2) atunci scriem f = f+ - f-  de unde rezult÷ (10). Aici folosim faptul c÷ lucr÷m numai cu numere finite. (


Observaþie. În definiþia (4) am stabilit c÷  produsul (1((2 se calculeaz÷ integrînd m÷sura secþiunilor verticale dup÷ m÷sura (1. Obþinem astfel o m÷sur÷ ( cu proprietatea c÷ ((A1(A2) = (1(A1)(2(A2).   La fel de bine puteam defini  o alt÷ m÷sur÷ ( integrînd m÷sura secþiunilor orizontale dup÷ (2, adic÷  punînd ((A) = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���1A((1, (2)d(1((1))d(2((2). Obþineam o alt÷ m÷sur÷ cu aceeaði proprietate. Cele dou÷ m÷suri coincid pe mulþimea dreptunghiurilor. Dac÷ ele coincid vom spune c÷ produsul (1((2 are sens. Aðadar am stabilit 


Corolar 3. Produsul a dou÷ m÷suri m÷rginite are sens întotdeauna.


Cazul 1.2. M÷surile sînt (-finite.


Propoziþia 4. Dac÷ (1 ði (2 sînt (-finite, atunci produsul lor are sens. Mai mult, (1((2 are proprietatea (10) - verific÷ teorema lui Fubini.


Demonstraþie. Fie (Bn)n(1 (k1 ði (Cn)n(1 ( k2 dou÷ partiþii ale lui ( cu proprietatea c÷ (1(Bm)<( ði (2(Cn)<( ( m,n(1. Fie noile m÷suri (1,m ði (2,n definite prin 


(11)		(1,m(B) = (1(B(Bm) ði (2,n(C) = (1(C(Cn) ( B(k1 ði C(k2 


Atunci m÷surile (1,m ði (2,n sînt m÷rginite ( m,n(1 ði (1 = � EMBED Equation.2  ���(1,m , (2 = � EMBED Equation.2  ���(2,n


Vrem s÷ ar÷t÷m c÷


(12)		A( k1(k2 ( � EMBED Equation.2  ���(2(A((1,.))d(1((1)  = � EMBED Equation.2  ���(1(A(.,(2))d(2((2)


Dar � EMBED Equation.2  ���(2(A((1,.))d(1((1) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(2,n(A((1,.))d(1((1) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(2,n(A((1,.))d(1((1 ) (teorema Beppo-Levi) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(2,n(A((1,.))d(� EMBED Equation.2  ���(1,m )((1) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(2,n(A((1,.))d(1,m ((1) (integrala unei funcþii pozitive faþ÷ de o sum÷ de m÷suri este suma integralelor: se verific÷ întîi pentru indicatori, apoi pentru funcþii simple, apoi se trece la limit÷ folosind teorema Beppo-Levi). Pe de alt÷ parte 


� EMBED Equation.2  ���(1(A(.,(2))d(2((2) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(1,m(A(.,(2))d(2((2) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(1,m(A(.,(2))d(2((2) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(1,m(A(.,(2))d(� EMBED Equation.2  ���(2,n) ((2) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(1,m(A(.,(2))d(2,n((2)


Cum m÷surile (1,m ði (2,n sînt m÷rginite, din (10) rezult÷ c÷ 


(13)		   � EMBED Equation.2  ���(2,n(A((1,.))d(1,m ((1)  = � EMBED Equation.2  ���(1,m(A(.,(2))d(2,n((2) : = Im,n


Rezult÷ c÷ 


(14)		� EMBED Equation.2  ���(2(A((1,.))d(1((1) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���Im,n ði � EMBED Equation.2  ���(1(A(.,(2))d(2((2) =� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���Im,n


Cum într-o serie dubl÷ de numere pozitive putem schimba ordinea de sumare rezult÷ c÷


(15)		� EMBED Equation.2  ���(2(A((1,.))d(1((1) = � EMBED Equation.2  ���(1(A(.,(2))d(2((2) = (1((2(A) ( A( k1(k2 


 adic÷ relaþia (10) este adev÷rat÷ pentru f = 1A. Restul se verific÷ prin procedura obiðnuit÷ : funcþii simple, funcþii pozitive, funcþii integrabile. (


Observaþie.Deci produsul a dou÷ m÷suri (-finite are sens. Nu putem spune la fel dac÷ vreuna din m÷suri nu este (-finit÷. De exemplu, s÷ lu÷m (1=(2=(0,1), k1 = k2 = b((0,1)), (1 = card (m÷sura cardinal) , (2 = ( (m÷sura Lebesgue). Atunci (1((2 nu are sens. Într-adev÷r, fie A={ (x,x)(x((0,1)}. Atunci (2(A((1,.)) = (2({(1}) = (({(1}) = 0 ( � EMBED Equation.2  ���(2(A((1,.))d(1((1) = � EMBED Equation.2  ���0d(1 = 0 iar (1(A(.,(2)) = (1({(2}) = 1 ( � EMBED Equation.2  ���(1(A(.,(2))d(2((2) = � EMBED Equation.2  ���1d(2 = (2((2) =1 deci (1((2(A) este egal cu 0 dup÷ un algoritm ði cu 1 dup÷ cel÷lalt.  


Observaþie. Dac÷ (1 ði (2 sînt chiar probabilit÷þi,  ( = (1((2 este o m÷sur÷ pe spaþiul produs cu proprietatea c÷ ((prj-1 = (j ( j=1,2. Spunem c÷ (j sînt repartiþiile  marginale ale lui (. Pot exista m÷suri diferite pe k1(k2 cu aceleaði repartiþii marginale, ceea ce nu este nimic surprinz÷tor. 


Pasul 2. J este finit÷.  J=[1,2,...,n}


Propoziþia 5. Produsul unei familii finite de m÷suri (-finite are sens. Deci exist÷ o unic÷ m÷sur÷ ([J] pe k cu proprietatea c÷


(16)		 ([J] (A1(A2(...(An) =(1(A1)(2(A2)...(n(An) ( Aj ( kj , 1(j(n.


	 Mai mult, dac÷ J = J1  ( J2 cu J1  ði J2 disjuncte atunci 


(17)	([J](A) = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���1A((1, (2)d([J1] ((1))d([J2]((2) =� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���1A((1, (2)d([J2] ((2))d([J1]((1).	


(unde (1(([J1]:= � EMBED Equation.2  ���(j , (2 (([J2] := � EMBED Equation.2  ���(j iar A ( k)


adic÷ ([J] = ([J1](([J2]	


Demonstraþie. Prin inducþie dup÷ n. Definim ([{1,2,...,n}] = ([{1,2,...,n-1}]((n . Definit÷ astfel , ([J] este o m÷sur÷ cu proprietatea (16). Fie apoi m÷sura ( = ([J1](([J2]. Atît ([J] cît ði ( sînt m÷suri (-finite care coincid pe mulþimi de tipul A = A1(A2(...(An deci ði pe algebra generat÷ de ele. Din teorema Caratheodory ðtim c÷ dac÷ dou÷ m÷suri (-finite coincid pe o algebr÷, atunci ele coincid ði pe (-aðgebra generat÷ de ea . În cazul nostru aceast÷ (-algebr÷ este chiar k . Deci ([J] = ([J1](([J2]	 de unde (17) apare ca un caz particular al teoremei lui Fubini.


Notaþie. Dac÷ toate spaþiile m÷surabile ((j,kj,(j)j(J coincid cu un acelaði spaþiu cu m÷sur÷ ((,k,() atunci spaþiul cu m÷sur÷ produs se va nota ((J ,kJ , (J) sau înc÷ ((n ,kn , (n) cu n =(J(. În cazul particular în care  ((,k,() = ((,b((),() cu ( m÷sura Lebesgue, m÷sura (n se numeðte m÷sura Lebesgue n-dimensional÷. Dac÷ n=1 m÷sura Lebesgue ((A) este “lungimea” unei mulþimi A. Dac÷ n=2, (2(A) este “aria” lui A iar dac÷ n=3, (3(A) este “volumul” lui A. Teorema Fubini ne arat÷ c÷ pentru a calcula volumul trebuie s÷ integr÷m  lungimile secþiunilor verticale în “corpul” A sau , ceea ce ne va da acelaði lucru, s÷ integr÷m  ariile secþiunilor orizontale. Mai precis


(18)	(3(A) = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���1A(x,y,z)d((x)) d(2(y,z) =� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���1A(x,y,z)d(2(y,z))d((x)


Observaþie. S÷ presupunem c÷ (j sînt toate probabilit÷þi. Fie I ( J. S÷ numim aplicaþia prJ:( ( ([J] dat÷ prin prJ(() = ((I (restricþia lui ( la I )  proiecþia pe componentele  din I. O consecinþ÷ imediat÷ a lui (17) este


(19)		( ( (prI)-1 = ([I]


Într-adev÷r, dac÷ A ( � EMBED Equation.2  ���kj atunci prI-1(A) = A(([J\I] ( (( prI-1(A)) = ([I](A)([J\I](([J\I]) = ([I](A).





Pasul 3. J este num÷rabil÷. J = {1,2,....}. Produsul unui ðir de spaþii probabilizate.


	Aceasta nu este o extindere imediat÷ a cazului finit. De altfel, în marea majoritate a cazurilor un ðir de mulþimi nu se poate înmulþi deoarece în egalitatea ((� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���(j(Aj)  singurul sens al termenului drept este limn(( � EMBED Equation.2  ���(j(Aj) , limit÷ care nu are motiv s÷ existe în general. Totuði, dac÷ m÷surile (j sînt probabilit÷þi, atunci limita exist÷. Vom ar÷ta c÷ produsul unui ðir de  probabilit÷þi are sens ði este o probabilitate pe spaþiul produs. Ideea de baz÷ a construcþiei este conþinut÷ în relaþia (19). 	Pentru fiecare I ( J   not÷m cu (([I], k[I]) spaþiile m÷surabile (� EMBED Equation.2  ���(j,� EMBED Equation.2  ���kj ). Dac÷ I este finit÷ not÷m ([I] probabilitatea � EMBED Equation.2  ���(j  despre care ðtim c÷ exist÷ conform pasului anterior.   Fie I(K. Definim proiecþiile de la K la I � EMBED Equation.2  ���:([K] ( ([I] prin � EMBED Equation.2  ���(() = ((I.  În cazul  foarte important cînd I={1,2,...,n} proiecþiile prI se vor nota (n iar probabilit÷þile ([{1,2,...,n}]  le vom nota cu (n . În acelaði caz, dac÷ A ( ( ði x ( ([I] secþiunea în A prin x se va nota cu A(x):


(20)		A(x) = { ( ( ([{n+1,n+2,...,}] ( (x,() ( A }


	Deci x(([{1,2,...,n}] ( A(x) (([{n=1,n+2,...}].


Definiþie. O mulþime de tipul A = A1(A2(...(An((n+1((n+2(... = (n-1(A1(A2(...(An) se numeðte bloc. Algebra generat÷ de blocuri se noteaz÷ cu A. O mulþime de tipul A= prI-1(B) cu B ( k[I] se numeðte cilindru. Evident c÷ orice bloc este ði cilindru.


Lema 6. (i) Dac÷ I ( K atunci � EMBED Equation.2  ���(prK = prI.  Dac÷ A= prI-1(B) cu B ( k[I] atunci 


(21)		A = prK-1(B(([K\I])


(ii). Mulþimea c  a tuturor cilindrilor este  o algebr÷. 


(iii). Dac÷ A este un cilindru ði ( ( ( are proprietatea c÷ A((n(()) ( ( ( n(1 , atunci ( ( A.


(iv). A ( c ði ((A)=((c )= k


Demonstraþie. (i).Fie (((. Atunci prK(()= ((K ( � EMBED Equation.2  ���(prK(()) = � EMBED Equation.2  ���(((K) = (((K)(I = ((I =prI((). Atunci A = (� EMBED Equation.2  ���(prK)-1(B) = (prK)-1((� EMBED Equation.2  ���)-1(B)) = prK-1(B(([K\I]).


(ii).Fie A = prI-1(B) ði  A’ =prK-1(D) doi cilindri. Fie n destul de mare ca I ( K ( {1,2,...,n}. Atunci , aplicînd primul punct, putem scrie A = (n-1(B*) ði A’=(n-1(C*) cu B*, C* ( k[1,2,..,n]. Rezult÷ atunci c÷ A ( A’ = (n-1(B*(C*) adic÷ A(A’  este de asemenea un cilindru. Faptul c÷ Ac este cilindru este imediat deoarece (prI-1(B))c =  prI-1(Bc).


(iii). Fie n suficient de mare ca A s÷ se poat÷ scrie sub forma A=(n-1(B) cu B ( k[1,2,..,n]. Rezult÷ c÷ ((A ( (n(() ( B ( ((1,(2,...,(n) ( B.  Fie atunci k > n. Dac÷ A((k(()) ( ( rezult÷ c÷ exist÷ (yj)j>k ca ((1,(2,...,(k,yk+1,yk+2,...) ( A ( ((1,...,(n) ( B ( ( ( A. (iv)  este evident.(


	Definim acum probabilitatea produs (=� EMBED Equation.2  ���(j pe algebra c  a cilindrilor astfel


(22)		A ( c , A= prI-1(B) cu B ( k[I] ( ((A) = ([I](B)


Lema 7. Relaþia (22) defineðte o m÷sur÷ finit aditiv÷ pe c. Ea are proprietatea c÷ 


(23)		 I finit÷ ( ( ( (prI)-1 = ([I]


Demonstraþie. Trebuie ar÷tat c÷ definiþia (22) nu este contradictorie, adic÷ dac÷ A se scrie în dou÷ feluri A = prI-1(B)=  prK-1(C) ( ([I](B)=([K](C). Fie n destul de mare ca I ( K ( {1,2,...,n}. Din (21) A se scrie sub forma A=(n-1(B*) = (n-1(C*) cu B*= B(([{1,2,...,n}\I], C* = B(([{1,2,...,n}\K]. Cum funcþia (n-1: p (([{1,2,...,n}]) ( p(() este injectiv÷, avem c÷ B* = C*. Aplicînd atunci (19) cu (n în loc de ( g÷sim c÷ (n(B*) = ([I](B) iar (n(C*) = ([K](C) . Cum B*=C* rezult÷ c÷ ([I](B)=([K](C) deci ( este bine definit÷. (


	Fie acum ([n,(] = ([{n,n+1,....}] ði a n algebra generat÷ de blocurile spaþiului ([n,(]  Aða cum am definit m÷sura finit aditiv÷ ( pe a definim ði m÷surile finit aditive (n pe a n� . Deci (1=( ði


(24)		I ( {n,n+1,..} finit÷ ( (n(� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���(j(Aj) ( Aj ( k j


Lema 8. Dac÷ A ( a  atunci 


(25)		((A) = � EMBED Equation.2  ���(n+1(A((1,(2,...,(n)) d(n((1,(2,...,(n)


pentru orice n ( 1.


Demonstraþie. Mulþimea A este o reuniune finit÷ de blocuri disjuncte. Cum (n+1 este o m÷sur÷ finit aditiv÷ pe a n�+1 este suficient de verificat (25) pentru blocuri. Fie deci A=A1(A2(...(Ak((k+1(... . Apar dou÷ cazuri. Dac÷ n < k atunci


 A((1,...,(n) =� EMBED Equation.2  ���deci  (n+1(A((1,(2,...,(n))  = (n+1(An+1)...(k(Ak) � EMBED Equation.2  ��� de unde rezult÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���(n+1(A((1,(2,...,(n)) d(n((1,(2,...,(n) = (n+1(An+1)...(k(Ak) (n(A1(...(An) = � EMBED Equation.2  ���(j(Aj) = ((A).


Dac÷ n ( k atunci (n+1(A((1,(2,...,(n))  =   � EMBED Equation.2  ��� ði rezultatul este acelaði.(


Corolar 9. Dac÷ A ( a n� atunci


(26)		(n(A) = � EMBED Equation.2  ���(n+1(A((n)) d(n((n)


Demonstraþie. Este un caz particular al lui (25) pentru n=1. (


Propoziþia 9. (Kolmogorov). ( este (-aditiv÷ pe a.


Demonstraþie. Vom verifica criteriul lui Kolmogorov din Cursul 3.  Fie (An)n un ðir descresc÷tor de mulþimi din a cu proprietatea c÷ � EMBED Equation.2  ���An = (. Trebuie s÷ ar÷t÷m c÷ limn(( ((An) = 0. Vom demonstra aceasta prin absurd. S÷ remarc÷m c÷ ðirul (((An))n este descresc÷tor. Dac÷ limita sa nu ar fi egal÷ cu 0, ar trebui ca s÷ existe un (>0 ca ((An)>( ( n ( 1. Din (25) avem


(27)		((An) = � EMBED Equation.2  ���(2(An ((1)) d(1((1) ( n(1


	Ðirul ((2(An ((1)))n  este de asemenea descresc÷tor, deci din teorema Beppo-Levi 


limn(( ((An) = � EMBED Equation.2  ���limn(( (2(An ((1)) d(1((1) > 0 . Atunci exist÷ (1((1 ca limn(( (2(An ((1)) > 0. Aplicînd acum (26) g÷sim c÷  limn(( (2(An ((1)) = limn(( � EMBED Equation.2  ���(3(An ((1,(2)) d(2((2) = 


� EMBED Equation.2  ��� limn(( (3(An ((1,(2)) d(2((2) > 0 deci exist÷ un (2((2  ca limn(( (3(An ((1,(2)) > 0. Aplicînd succesiv (26) g÷sim un ðir  ( =((k)k(1 ca 


(28)		 limn(( (k+1(An ((1,(2,...,(k)) > 0 ( k ( 1


deci (k+1(An ((1,(2,...,(k)) > 0 ( k,n ( 1 de unde


(29)		An ((1,(2,...,(k) ( ( ( k,n ( 1


Toate mulþimile An sînt cilindri. Din Lema 6(iii) rezult÷ atunci c÷ (  ( An ( n deci ( ( � EMBED Equation.2  ���An. Înseamn÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���An ( ( ceea ce contrazice ipoteza. (


Teorema 10. Exist÷ o probabilitate ( pe spaþiul m÷surabil ((,k) cu proprietatea c÷ ((� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���(j(Aj) ( Aj ( kj deci în cazul J={1,2,...} probabilitatea produs (=� EMBED Equation.2  ���(j exist÷. 


Demonstraþie. Din Teorema lui Caratheodory m÷sura ( definit÷ pe algebra generat÷ de blocuri din Propoziþia 9 se extinde în mod unic la o probabilitate pe k. Dac÷ (Aj)j este un ði de mulþimi, Aj ( kj atunci ((� EMBED Equation.2  ���Aj) = ((� EMBED Equation.2  ���) = limn(((� EMBED Equation.2  ��� (deoarece intersecþia este descresc÷toare) = limn((� EMBED Equation.2  ��� (deoarece � EMBED Equation.2  ��� sînt blocuri) =� EMBED Equation.2  ���(j(Aj). (


Produs tensorial de densit÷þi.


	Ne va interesa acum r÷spunsul la urm÷toarea întrebare: s÷ presupunem c÷ ((i)1(i(n sînt m÷suri (-finite pe spaþiile m÷surabile ((i, k i). Fie ((i)1(i(n  alte m÷suri pe aceleaði spaþii astfel ca (i<<(i ( 1(i(n. Fie (=(1(...((n ði ( =  (1(...((n  . Mai este ( absolut continu÷ faþ÷ de (? Dac÷ da, care este densitatea d(/d(?


Propoziþia 11. Fie (i=d(i/d(i. Atunci (<<( ði dac÷ not÷m cu ( densitatea d(/d(, atunci 


(30)		(((1,(2,...,(n) = (1((1)(2((2)...(n((n)  (mod ()


Demonstraþie. Vom ar÷ta c÷ ((( = ( de unde va rezulta ði c÷ (<<( datorit÷ unicit÷þii produsului tensorial. Fie A ( k1 ( k2 (...(k n. Atunci, din definiþia produsului m÷surilor avem ((A) =� EMBED Equation.2  ���1Ad(1(...((n = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���...� EMBED Equation.2  ���1A((1,(2,...,(n)d(1((1)d(2((2)...d(n((n) (din teorema Fubini)


=� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���...� EMBED Equation.2  ���1A((1,(2,...,(n)d((1((1)((1)d((2((2)((2)...d((n((n)((n) 


=� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���...� EMBED Equation.2  ���1A((1,(2,...,(n)(1((1)(2((2)...(n((n) d(1((1)d(2((2)...d(n((n) (c÷ci întotdeauna � EMBED Equation.2  ���fd(((() = � EMBED Equation.2  ���f(d( ) =� EMBED Equation.2  ���(1Ad(1(...((n = (((()(A). (


Definiþie. Funcþia ( definit÷ la (30) se numeðte produsul tensorial al funcþiilor (i.





 


Caz particular : toate spaþiile probabilizate coincid.Shiftul.


	Vom nota atunci spaþiul probabilizat produs cu (((,k( ,((). Probabilitatea (( o vom nota ði cu P.


Definiþie. Funcþia t : (( ( (( dat÷ de 


(31)		t((1,(2,....) = ((2,(3,...) (sau prin proiecþii : prj(t = prj+1 ( j (1)


se numeðte shift.  


Propoziþia 12. Shiftul este (k(, k() m÷surabil ði invariaz÷ m÷sura P: P(t-1=P. Mai mult, shiftul t este o aplicaþie ergodic÷.


Demonstraþie. Fie A = A1(A2(...(An(((((.... un bloc. Atunci t-1(A)=((A1(A2(...(An(((... deci preimaginea oric÷rui bloc este de asemenea un bloc. Rezult÷ c÷ t-1(a) ( k(, de unde rezult÷ c÷ avem t-1(k() = t-1(((a)) = ((t-1(a)) ( (( k() = k(. Deci dac÷ A este un bloc, P(t-1(A)=((()((A1)...((An) = ((A1)...((An) = P(A). Cele dou÷ probabilit÷þi, P ði P(t-1 coincid pe blocuri ; acestea formeaz÷ un sistem de generatori stabil la intersecþii finite pentru k( deci P = P(t-1. Ar÷t÷m acum c÷ t este ergodic÷. Din exerciþiul 1 curs 8  rezult÷ c÷ este suficient de verificat c÷


(32)		E,F blocuri ( � EMBED Equation.2  ��� = P(E)P(F)


ceea ce rezult÷ imediat din faptul c÷ P(F(t-n(E)) devine chiar egal cu P(E)P(F) dac÷ n este destul de mare.(


Corolar 12. Fie f : (( ( ( o funcþie din L1(P). Atunci


(33) 		� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���


convergenþa avînd loc atît aproape sigur cît ði în L1(P).


Demonstraþie. Este un caz particular al teoremei ergodice (Corolar 12)  din cursul alterior.(





Exerciþii.


1. Dac÷ f : (1((2 (( nu este (1((2 integrabil÷, se poate ca integralele iterate s÷ nu coincid÷. Fie (1=(2=[0,() ði (1 = (2 = ( = m÷sura Lebesgue. Fie d1 , d2 ði d3 semidreptele paralele cu prima bisectoare a primului cadran ( care pleac÷ din punctele (1,0), (0,0) ði (0,1). Definim f = 1A - 1B unde A este fîðia cuprins÷ între d1 ði d2 iar B este cea cuprins÷ între d2 ði d3. Atunci


� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���f(x,y)d((y))d((x) = -.5 iar � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���f(x,y)d((x))d((y) = .5


2. S÷ se arate c÷ dac÷ (,( sînt m÷suri (-finite pe spaþiile m÷surabile (X,b), (Y, c)  ði f:X ((, g:Y(( sînt m÷surabile ði  pozitive, atunci  � EMBED Equation.2  ���f(gd(((() = (� EMBED Equation.2  ���fd()(� EMBED Equation.2  ���gd(). Generalizare.
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