Curs 11. Independenþa . Legea numerelor mari.





	Fie ((, k, P)  un spaþiu probabilizat ði (mi)i(I mai multe familii de submulþimi ale lui k indexate dup÷ o familie arbitrar÷ de indici I. 


Definiþie.Familiile de mulþimi (mi)i(I sînt independente dac÷ pentru orice J(I finit÷ ði orice sistem de mulþimi Aj ( mj ( j( J avem c÷ P(� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���P(Aj).





Observaþii imediate.


1. Dac÷ (mi)i(I sînt independente ði J ( I atunci familiile (mi)i(J sînt de asemenea independente.


2. (mi)i(I sînt independente ( (mi)i(J sînt independente ( J ( I finit÷.


3. Dac÷ (mi)i(I sînt independente ði ni ( mi atunci (ni)i(I sînt de asemenea independente.


4. Dac÷ (mi)i(J conþin toate spaþiul total ( ði J este finit÷, atunci 


(1)		(mi)i(J sînt independente ( P(� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���P(Aj) pentru orice Aj ( mj . 


5. (mi)i(I sînt independente ( (mi ({(})i(J sînt independente


	Singura mai puþin evident÷ este observaþia 4. Trebuie demonstrat c÷ P(� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���P(Aj) pentru orice K ( J ði Aj ( mj . Dar noi putem completa familia de mulþimi (Aj)j(K ði pentru indici care nu sînt în K punînd j(K  ( Aj = ( ði s÷ folosim faptul c÷ P(()=1:  P(� EMBED Equation.2  ���Aj) = P(� EMBED Equation.2  ���Aj) = � EMBED Equation.2  ���P(Aj) =(� EMBED Equation.2  ���P(Aj))( � EMBED Equation.2  ���P(()) =� EMBED Equation.2  ���P(Aj) . Observaþia 5 se demonstreaz÷ la fel.  


(-Algebre independente.


Propoziþia 1. Fie (mi)i(I  independente ði (( mi) (-sistemele generate de ele. Atunci ((( mi))i(I sînr de asemenea independente. În consecinþ÷ dac÷ mi =( mi)d, atunci (((mi))i(I vor fi (-algebre independente.


Demonstraþie. Conform cu Observaþia 2 este suficient s÷ presupunem I finit÷. Deci I={1,2,...,n}.


Din Observaþia 5 putem presupune c÷ ( ( mi ( 1 (i(n.  Fie


(2)		e1 ={A1 ( k ( P(A1(A2(...(An) = P(A1)P(A2)...P(An) ( Aj ( mj, j(2}


Din ipotez÷ rezult÷ c÷ m1 ( e1. Ar÷t÷m c÷ e1 este un (-sistem. Într-adev÷r ( ( e1 în mod evident. Dac÷ A1 ( e1 atunci P(A1c (A2(...(An) = P(A2(...(An  \  A1(A2(...(An) = P( A2(...(An) - P(A1(A2(...(An) = P(A2)...P(An) - P(A1)P(A2)...P(An) (c÷ci (mi)i(2 sînt independente) =(1-P(A1)) P(A2)...P(An) 


= P(A1c)P(A2)...P(An) deci A1c ( e1 . În sfîrðit, dac÷ (A1,j)j sînt disjuncte ði A1,j ( e1 atunci ,notînd cu A1 reuniunea lor avem P(A1 (A2 (...(An) =� EMBED Equation.2  ��� P(A1,j (A2(...(An)  (c÷ci (A1,j (A2(...(An)j este de asemenea un ðir de mulþimi disjuncte) = � EMBED Equation.2  ��� P(A1,j)P(A2)...P(An) = (� EMBED Equation.2  ��� P(A1,j)) P(A2)...P(An) 


= P(A1)P(A2)...P(An) deci A1 ( e1 . În concluzie  e1  este într-adev÷r un (-sistem care conþine pe  m1 deci conþine ði  (( m1 )adic÷, þinînd seama de observaþia 4 rezult÷ c÷


(3)		(( m1 ) ,  m2 , m3, .... mn  sînt independente.


	Fie acum


(4)		e2 ={A2 ( k ( P(A1(A2(...(An) = P(A1)P(A2)...P(An) ( Aj ( mj, j(3, A1 ((( m1 ) }


	Ca mai sus se arat÷ c÷ e2  este un (-sistem . Din (3) rezult÷ c÷ m2 ( e2  ( ((m2)( e2 deci


(5)		(( m1 ) , ((m2 ), m3, .... mn  sînt independente.


	Repetînd acest raþionament din aproape în aproape rezult÷ c÷


(6)		(( m1 ) , ((m2 ),((m3), ....((mn ) sînt independente


 adic÷ exact  ce doream. Restul rezult÷ din Propoziþia 8 Curs 1 : (-sistemul generat de o familie stabil÷ la intersecþii finite coincide cu (-algebra generat÷.(








Probabilitate condiþionat÷. Argument pentru cuvîntul “independent”.


	S÷ lu÷m cazul cel mai simplu. m1 ði m2   au o singur÷ mulþime : m1 ={A} , m2 ={B}. Atunci , conform definiþiei m1 ði m2 sînt independente ( P(A(B) = P(A)P(B). Ppropoziþia 1 ne arat÷ c÷ atunci ði (-sistemele generate - deci {(,A,Ac,(} ði {(,A,Ac,(} vor fi independente. În mod tradiþional spunem atunci c÷ “Evenimentele A ði B sînt independente”. Întrebarea este: ce leg÷tur÷ este între acest concept matematic ði cel din limbajul obiðnuit?


Definiþie. Presupunem c÷ P(A)(0. Atunci num÷rul P(A(B)/P(A) se numeðte probabilitatea lui B condiþionat÷ de A ði se noteaz÷ PA(B) sau P(B(A). 


	Este evident faptul c÷ probabilitatea condiþionat÷ de A privit÷ ca o funcþie PA: k ( [0,1] (deci dat÷ prin PA(B) = P(A(B)/P(A)  este o nou÷ probabilitate pe spaþiul m÷surabil ((,k). De ce se numeðte aða?


	Este bine s÷ gîndim probabilitatea unui eveniment ca o frecvenþ÷ idealizat÷, un procentaj, o proporþie. Aða o gîndesc oamenii de ðtiinþ÷ care o aplic÷ : fizicienii, biologii, chimiðtii. De exemplu “Probabilitatea ca un nou n÷scut  s÷ fie b÷iat”  este, mai mult sau mai puþin (discuþia este mai lung÷, se va relua la cursul de statistic÷) raportul dintre num÷rul b÷ieþilor n÷scuþi pe glob într-un interval de timp - de exemplu o lun÷ sau un an - ði num÷rul total de nou n÷scuþi în aceeaði perioad÷ (fiindc÷ veni vorba, acesta este un num÷r inexplicabil de stabil : 50.5% - regula lui 0.5%) . Deci dac÷, de exemplu, ( =“mulþimea nou n÷scuþilor în ianuarie 1996” ,evenimentul B = “mulþimea b÷ieþilor nou n÷scuþi în ianuarie 1996” , atunci P(B)=� EMBED Equation.2  ���. Fie acum A =“mulþimea celor nou n÷scuþi în  România în ianuarie 1996”.


	 Atunci A(B =“mulþimea b÷ieþilor nou n÷scuþi în România în  ianuarie 1996”. Dac÷ vrem s÷ calcul÷m probabilitatea ca un nou n÷scut român s÷ fie b÷iat, este firesc s÷ calcul÷m raportul � EMBED Equation.2  ��� adic÷ � EMBED Equation.2  ��� iar ultimul num÷r este chiar P(A(B)/P(A) . Am ajuns iar÷ði la P(B(A), num÷r pe care îl citim “Probabilitatea ca un nou n÷scut s÷ fie b÷iat  ðtiind c÷/ dac÷/ condiþionat÷ de faptul c÷ nou n÷scutul este român ”


	În acest context, ce ar însemna faptul c÷ A este independent de B? Înseamn÷ c÷ P(B(A) = P(B) . 


	Deci A este independent de B înseamn÷ c÷ P(B(A) este chiar P(B). Omul de ðtiinþ÷ interpreteaz÷ aceasta prin propoziþia “Cunoaðterea sau necunoaðterea lui A nu influenþeaz÷ asupra lui B”. Pe exemplul nostru cu nou n÷scuþii, evenimentele A ði B ar fi independente dac÷ rapoartele � EMBED Equation.2  ��� ði � EMBED Equation.2  ��� nu difer÷.Mai bine zis, nu difer÷ prea mult. Cu acest “prea mult ” începe statistica.








Asociativitatea independenþei


	O proprietate fundamental÷ a independenþei este urm÷toarea (asociativitatea independenþei):


Propoziþia 2. Fie (ft)t(T o familie de (-algebre independente. Fie (Ti)i(I o partiþie a mulþimii de indici T. Fie, în sfîrðit


(7)		gi = ((� EMBED Equation.2  ��� ft  )


	Atunci (-algebrele (gi)i(I vor fi din nou independente.


Demonstraþie. Pentru fiecare i(I fie mi ={� EMBED Equation.2  ���At ( J ( Ti, J finit÷, At( ft }. Atunci familiile mi  sînt independente. Într-adev÷r, dac÷ K ( I este finit÷ ði Bk ( mk ( k(K, atunci exist÷ mulþimile finite de indici Jk ( Tk ði mulþimile At ( ft , t (Jk astfel ca Bk =� EMBED Equation.2  ��� At. Atunci P(� EMBED Equation.2  ���Bk) = P(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���At)


 = P(� EMBED Equation.2  ���At) = � EMBED Equation.2  ���P(At) (datorit÷ independenþei (-algebrelor ft) =� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���P(At) =� EMBED Equation.2  ���P(Bk) (deoarece, datorit÷ independenþei (-algebrelor P(Bk) = � EMBED Equation.2  ���P(At)). Deci (mi )i(I sînt independente. Pe de alt÷ parte mi  =( mi  )d în mod evident. Înseamn÷ c÷ ((mi) = ((mi) = gi. Restul rezult÷ din Ppropoziþia 1.(








Variabile aleatoare independente.


Definiþie. Fie (Xt)t(T o familie de variabile aleatoare. Spunem c÷ variabilele aleatoare (Xt)t(T sînt independente dac÷ (((Xt))t(T sînt (-algebre independente.


Propoziþia 3. (i).  Dac÷ la o familie de variabile aleatoare independente ad÷ug÷m constante, vom obþine o nou÷ familie de variabile aleatoare independente. 


(ii). Fie (Xn)n(1 un ðir de variabile aleatoare. Atunci ele sînt independente dac÷ ði numai dac÷


(8)		P(X1(x1,X2(x2,...,Xn(xn) = P(X1(x1)P(X2(x2)...P(Xn(xn)  ( n(1, x1,...,xn((


(iii). (Xn)n(1 un ðir de variabile aleatoare. Fie (Fn)n(1 funcþiile lor de repartiþie. Atunci variabilele aleatoare sînt independente dac÷ ði numai dac÷


(9)		P(X1(x1,X2(x2,...,Xn(xn) = F1(x1)F2(x2)....F(xn)  ( n(1, x1,...,xn((


(iv). Dac÷ (Xn)n sînt toate variabile aleatoare discrete ði Qn = Im(Xn), atunci ele sînt independente dac÷ ði numai dac÷


(10)		P(X1=x1,X2=x2,...,Xn=xn) = P(X1=x1)P(X2=x2)...P(Xn=xn)  ( n(1, x1(Q1,...,xn(Qn


(v). Fie (Xn)n(1 un ðir de variabile aleatoare. S÷ consider÷m vectorul aleator X:( ( (( dat prin 


(11)		X(() = (X1((),X2((),....)


	Atunci variabilele aleatoare sînt independente dac÷ ði numai dac÷


(12)		P(X-1 = � EMBED Equation.2  ���P(Xn-1 


(leg÷tura între independenþ÷ ði probabilitatea produs)


(vi). (Xn)n(1 un ðir de variabile aleatoare. Fie (Ik)k(K o partiþie a mulþimii numerelor naturale ði pentru fiecare k fie fk:� EMBED Equation.2  ���(( funcþii m÷surabile. Fie, în sfîrðit Yk =fk(� EMBED Equation.2  ���) Atunci variabilele aleatoare (Yk)k(K sînt independente. În particular , dac÷ fn:((( s]nt m[surabile, variabilalele aleatoare (fn(Xn))n(1 s]nt de asemenea independente.


Demonstraþie. (i).Fie (Xt)t(T  o familie de variabile aleatoare ði (cs)s(S o familie de constante. Consider÷m mulþimile de indici S ði T disjuncte. Fie I = S ( T ði Yi = Xi dac÷ i(T, Yi = ci dac÷ i(S. Fie J ( I o mulþime finit÷ de indici. Fie (Bj)j(J mulþimi boreliene ði A = {Yj ( Bj ( j(J}. Dac÷ exist÷ j(J(S ca cj ( Bj, atunci A=( ði P(Yj(Bj)=0 deci 0 = P(() = P(A) = P(Yj (Bj ( j(J) = � EMBED Equation.2  ���P(Yj ( Bj). Dac÷ , dimpotriv÷, cj ( Bj ( j(J(S atunci P(Yj (Bj) = 1 ( j(J(S ði A = {Yj ( Bj ( j(J(T} = {Xj ( Bj ( j(J(T}  de unde, þinînd cont de independenþa variabilelor (Xt)t(T avem P(A)= P ({Xj ( Bj ( j(J(T}) = � EMBED Equation.2  ���P(Xj(Bj) =� EMBED Equation.2  ���P(Yj(Bj) =� EMBED Equation.2  ���P(Yj(Bj).


(ii). S÷ presupunem c÷ (Xn)n(1 sînt independente. Fie x1,x2,...,xn (( ði Aj =Xj-1((-(,xj]) ( 1(j(n. Cum (-algebrele Xj-1(b(()) sînt independente, P(A1(A2(...(An)=P(A1)P(A2)...P(An) ,. adic÷ exact (8). Reciproc, s÷ presupunem (8) dev÷rat. Fie j ={(-(,x](x((} ði mn = Xn-1(j), n(1. Cum (( mn ( n( 1, (8) nu înseamn÷ altceva decît faptul c÷ (mn)n(1 sînt independente. Din Propoziþia 1 rezult÷ c÷ ði (((mn))n(1 sînt de asemenea independente. Dar (mn)d = Xn-1((j)d) = Xn-1(j) = mn ( (( mn) = (( mn) = ((Xn) de unde concluzia. În ce priveðte (iii), nu este decît o reformulare util÷ a lui (ii).


(iv). Dac (Xn)n sînt independente, atunci este evident c÷ (10) este adev÷rat÷ :  lu÷m mulþimile Ai = {Xi=xi}. Reciproc, s÷ presupunem c÷ (10) este adev÷rat÷. Fie ci={B( b(()(B(Qi este finit÷}. Evident c÷ (ci)d = ci deci ((ci)=((ci) = b(() (orice mulþime borelian÷ B este o reuniune cel mult num÷rabil÷ de mulþimi din ci : B = � EMBED Equation.2  ��� ) . Deci este suficient de ar÷tat c÷ familiile  (Xi-1(ci))i (1 sînt independente ceea ce este imediat: dac÷ mulþimile Bi (Qi sînt finite, atunci 


P(X1(B1, X2(B2,...,Xn(Bn) = P(� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���...� EMBED Equation.2  ���{X1=x1, X2=x2,...,Xn=xn} ) 


= � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���...� EMBED Equation.2  ���P(X1=x1, X2=x2,...,Xn=xn) 


=� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���...� EMBED Equation.2  ���P(X1=x1)P( X2=x2)...P(Xn=xn) (din (10) )


=(� EMBED Equation.2  ���P(X1=x1))(� EMBED Equation.2  ��� P( X2=x2))...(� EMBED Equation.2  ���P( Xn=xn) ) = P(X1(B1)P(X2(B2)...P(Xn(Bn) ði ,  cum acest lucru este valabil pentru orice n rezult÷ c÷ (Xn)n sînt independente.


(v). Fie B blocul B = B1(B2(...(Bn(((((...... unde B1, B2, ...,Bn sînt mulþimi boreliene oarecare.  Atunci P(X-1(B) = P(X(B) =P(X1(B1,X2(B2,...,Xn(Bn). Dac÷ (Xn)n sînt independente aceast÷ cantitate este egal÷ cu P(X1(B1)P(X2(B2)...P(Xn(Bn). Pe de alt÷ parte, din chiar definiþia probabilit÷þii produs avem c÷  � EMBED Equation.2  ���P(Xn-1(B1(B2(...(Bn(((...) = P(X1-1(B1) (P(X2-1(B2)... P(Xn-1(Bn) (P(Xn+1-1(()... = P(X1(B1)P(X2(B2)...P(Xn(Bn) deci probabilit÷þile P(X-1  ði  � EMBED Equation.2  ���P(Xn-1 coincid pe blocuri, ceea ce este suficient c÷ci blocurile genereaz÷ borelianul produs ði sînt stabile la intersecþii finite. Aceleaði calcule arat÷ c÷ ði reciproc, (12) implic÷ independenþa variabilelor aleatoare (Xn)n. 


(vi). Este o aplicaþie imediat÷ a principiului asociativit÷þii independenþei(


Corolar 4. Variabilele aleatoare (X1, X2, ..., Xn) sînt independente dac÷ ði numai dac÷ 


(13)		P(X1(x1,X2(x2,...,Xn(xn) = F1(x1)F2(x2)....F(xn) ( x1, x2, ...,xn ((


unde Fj sînt funcþiile de repartiþie ale lui Xj. Mai mult, condiþia (13) este echivalent÷ cu 


(14)		P(X-1  =  (P(X1-1) ( (P(X2-1) ( ...( (P(Xn-1)


unde X:( ( (d este vectorul X=(X1, X2, ..., Xn). În cazul particular în care variabilele aleatoare Xi admit o densitate (i (adic÷  P(Xi-1=(i(( cu ( m÷sura Lebesgue) atunci 


(15)		(Xi)1(i(n sînt independente ( P(X-1 = ((1((2(...(n)((n


unde (n este m÷sura Lebesgue n-dimensional÷ ði (1(...(n este produsul tensorial al densit÷þilor (i :


(16)		((1((2(...(n)(x1,x2,...xn) = (1(x1)(2(x2)...(n(xn)


Demonstraþie. Demonstr÷m  relaþia (15). Fie (j = P(Xj-1. Din propoziþia anterioar÷ P(X-1 = (1(...((n iar din Propoziþia 11 curs 9 (1(...((n = ((1(()(...(((n(() = ((1(...(n)((n. (


	Se poate pune întrebarea : dîndu-se un ðir de repartiþii pe dreapt÷, ((n)n(1 exist÷  oare un spaþiu m÷surabil  ((,k)  ði un ðir de variabile aleatoare independente (Xn)n(1 pe astfel ca P(Xn-1=(n ( n(1?


	R÷spunsul este afirmativ.


Propoziþia 5. Fie (=(( spaþiul ðirurilor de numere reale ði k = b(()( borelianul produs. Fie P=� EMBED Equation.2  ���(n. Fie Xn = prn   proiecþiile canonice. Atunci variabilele aleatoare (Xn)n sînt independente ði P(Xn-1 = (n .


Demonstraþie. Fie n un num÷r natural ði (Bj)1(j(n mulþimi boreliene. Atunci este uðor de v÷zut c÷ mulþimea A = {((((X1(()(B1,...,Xn(()(Bn}coincide cu  B1(B2(...Bn(((((....   de unde, din definiþia probabilit÷þii produs P(A) =� EMBED Equation.2  ���(n(A) = (1(B1)...(n(Bn). Pe de alt÷ parte P(Xj-1 =(� EMBED Equation.2  ���(n)(prj-1 = (j(B) (din cursul 9) deci P(X1(B1,...,Xn(Bn) = P(X1(B1)...P(Xn(Bn) adic÷ variabilele aleatoare (Xn)n sînt independente. (








Variabile aleatoare independente ði identic repartizate. Legea numerelor mari.


Definiþie. Fie (Xn)n un ðir de variabile aleatoare independente. Variabilele aleatoare (Xn)n se numesc identic repartizate dac÷ P(Xn-1 = ( nu depinde de n. Not÷m aceasta mai scurt prin “Xn sînt i.i.d.” (de la independent and identically distributed).


Propoziþia 6. Pentru orice repartiþie de pe dreapt÷, (, exist÷ un spaþiu probabilizat ((,k,P) pe care s÷ se poat÷ construi un ðir de variabile aleatoare i.i.d. , (Xn)n astfel ca P(X-1 = ( ( n ( 1. Fie f:(( ( (  o funcþie m÷surabil÷ cu proprietatea c÷ f(X1,X2,...)  este integrabil÷.  În acest caz E(f(Xn,Xn+1,....)) nu depinde de n . Mai precis


(17)		E(f(Xn,Xn+1,....)) = � EMBED Equation.2  ���f d((


unde (( este produsul probabilit÷þilor (j = ( ( j ( 1.


Demonstraþie. Faptul c÷ un asemenea spaþiu probabilizat exist÷ este o consecinþ÷ a Propoziþiei 5: de fapt putem alege ((,k,P) = (((,b(()(, ((). Fie t: ((((( shiftul introdus în cursul 9. Deci f(t(x)) = f(x2,x3,...) de unde f(tn-1(x)) = f(xn,xn+1,...) ( n(1. Deducem c÷ E(f(Xn,Xn+1,....)) = E(f(tn-1(X))) unde X este vectorul aleator (X1,X2,...). Aplicînd formula de transport g÷sim apoi :


 E(f(tn-1(X))) = � EMBED Equation.2  ��� f(tn-1(X))dP = � EMBED Equation.2  ��� f(tn-1 dP(X-1 = � EMBED Equation.2  ��� f(tn-1 d(( = � EMBED Equation.2  ��� f d((((tn-1)-1 =� EMBED Equation.2  ���f d(( (c÷ci shiftul invariaz÷ pe (( , dup÷ cum s-a demonstrat în cursul 9)


Teorema 7.   Fie (Xn)n un ðir de variabile aleatoare i.i.d.  cu P(Xn-1 = (. Fie  f:(( ( ( o funcþie m÷surabil÷ cu proprietatea c÷ f(X1,X2,...)  este integrabil÷. Atunci


(18)		� EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���f d((


Convergenþa are loc atît aproape sigur cît ði în L1((,k,P)


Demonstraþie. Fie X:( ( (( vectorul aleator X=(X1,X2,...). Fie sn termenul din stînga relaþiei (18). Atunci 


(19)		sn = � EMBED Equation.2  ��� = fn(X) 


unde


(20)		fn(x) = � EMBED Equation.2  ���, fn:(( ( ( 


Fie a= � EMBED Equation.2  ���f d((.  Fie E = {( (( ( sn(() nu converge la a}  ði B = {x((( fn(x) nu converge la a} .  Atunci este clar c÷ X-1(B) = E (c÷ci ((X-1(B) ( X(() (B  ( fn(X(())nu converge la a ( sn(()nu converge la a) deci P(E)=P(X-1(B)) = (((B) . Dar shiftul t este o transformare ergodic÷ (curs 9) deci (((B) = 0 datorit÷ teoremei ergodice Birkhoff (Curs 8). Înseamn÷ c÷ sn converge a.s. la � EMBED Equation.2  ���f d((. Convergenþa în L1 reazult÷  din aceleaði motive : (sn -� EMBED Equation.2  ���f d(((1 =  (sn -a(1 = E((sn-a() = E((fn(X)-a() =� EMBED Equation.2  ���(fn-a( d(( (formula de transport) = (fn - a (1 ( 0 din teorema ergodic÷. (


Corolar 8. Legea tare a numerelor mari. Fie (Xn)n un ðir de variabile aleatoare i.i.d. ði 





(21)		sn = � EMBED Equation.2  ���


Dac÷ X1 este integrabil÷, atunci Xn ( EX1 atît a.s. cît ði în L1((,k,P).


Demonstraþie. Este un caz particular al Propoziþiei 8 cînd f(x1,x2,....) = x1. (


Corolar 9. Fie (An)n un ðir de variabile aleatoare independente avînd toate aceeaði probabilitate. Fie fn(() =({1(j(n(((Aj}(/n . Atunci fn ( P(A1) a.s.  ði în L1((,k,P).


Demonstraþie. Fie Xn indicatorul lui An. Atunci (Xn)n sînt i.i.d. ði aplic÷m Corolarul 8.(


Corolar 10. Teorema lui Glivenko. Fie (Xn)n variabile aleatoare i.i.d. ði F funcþia lor de repartiþie, F(x)=P(X1 (x) . Fie x(( ði


(22)		Fn(()(x)=({1(j(n(Xj(() ( x}(/ n 


Atunci Fn(.)(x) ( F(x) a.s. ( x((. Mai mult, P({( (((( x(( ca Fn(()(x) nu converge la F(x)}) = 0.


Demonstraþie. Fie x fixat ði Yn = 1(-(,x](Xn).  Din Propoziþia 3(vi) variabilele aleatoare Yn vor fi de asemenea independente. Ele sînt ði identic repartizate deoarece P(Yn=1) = P(Xn(x) = F(x) ( n(1. Mai mult, Y1+Y2+...+Yn = ({1(j(n(Xj(n}(=nF(.)(x) . Aplicînd legea numerelor mari variabilelor i.i.d. (Yn)n  rezult[ c÷ Fn(.)(x) ( EY1 = P(Y1=1) = F(x). Pentru fiecare x(Q (mulþimea numerelor naturale) sau sau x punct de discontinuitate al lui F (adic÷ F(x)(F(x-0) ) fie Ex={((Fn(()(x) nu converge la F(x)}. Din cele de mai sus, toate mulþimile Ex sînt neglijabile. Fie E reuniunea lor. Cum mulþimea punctelor de discontinuitate a lui F este cel mult num÷rabil÷ ði Q este o mulþime num÷rabil÷ rezult÷c÷  P(E)=0 . În concluzie mulþimea E are proprietatea c÷   ((E ( Fn(()(x) ( F(x) ( x(Q sau x ca F(x)(F(x-0). Vom ar÷ta mai mult, ði anume c÷  ((E ( Fn(()(x) ( F(x) ( x(( ceea ce va încheia demonstraþia. Fie deci x(( oarecare. Dac÷ x este raþional sau punct de iscontinuitate al lui F nu avem ce demonstra. Presupunem deci c÷ x este un punct de continuitate al lui F. Fie atunci (>0 arbitrar ði p,q numere raþionale cu proprietatea c÷ p<x<q ði F(q)-F(p)<(. Cum atît F cît ði Fn(() sînt cresc÷toare avem


(23) 		Fn(()(p) ( Fn(()(x) ( Fn(()(q)  ( n( 1 ði F(p) ( F(x) ( F(q)


Sc÷zînd aceste inegalit÷þi g÷sim c÷ 


(24)		(F(x)-Fn(()(x)( ( max(Fn(()(q)-F(p), F(q)-Fn(()(p))


de unde trecînd la limit÷, rezult÷ c÷


 limsupn(((F(x)-Fn(()(x)( ( limsupn((( max(Fn(()(q)-F(p), F(q)-Fn(()(p)))  = F(q)-F(p) < ( 


ceea ce încheie demonstraþia, ( fiind arbitrar. (


Observaþie. Legea numerelor mari este rezultatul central al teoriei probabilit÷þilor ði al statisticii. În cazul cel mai simplu (Corolarul 9) ea face leg÷tura între noþiunea de frecvenþ÷ ði cea de probabilitate. S÷ presupunem c÷ vrem s÷ estim÷m probabilitatea unui eveniment (de exemplu arunc÷m un zar m÷sluit ði vrem s÷ vedem probabilitatea ca s÷ apar÷ un “6”). Pentru aceasta arunc÷m zarul respectiv de multe ori.  Ceea ce trebuie s÷ accept÷m este c÷ arunc÷rile sînt independente între ele ði probabilitatea apariþiei feþei în cauz÷ nu se modific÷ de la aruncare la aruncare. Num÷r÷m de cîte ori a ap÷rut faþa “6 ” dup÷ n arunc÷ri ði împ÷rþim rezultatul la n, num÷rul total al arunc÷rilor. Obþinem astfel  variabila aleatoare fn  din Corolarul 9, numit÷ “frecvenþa apariþiei evenimentului”. Corolarul 9 ne spune c÷ fn va converge la “adev÷rata probabilitate” de apariþie a lui “6”. Discuþia este mult mai complicat÷, c÷ci nu ni se spune de cîte ori trebuie s÷ arunc÷m zarul pîn÷ s÷ aproxim÷m “adev÷rata probabilitate” la un prag de toleranþ÷, (. Cu aceste probleme se ocup÷ statistica matematic÷.


	În ceea ce priveðte Teorema lui Glivenko, numit÷ ði “Teorema fundamental÷ a statisticii” , se poate demonstra mai mult: Fn(() (numit÷ ði funcþia de repartiþie empiric÷ dup÷ n observaþii) converge la F uniform a.s., dar nu insist÷m. Ea este fundamental÷ din punct de vedere epistemologic ði este un pas înainte faþ÷ de Corolarul 9 deoarece ni se spune c÷ putem estima prin observaþii ði repartiþia unei variabile aleatoare. Pe exemplul anterior, din observaþiile noastre putem estima probabilitatea de apariþie a fiec÷rei feþe a zarului , nu numai a lui “6” f÷r÷ s÷ facem pentru aceasta 6 experimente.








Legea slab÷ a numerelor mari. Coeficientul de corelaþie a dou÷ variabile aleatoare.


	Dezavantajul  legii tari a numerelor mari este c÷ se cere ca variabilele aleatoare (Xn)n s÷ fie independente. Se pune întrebarea dac÷ nu poate fi înl÷turat. R÷spunsul este c÷ se poate evita independenþa , dar nu vom mai obþine convergenþ÷ a.s., ci convergenþ÷ în probabilitate, care este mai slab÷.


Definiþie. Fie X,Y dou÷ variabile aleatoare care au dispersie. Num÷rul


(25)		((X,Y) = � EMBED Equation.2  ���


se numeðte coeficientul de corelaþie între X ði Y. Iat÷ principalele lui propriet÷þi.


Propoziþia 11.(i).((X,Y) este cosinusul unghiului dintre vectorii X-EX ði Y-EY în spaþiul Hilbert L2(P). Deci întotdeauna -1 ( ((X,Y) ( 1.


(ii) Mai mult, ((X,Y) ({-1,1} ( Y = aX+b   cu a,b((


(iii). Dac÷ ((X,Y)=0, spunem c÷ X ði Y sînt necorelate. Deci X ði Y sînt necorelate ( E(XY) = EXEY. 	Orice dou÷ variabile aleatoare independente sînt necorelate.


Demonstraþie. L2(P) este spaþiu Hilbert cu produsul scalar <X,Y> = E(XY). În orice spaþiu Hilbert funcþioneaz÷ inegalitatea lui Schwartz <x,y>((x((y( care în cazul nostru devine E(XY)((X(2(Y(2. Cosinusul unghiului între x ði y este prin definiþie cos( = <x,y> /((x((y()


Înlocuind x xu X-EX ði y cu Y-EY g÷sim primul punct . Al doilea este de asemenea o consecinþ÷ a unui rezultat mai general: cînd avem egalitate în inegalitatea lui Schwartz? Cum funcþia de gradul 2  dat÷ prin f(t)=(tx-y(2 =  <tx-y,tx-y> = t2(x(2 -2t<x,y> + (y(2 este nenegativ÷ ði discriminantul ei este dat de 


( =  <x,y>2 - (x(2(y(2  rezult÷ c÷ (=0 ( (t ca (tx-y(=0 ( x ði y sînt vectori coliniari. În cazul nostru, (((X,Y)(=1 (  <X-EX,Y-EY>2 = (X-EX(2(Y-EY(2 ( Y-EY = t(X-EX) ( Y = aX+b cu a=t, b=EY-tEX.


	Este interesant punctul (iii):  independenþa implic÷ necorelare. Dac÷ X ði Y sînt independente, atunci E(XY)=EXEY (o consecinþ÷ imediat÷ a faptului c÷ P((X,Y)-1 = P(X-1(P(Y-1 ði a exerciþiului 2, Curs 9) deci dac÷ a=EX ði b=EY atunci E((X -EX)(Y-EY))= E(XY-aX-bY +ab) = E(XY)-ab-ab+ab=E(XY)-EXEY=0.(


Observaþie. Se pot da uðor exemple de variabile aleatoare necorelate dar nu independente. De exemplu dac÷ Z=(X,Y) are repartiþia (((2 cu ((x,y)=1C(x,y) unde C este o mulþime convex÷ din plan care admite ca axe de simetrie dreptele x=0, y=0 ði are aria egal÷ cu 1, atunci EX= � EMBED Equation.2  ���x1C(x,y)d(2(x,y) = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���x1C(x,y)d((x))d((y) = � EMBED Equation.2  ���0d((y)= 0 =EY iar EXY=� EMBED Equation.2  ���y(� EMBED Equation.2  ���x 1C(x,y)d((x))d((y) =� EMBED Equation.2  ���0d((y)=0.


(am folosit echivalenþa - pentru funcþii continui ði m÷rginite - între integrala Lebesgue ði cea Riemann , simetria lui C ði imparitatea funcþiei f(x)=x ).


Lema 12. Fie (Xn)n un ðir de variabile aleatoare. Presupunem c÷ (Xn-X(2 ( 0 (adic÷ Xn converge la X în L2) . Atunci Xn converge la X în probabilitate.


Demonstraþie. Fie (>0. Atunci ((Xn-X(2 )2 = E((X-Xn)2) ( E((X-Xn)2 � EMBED Equation.2  ��� ) ( (2P((X-Xn(>()  de unde P((X-Xn(>() ( ((Xn-X(2 / ()2 (0 cînd n((. (


Propoziþia 13. Legea slab÷ a numerelor mari sau Teorema lui Bernoulli. Fie (Xn)n un ðir de variabile aleatoare identic repartizate, necorelate dou÷ cîte dou÷ ði avînd dispersie.


 	Fie sn = � EMBED Equation.2  ���. 


	Atunci sn ( EX1 în L2(P) deci cu atît mai mult în probabilitate.


Demonstraþie. Fie a=EX1. Atunci sn-a = � EMBED Equation.2  ��� cu Yj = Xj -a . Vom ar÷ta c÷ (sn-a(2 ( 0. Avem  


n2(sn-a(22 = E((� EMBED Equation.2  ���Yj)2) = � EMBED Equation.2  ���E(Yj2) + � EMBED Equation.2  ���E(YiYj) = n(2 (X1) + 0 (c÷ci Xi ði Xj sînt necorelate) 


de unde (sn-a(2 = � EMBED Equation.2  ��� ( 0. (


Observaþie. Faptul c÷ variabilele aleatoare Xn sînt necorelate dou÷ cîte dou÷ este o condiþie mai slab÷ decît “independente dou÷ cîte dou÷” care la rîndul ei este mul mai slab÷ decît “(Xn)n independente”. Într-adev÷r, pentru orice num÷r natural n se pot da exemple de n+1 variabile aleatoare care nu sînt independente, dar fiecare n din ele sînt independente.
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