


	Curs 1. Familii de submulþimi ale unui spaþiu 





	Fie ( o mulþime oarecare. Vom nota cu P(() familia p÷rþilor sale. Obiectele cele mai importante ale teoriei m÷surii sînt unele submulþimi ale lui P(()  cu propriet÷þi speciale.


Definiþia 1. O subfamilie K( P(() se numeðte (-Algebr÷ dac÷ verific÷ urm÷toarele propriet÷þi:


(1) ((K


(2) Dac÷ A( K atunci ði Ac( K


(3) Dac÷ (An)n(N este un ðir de mulþimi din K, atunci ði � EMBED Equation.2  ���( K


Definiþia 2. O subfamilie C( P(() se numeðte (-sistem dac÷ verific÷ urm÷toarele propriet÷þi:


(1) ((C


(2) Dac÷ A( C atunci ði Ac( C


(3) Dac÷ (An)n(N este un ðir de mulþimi disjuncte din C, atunci ði � EMBED Equation.2  ���( C


Definiþia 3. O subfamilie A( P(() se numeðte  Algebr÷ dac÷ verific÷ urm÷toarele propriet÷þi:


(1) ((A


(2) Dac÷ A( A atunci ði Ac( A


(3) Dac÷ (An)n(I este o familie finit÷ de mulþimi din A, atunci ði � EMBED Equation.2  ���( A


Notaþii. Aceste noþiuni se pot scrie mai scurt dac÷ folosim urm÷toarele notaþii clasice: Fie M( P(() o familie oarecare de mulþimi. Vom nota atunci, pe tot parcursul acestui curs cu    M s, M (, M (, M d,M (,M ( , M’ reuniunile finite (respectiv reuniunile num÷rabile, reuniunile arbitrare, intersecþiile finite, intersecþiile num÷rabile, intersecþiile oarecare, complementarele) de mulþimi din M.


Observaþia 1. Este evident c÷ orice (-algebr÷ este ði algebr÷ ði (-sistem.


Propoziþia 1. Dac÷ F  este o algebr÷ atunci ( ( F ði A,B( F  ( A(B( F .


Demonstraþie. ( = (c iar (A(B)=(Ac(Bc)c ; se aplic÷ axiomele (1), (2) ði (3) din definiþia algebrei.(


Propoziþia 2. Dac÷ F  este o (-algebr÷ atunci An ( F ( n ( � EMBED Equation.2  ��� F.


Demonstraþie. Formulele lui De Morgan: � EMBED Equation.2  ���ði aplic÷m succesiv (2),(3),(2) din definiþia (-algebrei. (


Propoziþia 3. Dac÷ F  este (-sistem ði F  = F d , atunci F  este ði (-algebr÷.   Deci  în  particular dac÷    F ( P(() este algebr÷ ði (-sistem, atunci F  este ði (-algebr÷.


Demonstraþie. Fie F (  P(() un (-sistem stabil la intersecþii finite.Fie (An)n un ðir de mulþimi din F  ði A=� EMBED Equation.2  ���. Se pune problema s÷ ar÷t÷m c÷ A( F. Construim în acest scop mulþimile disjunctate  B1=A1, B2=A2-A1 =A2-B1, B3=A3-(B1(B2), ði, în general, Bn+1=An+1-(B1(B2(..(Bn),..... Mulþimile (Bn)n au propriet÷þile:


(1).		 B1(B2(..(Bn = A1(A2(..(An pentru orice n (1. 


	Într-adev÷r, pentru n=1 afirmaþia este adev÷rat÷. O presupunem adev÷rat÷ pentru n=k ði o verific÷m pentru n=k+1.Avem c÷  B1(B2(.....(Bk(Bk+1 = ( B1(B2(..(Bk) 


(( Ak+1-(B1(B2(..(Bk)) = B1(B2(..(Bk(Ak+1 = A1(A2(..(Ak(Ak+1 (prin ipoteza de inducþie). Deci afirmaþia este adev÷rat÷ pentru orice n.


(2). 		Mulþimile Bn sînt disjuncte. 


	Într-adev÷r, fie m<n ( m(n-1. Atunci  Bm(Bn = Bm((An-( B1(B2(..(Bn-1)) ( Bm((An-Bm)=(. Incluziunea este adev÷rat÷ deoarece evident Bm( B1(B2(..(Bn-1.


(3). 		Toate mulþimile Bn aparþin familiei F. Într-adev÷r, Bn poate fi scris÷ ca Bn=An(A1c(...(An-1c ði mulþimile Aic( F  (i  iar F  = F d .


	Cum F  este (-sistem ði mulþimile (Bn)n  sînt disjuncte rezult÷ c÷ reuniunea lor este în F. Dar din (1) rezult÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ���=A. Deci F  este (-algebr÷.


	A doua afirmaþie rezult÷ imediat din prima observînd c÷ orice algebr÷ este stabil÷ la intersecþii finite. (.


Propoziþia 4. Dac÷ (Mt)t(T este o familie de (-algebre (algebre, (-sisteme, topologii) atunci ði intersecþia   � EMBED Equation.2  ��� Mt   este de asemenea o (-algebr÷ (algebr÷, (-sistem, topolgie)


Demonstraþie. Evident.(


Definiþie. Fie M  o familie oarecare de submulþimi ale lui (. Vom nota cu (( M) (respectiv (( M), Alg(M), Top(M) ) (-algebra (respectiv (-sistemul, algebra, topologia) generat÷ de M , definit÷ prin relaþia (( M) = � EMBED Equation.2  ���(respectiv � EMBED Equation.2  ��� ,� EMBED Equation.2  ���,� EMBED Equation.2  ���). Altfel spus, (( M) (respectiv (( M), Alg(M), Top(M) ) este intersecþia tuturor (-algebrelor pe ( (respectiv a (-sistemelor, algebrelor, topologiilor) care conþin pe M.


Propoziþia 5. Alg(M) ( (( M)  ði (( M) ( (( M). 


Demonstraþie. (( M) este o algebr÷ (respectiv un (-sistem) care conþine pe  M . (


Propoziþia 6. M ( ( M (( M ((( M ((( ( .... ( M ((((.... ( (( M)


Demonstraþie. Evident din definiþia unei (-algebre.(


Rezultatul urm÷tor va fi folosit de multe ori în curs.


Propoziþia 7.(i). Dac÷ ( este unul din operatorii de închidere Alg, ( sau (, ði (M t)t(T este o familie de submulþimi ale lui p((), atunci ((� EMBED Equation.2  ��� M t) = (( � EMBED Equation.2  ���((M t) )  


(ii)Dac÷ M = Md, atunci ((M) = (( M) . 


Demonstraþie. (i). Cum M t ( (( M t) incluziunea ”(” este evident÷. Incluziunea cealalt÷ este de asemenea imediat÷ : cum M t ( � EMBED Equation.2  ��� M t rezult÷ c÷ ((M t)( ((� EMBED Equation.2  ��� M t) pentru orice t(T de unde � EMBED Equation.2  ���((M t) ( ((� EMBED Equation.2  ��� M t) deci, din proprietatea de monotonie a operatorului de închidere ( rezult÷ c÷ ((� EMBED Equation.2  ���((M t)) ( ((((� EMBED Equation.2  ��� M t)) = ((� EMBED Equation.2  ��� M t) (este evident c÷ orice operator de închidere este idempotent, adic÷ ((()) = ( ).


(ii)Ideea este s÷ dovedim c÷ (( M) este stabil la intersecþii finite ði s÷ aplic÷m Propoziþia 3. Fie A( M . Fie  FA={B(((M ): A(B( (( M) }. Vom ar÷ta c÷ FA  este un (-sistem care conþine pe m.


Într-adev÷r, faptul c÷  M ( FA rezult÷ imediat din faptul c÷ M  este stabil la intersecþii finite: dac÷ A( M, atunci A(B( M. Mulþimea vid÷ este evident în FA  c÷ci aparþine oric÷rui (-sistem. Dac÷ B( FA, atunci ði Bc( FA c÷ci (A(( Bc))c  =(A(( AB)c)c  = (AB)((Ac); AB((( M)  c÷ci B( FA , Ac( (( M) deoarece  A((( M), AB ði Ac sînt disjuncte deci reuniunea lor este în (( M) . Rezult÷ c÷ ði complementara acestei mulþimi, adic÷ A(( Bc) este în (( M) , adic÷ Bc( FA. În sfîrðit, dac÷ (Bn)n este un ðir de mulþimi disjuncte din FA  ,rezult÷ c÷ ði reuniunea lor este în FA deoarece mulþimile ABn sînt disjuncte ði aparþin (-sistemului (( M)  care este stabil la reuniuni disjuncte num÷rabile. Deci FA  este un (-sistem care conþine pe m , deci (( M) ( FA . Cum A( M  este oarecare înseamn÷ c÷ am demonstrat c÷


(*)	A( M , B((( M) ( A(B((( M)


	Fie acum A ( (( M) oarecare ði eA = { B((( M) : AB((( M) }. Din (*) , înlocuind A cu B ði B cu A , rezult÷ c÷ M (  eA. Acelaði raþionament de mai sus ne arat÷ c÷ eA  este de asemenea un (-sistem, deci ((m )( eA; adic÷


(**)	A(((M), B( (( M) ( A(B((( M).


	Dar (**) nu înseamn÷ nimic altceva decît c÷  (( M) =  ((( M))d de unde, conform Propoziþiei 3, (( M) este o (-algebr÷. Dar întotdeauna  (( M) ( (( M) (Propoziþia 5). Cum  (( M) este o (-algebr÷ care conþine pe  M, incluziunea invers÷ este evident÷  ði în consecinþ÷ (( M) ( (( M). (





�	Acum putem introduce cel mai important exemplu de (-algebr÷, cel care face leg÷tura cu topologia. 


Definiþie: (-algebra mulþimilor boreliene. Fie (X,T) un spaþiu topologic. Atunci (-algebra ((T) se numeðte (-algebra mulþimilor boreliene ale spaþiului topologic (X,T) sau, dac÷ nu este nici un pericol de confuzie, borelianul spaþiului X . El se va nota cu B(X,T) sau, dac÷ nu este pericol de confuzie, cu B(X). Iat÷ cîteva propriet÷þi importante ale sale.


Propoziþia 8. Fie (X,T) un spaþiu topologic. Atunci:


(i).Orice mulþime deschis÷ sau închis÷ este borelian÷. Mai mult, B(X) = (({F(X : F închis÷ })


(ii).Dac÷ X este separat, atunci orice mulþime compact÷ este borelian÷. În particular orice mulþime cel mult num÷rabil÷ este borelian÷.


(iii). Dac÷ X este separat ði poate fi acoperit cu o mulþime cel mult num÷rabil÷ de compacte, atunci B(X)=(({K(X : K compact÷ }).


(iv). Dac÷ X este un spaþiu topologic num÷rabil generat, adic÷ X are o baz÷ de topologie num÷rabil÷ , O, atunci B(X)=(( O )


Demonstraþie. (i). O mulþime închis÷ este complementara unei deschise, deci evident este borelian÷. Deci (({F(X : F închis÷ }) ( B(X). Reciproc, orice deschis÷ este complementara unei închise de unde ði incluziunea invers÷.


(ii). În spaþii separate orice mulþime compact÷ este închis÷.


(iii). Fie (Kn)n un ðir de compacte ca X=� EMBED Equation.2  ���Kn. Fie F(X o închis÷. Atunci putem scrie F=� EMBED Equation.2  ���(FKn) deci orice închis÷ este o reuniune de compacte (se ðtie c÷ F închis÷, K compact÷ (KF este compact÷ c÷ci dac÷ (Gt)t(T este o acoperire cu deschise a lui KF, ad÷ugînd la aceasta ði deschisul  G=Fc obþinem o acoperire cu deschise a lui K din care extragem una finit÷) adic÷ orice închis÷ este în (-algebra generat÷ de compacte , de unde rezult÷ c÷ (-algebra generat÷ de închise (adic÷ B(X)) este de asemenea inclus÷ în (-algebra generat÷ de compacte , Incluziunea reciproc÷ este evident÷.


(iv). Fie o o baz÷ num÷rabil÷ de topologie pentru t. Atunci t = o ( = o( (deoarece o  este num÷rabil÷) deci t ( ((o) ( B(X)=((t) ( ((((o))=((o). Incluziunea cealalt÷ este evident÷.


	În cazul particular în care (X,t)=((,Top(()) , adic÷ dreapta real÷ cu topologia canonic÷ obþinem


Propoziþia 9. Fie urm÷toarele familii de mulþimi pe dreapt÷ :


 m1 = { (a,b) : a,b((, a<b }  ( {(}   ; 


m2 = { (a,b) : a,b raþionale, a<b }( {(}  ; 


m3 = { (a,b] : a,b((, a<b }( {(}  ;  


m4 = { (a,b] : a,b raþionale, a<b } ( {(};


m5 = { [a,b) : a,b((, a<b }( {(}  ; 


m6 = { [a,b) : a,b raþionale , a<b }( {(}    ;


m7 = { (-(,b) : b(( } ;


m8 = { (-(,b) : b raþional } ; 


m9 = { (-(,b] : b(( } ; 


m10 = { (-(,b] : b raþional } ; 


m11 = { (b,() : b(( } ;


m12 = { (b,() : b raþional } ; 


m13 = { [b,() : b(( } ; 


m14 = { [b,() : b raþional }. Aunci


   (i).Toate aceste familii de mulþimi genereraz÷ pe b(() , adic÷ (( mj  )= b(() ( 1(j(14. În plus, dac÷ j este par, mj  sînt num÷rabile. 


  (ii). Toate aceste familii de mulþimi sînt stabile la intersecþii finite: (mj)d= mj (1(j(14.


 (iii). (m3 (m9 ( m11)s , (m4 (m10 ( m12)s , (m5 (m7( m13)s ði (m6 (m8 ( m14)s sînt algebre.


Demonstraþie.(i). Toate afirmaþiile sînt mai mult sau mai puþin imediate sau consecinþe simple ale Propoziþiei 8. Cum este evident c÷ b(() ( (( m2j-1) ( (( m2j) ( 1(j(7 rezult÷ c÷ va fi suficient de demonstrat c÷ b(() ( (( m2j) ( 1(j(7. Pentru j=1 incluziunea este o consecinþ÷ a Propoziþiei 8(iv) : m2 este baz÷ num÷rabil÷ pentru topologia de pe dreapt÷. Scriind (a,b)=(n(1(a,b-1/n] rezult÷ c÷ orice interval deschis este în (( m4) deci b(() ( (( m4). Din egalitatea  (a,b)=(n(1[a+1/n,b) rezult÷ b(() ( (( m6). Scriind [a,b) = (-(,b)-(-(,a) =[a,()-[b,()  rezult÷ c÷ m6 ( (( m8)((( m14) deci ((m6)  ( (( m8)((( m14) iar cum (a,b] = (-(,b]-(-(,a] =(a,()-(b,() rezult÷ c÷ m4 ( (( m10)((( m12) deci ((m4)  ( (( m10)((( m12).


(ii). Evident. (iii).  O mulþime din (m3 (m9 ( m11)s  este o reuniune finit÷ de intervale m÷rginite de tipul (a,b] ði eventual de intervale nem÷rginite de tip  (-(,a] sau (b,(). Complementara unei asemena mulþimi este de acela;i tip. (.


�


Curs 2. M÷surabilitate.





	Fie  ( ,X  mulþimi oarecare ði f:( ( X o funcþie. Dac÷ B(X atunci 


f-1(B)={ ((( : f(()(B } va desemna preimaginea mulþimii B prin funcþia f. Dac÷ 


M ( P(X) este o familie oarecare de mulþimi, atunci  f-1(M) va desemna familia 


{ f-1(B) : B ( M } . În acest fel putem privi operaþia f-1 ca o funcþie de la P(X) la P(().


Propoziþia 1. Dac÷   M ( P(X) este o (-algebr÷ (respectiv  algebr÷, topologie)   atunci f-1(M)  este de asemenea (-algebr÷ (respectiv algebr÷, topologie).


Demonstraþie. Evident. Preimaginea reuniunii (respectiv intersecþiei, complementarei) este reuniunea (respectiv intersecþia, complementara).(


	In plus, f-1  se comport÷ bine ði faþ÷ de operatorii de închidere introduði în Cursul1: comut÷ cu ei.


Propoziþia 2. Întotdeauna (( f-1(M)) = f-1(((M))  


( ði respectiv  Alg( f-1(M))  = f-1(Alg(M)) , Top( f-1(M)) = f-1(Top(M)) ).


Demonstraþie. “(“: Fie E = { B(X : f-1(B)( (( f-1(M)) }.Evident M  ( E  . În al doilea rînd E  este o  (-algebr÷. Într-adev÷r, ((E  deoarece (((( f-1(M))   ði evident         f-1(()=( . Apoi , dac÷ B ( E , atunci ði Bc ( E  c÷ci f-1(Bc)=(f-1(B))c  ði  (( f-1(M)) este o (-algebr÷. În sfîrðit, dac÷ (Bn)n este un ðir de mulþimi din E , reuniunea lor va fi de asemenea în E   c÷ci � EMBED Equation.2  ���. 


	Rezult÷ c÷ ((M ) ( ((E)= E . Deci B((( M) ( f-1(B)( (( f-1(M)) adic÷ 


f-1(((M))( (( f-1(M)).


“(“: Evident f-1(M) (  f-1(((M)) deci ((f-1(M)) (  ((f-1(((M))) =   f-1(((M)) , c÷ci ultima familie este deja o   (-algebr÷ conform Propoziþiei.


	Acelaði  raþionament funcþioneaz÷ dac÷ înlocuim operatorul “(“ cu “Alg” sau “Top”.(. 


Definiþie. Spaþiu m÷surabil, funcþie m÷surabil÷. O pereche ((,k) unde ( este o mulþime oarecare ði k  ( p(()este o (-algebr÷  se numeðte spaþiu m÷surabil. Dac÷ ((,k) ði (X, f) sînt dou÷ spaþii m÷surabile ði f:( ( X este o funcþie , atunci funcþia f se numeðte (k, f)-m÷surabil÷ dac÷ f-1(f) ( k, adic÷ dac÷ B( f ( f-1(B) ( k. Dac÷ nu este pericol de confuzie, (adic÷ dac÷ (-algebrele k ði f se subînþeleg) vom spune doar c÷ „f este m÷surabil÷”. Dac÷ f este bijectiv÷ ði funcþia f-1 este de asemenea (f, k)-m÷surabil÷ vom spune c÷ f este un izomorfism de spaþii m÷surabile sau, mai scurt, un izomorfism. Dac÷ ( , X sînt  spaþii topologice ði ÷ (-algebrele k ði f sînt (-algebrele mulþimilor boreliene , atunci o funcþie m÷surabil÷ se va numi funcþie borelian÷.


Observaþie. Dac÷ k ði f ar fi topologii în loc s÷ fie (-algebre, noþiunea de m÷surabilitate ar coincide cu noþiunea de continuitate. Într-adev÷r, se ðtie c÷ f este continu÷ ( f-1(G) este deschis÷ (G deschis÷. Altfel scris, f este continu÷ ( f-1(f) ( k, ceea ce arat÷ o similaritate remarcabil÷ între cele dou÷ noþiuni. În acest caz izomorfismul (funcþie bijectiv÷ bim÷surabil÷) s-ar numi homeomorfism (= funcþie bijectiv÷ ði bicontinu÷). Ca ði în topologie, este valabil urm÷torul rezultat:


Propoziþia 3. (i). Fie ((,k) , (E,e) (F,f) trei spaþii m÷surabile ði f:( ( E, g:E ( F dou÷ funcþii m÷surabile. Atunci compunerea lor g(f  este de asemenea m÷surabil÷.


(ii). Fie ((,k) , (E,e) dou÷ spaþii m÷surabile ði f : ( ( E o funcþie oarecare. S÷ presupunem c÷   e =((m) cu m ( p(() . Atunci f este m÷surabil÷ ( f-1(m ) ( k


Demonstraþie. (i) este evident iar (ii) este o consecinþ÷ imediat÷ a propoziþiei 2: f-1(e) = f-1(((m)) = ((f-1(m)) ( (( k ) = k .(


	Importanþa punctului (ii) din Propoziþia 3 este vizibil÷: pentru a demonstra m÷surabilitatea unei funcþii f nu este nevoie s÷ verific÷m neap÷rat c÷   f-1(B) ( k  pentru orice B din e, ci este suficient s÷ verific÷m acest lucru pentru B ( m  lucru mai uðor.


Definiþie. (-Algebra generat÷ de o familie de funcþii. Fie (Xt,Ft)t(T o familie de spaþii m÷surabile, X o mulþime oarecare ði ft:X ( Xt  o familie de funcþii. Atunci (-algebra   ((� EMBED Equation.2  ���( Ft))    se va numi   (-algebra generat÷ de funcþiile (ft)t(T ði se va nota, în cazul c÷ ne exist÷ pericol de confuzie asupra spaþiilor m÷surabile (Xt,Ft)t(T,cu ((ft : t(T).


Propoziþia 4. Fie ((,K) un spaþiu m÷surabil, X o mulþime oarecare ði Fie (Xt,Ft)t(T o familie de spaþii m÷surabile. Fie ft:X ( Xt  o familie de funcþii ði f:( ( X .


	Atunci f este (K,((ft : t(T ))-m÷surabil÷  ( ft(f sînt (K, Ft)-m÷surabile ( t(T.


Demonstraþie. “(“ este evident : compunerea de funcþii m÷surabile este m÷surabil÷. 


“(“. f-1(((ft : t( T ))=f-1(((� EMBED Equation.2  ���( Ft)))=((f-1(� EMBED Equation.2  ���( Ft))) (Propoziþia 2!)=(( � EMBED Equation.2  ���(f-1(Ft))) (datorit÷ propriet÷þilor aplicaþiei f-1) =((� EMBED Equation.2  ���( Ft)) ( K  deoarece toate funcþiile ft(f sînt m÷surabile. (


Definiþie. Produsul  unei familii de spaþii m÷surabile. S÷ consider÷m în definiþia de  mai sus cazul particular în care X=� EMBED Equation.2  ��� ði funcþiile ft:X ( Xt sînt proiecþiile canonice, adic÷ ft(x)=xt (t(T. Atunci vom nota (-algebra ((ft : t(T) cu � EMBED Equation.2  ��� Ft.  Dac÷ T={1,2,...,n} vom mai scrie spaþiul m÷surabil produs ði direct, adic÷ 


(X1(X2(....(Xn, F 1( F 2(....( F n). În cazul particular în care (Xt,Ft)t(T coincid , deci dac÷  (Xt,Ft )=(E, F) (t(T, produsul acestor spaþii m÷surabile se va nota (ET, FT) . Dac÷  în plus T={1,2,...,n} vom prefera scrierea mai obiðnuit÷ (En, Fn) în loc de  (ET, FT). S÷ remarc÷m analogia acestei definiþii cu cea de topologie produs: produsul unei familii de spaþii topologice se defineðte la fel . 


	O consecinþ÷ imediat÷ a Propoziþiei 4 este


Propoziþia 5. Fie (Xt,Ft)t(T o familie de spaþii m÷surabile ði X=� EMBED Equation.2  ��� , F =� EMBED Equation.2  ��� Ft. Fie ((,K) un alt spaþiu m÷surabil ði f:( ( X , f(()=(ft(())t(T . Atunci f este (K, � EMBED Equation.2  ��� Ft)-m÷surabil÷  ( ft sînt (K,   Ft)- m÷surabile pentru orice t(T.


Demonstraþie. Evident :dac÷ pt:X(Xt sînt proiecþiile canonice, atunci pt(f = ft ði aplic÷m Propoziþia 3. (.


	Un alt caz particular de (-algebr÷ generat÷ de o funcþie este cea de urm÷ a unei (-algebre pe o mulþime. Fie ((,K) un spaþiu m÷surabil ði A ( ( o mulþime oarecare. Injecþia canonic÷ este funcþia iA : A ( ( dat÷ de relaþia iA(()=(. Atunci (-algebra ((iA) = iA-1(K) se numeðte urma lui K  pe A ði se noteaz÷ cu  K(A.


	În cazul spaþiilor topologice este interesant÷ leg÷tura între borelianul produs ði produsul borelienilor.  Dac÷ am ðti c÷ ele coincid, de exemplu,  atunci orice funcþie continu÷ ar fi m÷surabil÷, lucru care ar fi de ajutor în stabilirea m÷surabilit÷þii.


Propoziþia 6. Fie (Xt, T t) o familie cel mult num÷rabil÷ de spaþii topologice num÷rabil generate. Atunci B(� EMBED Equation.2  ���) =� EMBED Equation.2  ���B(Xt).


Demonstraþie. Fie Ot baze num÷rabile de topologie în (Xt, T t), adic÷ T t  = ( Ot)( ði  Ot  sînt  num÷rabile (t(T. Atunci topologia produs pe X := � EMBED Equation.2  ��� va fi dat÷ de formula     T =Top(� EMBED Equation.2  ���(( Ot)()) = Top(� EMBED Equation.2  ���( Ot))(). Fie Ut mulþimile pt-1(Ot). Deci T = Top(� EMBED Equation.2  ���Ut)() =(� EMBED Equation.2  ���Ut)()d( (Exerciþiu : Top(M)= M d() =(� EMBED Equation.2  ���Ut)d ( ( (datorit÷ distributivit÷þii  reuniunii faþ÷ de intersecþie) . Fie O  familia de mulþimi O = (� EMBED Equation.2  ���Ut)d. Cum T este cel mult num÷rabil÷ , familiile Ut  sînt de asemenea num÷rabile iar intersecþiile finite care se pot realiza cu o familie num÷rabil÷ de mulþimi formeaz÷ de asemenea o mulþime num÷rabil÷ de mulþimi, rezult÷ c÷ O este num÷rabil÷. Înseamn÷ c÷ T = O (( = O ( (reuniunile de mulþimi dintr-o familie num÷rabil÷ sînt întotdeauna reuniuni cel mult cel mult num÷rabile), cu alte cuvinte O  este o baz÷ de topologie pentru T. Rezult÷  c÷ B(� EMBED Equation.2  ���)=((T)=(( O ()=(( O )=( (� EMBED Equation.2  ���Ut) = ( (� EMBED Equation.2  ���(Ot)) =  ( (� EMBED Equation.2  ���(Ot))) (cf.  Propoziþia  7(i),  Curs 1) = ( (� EMBED Equation.2  ���((Ot)))  (cf. Propoziþiei 2)  


= ( (� EMBED Equation.2  ���(((Ot)()) =( (� EMBED Equation.2  ���((Tt)))) (deoarece Ot   sînt baze de topologii în Xt) 


=( (� EMBED Equation.2  ���b(Xt))) (din definiþia mulþimilor boreliene ale unui spaþiu topologic) =� EMBED Equation.2  ���B(Xt).(


	În cazul particular în care (Xt , T t) = ((,Top(()) coincid cu dreapta real÷ cu topologia sa canonic÷ obþinem urm÷toarea consecinþ÷ foarte important÷ a  Propoziþiei 5:


Corolar 7. Dac÷ T este cel mult num÷rabil÷, atunci B((T) = ( B(())T.


Demonstraþie. Se ðtie c÷  c÷ Top(() este o topologie cu baz÷ num÷rabil÷ ( de exemplu Top(()=Top( {(a,b) (a,b raþionale} ). Se aplic÷ apoi Propoziþia 5.


Corolar 8. Fie f: (n ( (  continu÷. Atunci f este (( B(())n, B(()) - m÷surabil÷.


Demonstraþie. f-1(B(())=f-1(((Top(())) = ((f-1(Top(())) (cf. Propoziþiei 2) 


( (( Top((n)) (f continu÷ înseamn÷ c÷ preimaginea oric÷rei deschise este de asemenea deschis÷!) = B((n) = ( B(())n conform Corolarului 6. (





Este important÷ de asemenea leg÷tura între borelian ði urm÷.


Propoziþia 9. Fie (X,T) un spaþiu topologic ði A(X. A este înzestrat cu topologia de subspaþiu.


  (i). B(A)= B(X)(A.


 (ii). Dac÷ A( B(X),  atunci B(A) ={ B( B(X) : B(A }


(iii). (( B([-(,(]) unde dreapta încheiat÷ este înzestrat÷ cu topologia canonic÷. 


 (iv). B([-(,(]) =(( { [-(,b) :b(( } ) =(( { (a,(] : a(( } ).


  (v). B([-(,(]) = { B(J : B( B((), J({-1,1} }.


Demonstraþie.


(i). B(A) = (( T (A) = ((iA-1(T))=iA-1(((T)) (conform Propoziþiei 2) = iA-1( B(X)) = B(X)(A.


(ii). Din definiþia urmei, B(A) ={ C(A  : C (B(X) }. Dac÷ A( B(X) , atunci ði 


B =AC( B(X) .


(iii). ( este deschis÷ în [-(,(], deci borelian÷.


(iv). Fie F =(( {[-(,b) :b(( } ). Evident F ( B([-(,(])  deoarece toate intervalele 


[-(,b) fiind deschise, sînt boreliene. Reciproc, ar trebui ar÷tat c÷ orice deschis÷ din 


[-(,(] este în F. Dar deschisele sînt reuniuni cel mult num÷rabile de intervale de tipul (a,b) sau [-(,b) sau (a,(] cu a,b((. Scriind  (a,(]c=� EMBED Equation.2  ���[-(,a+xn) cu (xn)n  un ðir descresc÷tor de numere pozitive convergent la 0 , rezult÷ c÷ (a,(]( F. În sfîrðit, un interval deschis m÷rginit se poate scrie (a,b)=[-(,b)((a,(], deci ði el aparþine la F, de unde cealalt÷ incluziune.


(v). “(“: Fie F  mulþimea din dreapta. Se verific÷ imediat c÷ F este o (-algebr÷. Toate intervalele [-(,b), b(( sînt în F, deci ði (-algebra generat÷ de ele care, conform punctului (iv) coincide cu B([-(,(]).


“(“: Conform punctului (ii) ði (iii) orice mulþime borelian÷ de pe dreapt÷ ,B, este de asemenea în B([-(,(]). O mulþime finit÷ ,J, este de asemenea în B([-(,(]) deoarece este închis÷. (





Definiþie. Variabil÷ aleatoare. Punct aleator. Vector aleator. Fie  ((,K) un spaþiu m÷surabil ði T o mulþime cel mult num÷rabil÷. O funcþie f:( ( (T care este (K,B((T))-m[surabil÷ se numeðte vector aleator. Dac÷ T are dou÷ elemente vom numi vectorul f punct aleator , iar dac÷ T  are un singur element, f se va numi variabil÷ aleatoare. Dac÷ f este o variabil÷ aleatoare cu proprietatea c÷ f(() este finit÷, atunci f se numeðte variabil÷ aleatoare simpl÷. Dac÷ f(() este cel mult num÷rabil÷. atunci f se numeðte variabil÷ aleatoare etajat÷. Dac÷ f:( ( [-(, +(] este  (K, b([-(,(])-m÷surabil÷, atunci f se numeðte variabil÷ aleatoare extins÷. Din Propoziþia 8 rezult÷  c÷ orice variabil÷ aleatoare este ði variabil÷ aleatoare extins÷ ði, mai mult, orice variabil÷ aleatoare extins÷ f cu proprietatea c÷ f(()(( este chiar variabil÷ aleatoare.


	Iat÷ o consecinþ÷ a Propoziþiei 4 care ne d÷ un criteriu de a recunoaðte un vector aleator:


Propoziþia 10. Fie  ((,K) un spaþiu m÷surabil , T o mulþime cel mult num÷rabil÷ ði f:( ( (T . Atunci f este vector aleator  (  pt(f sînt variabile aleatoare (t(T.


Demonstraþie. “ ( “ : Din Corolarul 6, B((T) = ( B(())T , proiecþiile canonice pt sînt m÷surabile iar  compunerea de aplicaþii m÷surabile este m÷surabil÷. 


“  ( “ :  Dac÷ toate componentele ft=pt(f sînt m÷surabile, atunci f este (K, B(()T)-m÷surabil÷ cf. Propoziþiei 4. Apoi se aplic÷ Corolarul 6. (


	Acum putem prezenta cele mai importante propriet÷þi ale variabilelor aleatoare, care vor fi folosite în restul cursului. 


Propoziþia 11. Fie  ((,K) un spaþiu m÷surabil ði L((,K) (respectiv S((,K), E((,K) ) familia variabilelor sale aleatoare (respectiv variabilelor aleatoare simple, etajate). 


(i).  Dac÷ f1, f2,...,fn sînt variabile aleatoare ði g:(n(( este (B((n),B(())-m÷surabil÷,atunci funcþia compus÷  g(f1,f2,...,fn) este de asemenea variabil÷ aleatoare. În particular, dac÷ g este continu÷ r÷mîne valabil÷ aceeaði afirmaþie.


(ii). Toate aceste familii de funcþii sînt algebre comutative peste (, adic÷ spaþii vectoriale reale cu structur÷ de inel comutativ faþ÷ de înmulþirea obiðnuit÷ a funcþiilor.


(iii). f este variabil÷ aleatoare  ( {f<x}( K  (x(( ( {f(x}( K  (x(( (  {f>x}( K  (x(( etc. În general f este variabil÷ aleatoare  ( f-1(M) ( K dac÷ (( M)= B(().


(iv). f este variabil÷ aleatoare extins÷ ( {f<x}( K  (x(( ( {f>x}( K  (x((( {f(B}(K  (B( b(() ði {f=(}( K,{f=-(}( K.


(v). Dac÷ f(() este cel mult num÷rabil÷ atunci f este variabil÷ aleatoare ( {f=x}( K  (x(f(().


(vi). Fie f:( ( [-(,(] o funcþie oarecare ði h: [-(,(] ( [-1,1] un homeomorfism cresc÷tor (de exemplu funcþia h(x)=� EMBED Equation.2  ��� dac÷ x((, h(-()=0, h(()=1 ). Atunci f este variabil÷ aleatoare extins÷ dac÷ ði numai dac÷ h(f este variabil÷ aleatoare.


(vii).  Dac÷ (fn)n este un ðir de variabile aleatoare extinse, atunci funcþiile limsup(fn) ði liminf(fn) sînt de asemenea variabile aleatoare extinse.


(viii). În particular , dac÷  (fn)n este un ðir convergent de variabile aleatoare atunci limita sa este de asemenea o variabil÷ aleatoare.


(ix). Dac÷ f este o variabil÷ aleatoare m÷rginit÷, atunci exist÷ un ðir de variabile aleatoare simple , (fn)n  care converge uniform la f.


(x). Dac÷ f este o variabil÷ aleatoare oarecare, atunci exist÷ un ðir de variabile aleatoare etajate , (fn)n  care converge uniform la f.


(xi). Dac÷ f este o variabil÷ aleatoare oarecare, atunci exist÷ un ðir de variabile aleatoare simple , (fn)n  care converge punctual la f.


(xii).  Spaþiul vectorial  S((,K) este dens în L((,K)  în topologia convergenþei simple iar E((,K) este dens în L((,K) în topologia convergenþei uniforme.


Demonstraþie.


(i).Funcþia f:(((n dat÷ prin f(()=(f1((),f2((),...,fn(()) este ( K, b((n)) m÷surabil÷ din Propoziþia 9 iar compunerea de funcþii m÷surabile produce funcþii m÷surabile.


(ii). Funcþiile  g(x,y)=ax+bycu a,b((, h(x,y)=xy , g,h:(2(( sînt  continue , deci m÷surabile. Înseamn÷ c÷ dac÷ f1 ði f2 sînt variabile aleatoare ði af1+bf2, f1f2 vor fi de asemenea variabile aleatoare, conform punctului (I). 


(iii). f-1(((m))=((f-1(m)) din Propoziþia 2. Din Cursul 1, Prpoziþia 9,  se ðtie c÷ 


b(() = (({( -(,x) : x((}) = (({(x,() : x((})  = (({(-(,x] : x((}) = (([x,() : x((}) etc.


(iv). Se aplic÷ Propoziþia 8 ði Propoziþia 2.


(v). S÷ presupunem c÷ f(() este cel mult num÷rabil÷. Dac÷ f este variabil÷ aleatoare, atunci {f=x}=f-1({x}) aparþne (-algebrei K din definiþia m÷surabilit÷þii. Reciproc, dac÷ B este o mulþime borelian÷ oarecare, atunci f-1(B)=� EMBED Equation.2  ���( K datorit÷ faptului c÷ reuniunea în cauz÷ este cel mult num÷rabil÷.


(vi). Faptul esenþial este c÷ funcþia h:[-(,(]([-1,1] este (b([-(,(]),b([-1,1]))-bim÷surabil÷, adic÷ atît h cît ði h-1 sînt m÷surabile.


(vii). S÷ lu÷m, de exemplu funcþia f=limsup fn =� EMBED Equation.2  ��� cu gn=sup{fn, fn+1,....} . Ar÷t÷m mai întîi c÷ gn sînt m÷surabile. Fie gn,k=sup {fn, fn+1 , ...,fn+k} = max {fn, fn+1 , ...,fn+k}. Funcþiile gn,k sînt variabile aleatoare extinse deoarece  dac÷ h este homeomorfismul de la punctul precedent, rezult÷ c÷  h(gn,k)= max {h(fn), h(fn+1) , ...,h(fn+k)} (datorit÷ monotoniei lui h) = ( (h(fn), h(fn+1) , ...,h(fn+k)) este variabil÷ aleatoare din punctul (i) al propoziþiei ( funcþia (:(n((, ((x)=max(x1,x2,...,xn) este continu÷, deci m÷surabil÷) . Apoi, ðirul de variabile extinse (gn,k)k este cresc÷tor ði converge la gn. Fie x un num÷r real. Rezult÷ c÷ {gn>x} = � EMBED Equation.2  ���{gn,k>x}( k, deci gn sînt variabile aleatoare extinse conform punctului  (iv).  Ðirul de variabile  aleatoare extinse (gn)n este descresc÷tor ði converge la f. Rezult÷ c÷ {f<x} = � EMBED Equation.2  ���{gn<x}  aparþine (-algebrei k  (x(( , deci f este variabil÷ aleatoare extins÷ cf. (iv).


(viii). Dac÷ (fn)n este un ðir convergent de variabile aleatoare, atunci f = limsup fn  = liminf fn ði amîndou÷ aceste funcþii sînt variabile aleatoare extinse, conform punctului precedent.  Dar f(()(( , deci f este o variabil÷ aleatoare. 


(ix). Fie f o variabil÷ aleatoare m÷rginit÷ ði a,b(( ca a(f(b. Funcþiile hn:((( definite prin hn(x)=[nx]/n sînt cresc÷toare, deci m÷surabile Borel (mulþimile {hn<x} sînt intervale) ði (hn(x)-x((1/n , deci hn converg uniform la funcþia identic÷. Rezult÷ c÷ variabilele aleatoare hn(f)=[nf]/n converg uniform la f. Dar ele sînt simple c÷ci mulþimile hn(f)(() sînt finite (hn(f)(() (hn([a,b])={k/n : a(k/n(b}).


(x). Dac÷ f nu este m÷rginit÷, variabilele aleatoare hn(f) de la punctul precedent sînt etajate.


(xi). Fie hn(x)=[nx]1[-n,n](x)/n. Variabilele aleatoare hn(f) sînt simple (c÷ci hn(()={k/n : -n2(k(n2} este finit÷) ði converg la f (deoarece (x-hn(x)( ( 1[-n,n](x)/n + ((1(-(,n]([n,()(x)) ( 0 c]nd n(( ).


(xii). Este o reformulare a punctelor (x) ði (xi).(





 Exerciþii.








1. Operatorii ()s,()d, ()(, ()( , ()( , ()( sînt idempotenþi , adic÷ M ss= M s etc, iar operatorul ()’ este involutiv, adic÷ (.)’ ’ = (.).   


2 S÷ se arate c÷ operatorii s ði d , precum ði ( ði ( comut÷, adic÷ M sd= M ds ði M ((= M (( .


3. Dimpotriv÷, ( ði ( nu comut÷: ar÷taþi c÷  Q ( M ((  , dar Q ( M (( , unde M  reprezint÷ mulþimea deschiselor de pe dreapt÷ iar Q este mulþimea numerelor raþionale.


Indicaþie. Q este o reuniune num÷rabil÷ de puncte iar orice punct x este intersecþia ðirului de intervale deschise (x-1/n,x+1/n), deci Q ( M ((. S÷ presupunem prin absurd c÷ Q ( M (( = M ( (c÷ci o reuniune de deschise este de asemenea deschis÷). Atunci Qc ar fi o reuniune num÷rabil÷ de închise; cum interiorul mulþimii Qc este vid, Qc s-ar putea scrie ca o reuniune num÷rabil÷ de închise cu interior vid. Atunci ar rezulta c÷ (= Q(Qc se poate scrie ca o reuniune num÷rabil÷ de închise cu interior vid, adic÷ ( ar fi un spaþiu de categoria I Baire ceea ce este fals: orice spaþiu metric complet este de categoria II Baire (Teorema lui Baire).(


4. Fie ( = ( ði m  = { (a,b) : a,b(( }. Calculaþi m s, m d, m (, m ( ði ar÷taþi c÷ Q ( M ((  , dar Q ( M ((. (Indicaþie: orice deschis÷ este în m ( ).


5. Fie (=[0,()2 ði m  = { [0,a)([0,b) : a,b>0 }. Ar÷taþi c÷:


  (i). M d= M  iar m (  = {  I(J : I,J intervale care conþin pe 0 }


 (ii). m s= {[0,f) : f:[0,() ( [0,() descresc÷toare , continu÷ la dreapta, cu o mulþime finit÷ de valori ði f(()=0} iar m (= {[0,f) : f:[0,() ( [0,(] descresc÷toare , continu÷ la dreapta} unde, dac÷ f ði g sînt dou÷ funcþii, [f,g) înseamna { (x,y) : f(x)(y<g(x) }.


(iii). Fie f:[0,()([0,() continu÷ strict descresc÷toare. Atunci mulþimea  [0,f] este în M ((  , dar nu în M ((. Deci, în general nu este nici o incluziune între M ((  ði M ((.


Indicaþie (iii). Fie fn = � EMBED Equation.2  ��� . Atunci [0 , f ] =� EMBED Equation.2  ���deci [0,f] este în M (( conform cu (ii). Dac÷ [0,f] ar fi  în M (( ar trebui ca [0,f] s÷ se poat÷ scrie ca o reuniune de intervale In(Jn , conform primului punct. Fie an ði bn capetele drepte ale intervalelor In ði Jn. Pentru orice x(0 punctul (x,f(x))([0,f] trebuie s÷ fie în una din mulþimile In(Jn, notat÷ In(x)(Jn(x) . Înseamn÷ c÷ x(an(x)  ði f(x)(bn(x)  de unde f(an(x))(f(x)(bn(x). Dar In(x)(Jn(x) ( [0,f] ( bn(x) (f(an(x)) deci (an(x),bn(x)) este pe graficul lui f ði intervalele sînt închise: In(x)=[0,an(x)] , Jn(x)=[0,bn(x)]. Mai mult, cum f este strict descresc÷toare, (an(x),bn(x)) este unicul punct situat pe graficul lui f. Rezult÷ c÷ pe graficul lui f exist÷ numai o mulþime num÷rabil÷ de puncte, absurd. (


6. Exerciþii cu funcþia indicator. Fie 1A: p(() (  {0,1} indicatorul mulþimii A, adic÷ 1A(x)=� EMBED Equation.2  ��� . Ar÷taþi c÷


  (i).1A(B = max(1A , 1B ) = 1A + 1B -1A1B ; 1A(B = 1A1B ;  1A(B = 1A+1B - 21A1B 


=  (1A-1B( = 1A+1B (mod 2) iar A = B ( 1A=1B .


 (ii). (P((),(,() este un inel izomorf cu (Z2(, (, () unde Z2( ={f ( f:((Z2} iar “(“,”(“ înseamn÷ adunarea ði înmulþirea pe componente.


(iii). � EMBED Equation.2  ��� ði  � EMBED Equation.2  ��� , unde � EMBED Equation.2  ���.


Indicaþie (ii). Un izomorfism este aplicaþia T:P(()(Z2( , T(A)=1A.(


7. Ar÷taþi c÷ Top(M)=Md(({(,(}.


8. Ar÷taþi c÷ Alg(M)=(M(m’)sd.


9. Ar÷taþi c÷ (( M) = (((n) unde reuniunea se face dup÷ toate subfamiliile num÷rabile de mulþimi n  ale lui  M.


Indicaþie. Ar÷taþi c÷ familia de mulþimi din dreapta este o (-algebr÷.(


10.S÷ presupunem c÷ mulþimile din M  formeaz÷ o partiþie a lui (: (adic÷ M ={ Mt : t(T } ,  s(t(Ms(Mt=( iar reuniunea tuturor mulþimilor Mt este (). Atunci Alg(M)= { � EMBED Equation.2  ���Mt : J(T este finit÷ sau T \ J este finit÷ } iar ((M)= { � EMBED Equation.2  ���Mt : J(T este cel mult num÷rabil÷ sau T \ J este cel mult num÷rabil÷ }( reuniunile num÷rabile  sau conum÷rabile de atomi formeaz÷ (-algebr÷ )


11. Algoritm pentru construcþia algebrei generate de o familie finit÷ de mulþimi. Dac÷ M  este finit÷, atunci ((M)=Alg(M) ði ( Alg(M) ( este o putere a lui 2. Dac÷ M ={A1,A2,...,An} atunci atomii sînt mulþimile (J=� EMBED Equation.2  ��� unde J parcurge toate submulþimile lui {1,2,...,n}. Deduceþi c÷ num÷rul  de mulþimi din algebra generat÷ de n mulþimi  este 2k cu k num÷rul de atomi nevizi . Cum acesta este cel mult 2n rezult÷ c÷ (Alg(M)( ( � EMBED Equation.2  ���.


Indicaþie. Verificaþi c÷ J(J’ ( (J((J’ = ( ði c÷ reuniunea atomilor este (; reþineþi  apoi numai atomii nevizi ði aplicaþi exerciþiul precedent. (.


12. Algoritm pentru construcþia (-algebrei generate de o familie de mulþimi. Fie ( o mulþime oarecare ði m o familie de p÷rþi ale sale. Fie m 1 = ( m ( m‘)(,m 2 = (m 1 ( (m 1)’)(,..., m n+1 = (m n ( (m n)’)(, ...ði  procedeul continu÷ pîn÷ la primul ordinal cu o mulþime nenum÷rabil÷ de predecesori, (1 , astfel : dac÷ ( este un ordinal limit÷, atunci m ( = � EMBED Equation.2  ��� m ( iar dac÷ ( are predesor (adic÷ (=(+1 cu ( alt ordinal), atunci m (+1 = (m ( ( (m ()’)(


	 Atunci ((m ) = � EMBED Equation.2  ��� m (.


13. Fie X,Y sînt dou÷ spaþii topologice ði f:X(Y  o funcþie . Dac÷  f este (B(X), B(Y) )-m÷surabil÷, atunci f se numeðte m÷surabil÷ Borel. Consider÷m cazul X=Y=(. Ar÷taþi c÷:


	- orice funcþie  monoton÷ este m÷surabil÷ Borel;


	- orice funcþie  continu÷ la dreapta sau la stînga este m÷surabil÷ Borel.


Indicaþie.  Dac÷ f este monoton÷, preimaginea oric÷rui interval este interval iar intervalele genereaz÷ B((). Dac÷ f este continu÷ la dreapta, este limita ðirului fn(x)=� EMBED Equation.2  ���(x) iar dac÷ este continu÷ la stînga proced÷m analog.(





14. Fie f : ((( continu÷ ði injectiv÷. Atunci ((f)= B(() .


Indicaþie. f este monoton÷ . Din teorema lui Darboux, Im(f) este interval, deci mulþime borelian÷ ;funcþia f:( ( Im(f) este bijectiv÷. Dac÷ g:Im(f)(( este inversa ei, atunci f(B (()) = g-1(B (()) = g-1(((i )) (unde reprezint÷ intervalele de pe dreapt÷) = ((g-1(i )) = ((f(i )) ( B(() .


deoarece dac÷ I este un interval, f(I) este de asemenea interval (Darboux!) deci mulþime borelian÷. Apoi se va folosi faptul c÷ B=f-1(f(B)).





15. Fie f: ((( par÷ , continu÷ cu proprietatea c÷ f([0,() este injectiv÷. Atunci ar÷taþi c÷ ((f)={B( B(() : -B=B} cu -B  :=  {-x: x(B }. 


Indicaþie.  Dac÷ B este borelian÷, ði -B este la fel datorit÷ m÷surabilit÷þii funcþiei h(x)=-x. Fie g:[0,()((, g= f([0,(). Funcþia g este monoton÷. Ar÷taþi ca la exerciþiul precedent c÷ ((g)= B(()([0,() . Dac÷ B=-B, atunci B= (B([0,()) ( (-(B([0,())) = g-1(D) ( (-g-1(D))=f-1(D) unde B([0,()=g-1(D), D borelian÷. Deci orice mulþime din (-algebra din dreapta este în ((f). Cealalt÷ incluziune este evident÷ : f-1(B)=-f-1(B).





16. Calculaþi ((f) dac÷ : 


	- f:(((, f(x)=x2;


	- f:(((, f(x)=[x];


	- f:(((, f(x)=sin(x);


Indicaþie.  În primul caz se aplic÷ exerciþiul (3); În al doilea ar÷taþi direct c÷ ((f) este familia reuniunilor de intervale de forma [n,n+1), n întreg; în al treilea folosiþi faptulð c÷ funcþia sinus restricþionat÷ la intervalul [-(/2,(,2] este injectiv÷ ði ar÷taþi c÷ ((f)= {� EMBED Equation.2  ���: B( B(()([-(/2 , (/2)] }.





17. Fie f:(2((, f(x,y)=x2+y2. Ar÷taþi c÷ ((f)={ � EMBED Equation.2  ��� : B(B(()    }, unde C(0,x) este cercul de centru 0 ði raz÷  x.





18. Fie (1 , (2 ,..., (n mulþimi oarecare ði mj ( p((j), 1(j(n ca (j ( mj . Ar÷taþi c÷ � EMBED Equation.2  ���((mj) = ((� EMBED Equation.2  ���[mj]) , unde � EMBED Equation.2  ���[mj] însemn÷ prin definiþie mulþimea “dreptunghiurilor” A1(A2(...(An cu Aj  ( mj , 1(j(n.


Indicaþie. Dac÷ ( este produsul cartezian al celor n mulþimi ði pj:( ( (j sînt proiecþiile canonice, atunci � EMBED Equation.2  ��� ((mj) = ((� EMBED Equation.2  ���pj-1(((mj))) = ((� EMBED Equation.2  ���((pj-1(mj))) = ((� EMBED Equation.2  ���pj-1(mj)) = (((� EMBED Equation.2  ���pj-1(mj))d). Ultima expresie este exact ce trebuie, deoarece  (j ( mj. )(





19. b((n) = (({ (-(,a1]( (-(,a2](...( (-(,an] : a1,a2,...an (( } ). 


Indicaþie. În  general (( m 1)((( m 2)(...((( mn) = (({A1(A2(...(An(Aj( mj ,1(j(n})





20. Dac÷ ((,k) este un spaþiu m÷surabil ði este generat de o partiþie cel mult num÷rabil÷ (Ai)i(I atunci f este variabil÷ aleatoare ( f este variabil÷ aleatoare etajat÷.


Indicaþie. Mulþimea {f=a} este o reuniune cel mult num\rabil÷ de atomi.





21. Dac÷ ( este o mulþime nenum÷rabil÷ ði k ( p (() este (-algebra generat÷ de mulþimile cu un singur punct atunci o funcþie f:( ( ( este m÷surabil÷ Borel ( f este constant÷ cu excepþia eventual÷ a unei mulþimi cel mult num÷rabile.


Indicaþie:consideraþi mulþimile Ex:={f<x}; exist÷ un x ca Ex s÷ fie cel mult num÷rabil÷ iar (>0 ( Ex+( este conum÷rabil÷. Atunci f=x cu excepþia eventual÷ a unei mulþimi cel mult num÷rabile .





22. Preimaginea unui (-sistem nu mai este neap÷rat (-sistem. Fie (={0,1,2,3,4} ði 


m  = {(,(,{0,1},{0.2},{0,3},{0,4},{0,1}c,{0.2}c,{0,3}c,{0,4}c}. 


Fie apoi E = ( \ {0} ði f:E ( ( funcþia identic÷.


Verificaþi c÷ m  este (-sistem (singurele perechi de mulþim disjuncte sînt de tipul A, Ac ) dar  f-1() nu mai este ( sistem . 
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